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П Р Е Д И С Л О В И Е 
 
 

Автор данной книги ставил перед собой задачу познакомить студентов  
будущих специалистов по креплению грузов («грузовиков»)  с идеями и мето-
дами теоретической механики, показать её практическую направленность. По 
мнению автора, наиболее сложная задача  научить студентов составлению 
расчётных и построению динамических моделей в задачах грузовых перевозок, 
достаточно корректно и точно описывающих механические явления, и научить 
их методике решения конкретных задач грузовых перевозок. Поставленная 
цель может быть достигнута углубленным изучением тех разделов механики, с 
использованием которых в настоящем пособии решены значительное количест-
во специальных задач, занимающих почти половину объёма книги. 

В пособии хорошо известный материал традиционного курса теоретиче-
ской механики расположен в последовательности, принятой в фундаменталь-
ных изданиях2, где доказаны целесообразность и логическая оправданность де-
ления классического курса механики на два основных раздела: «Кинематику» и 
«Кинетику».  

В книге учтено, что механика является частью физики, а не прикладной 
математики. В механике применяются общие законы механического движения, 
а математические методы исследования играют существенную роль при изуче-
нии этого движения.  

В связи с этим специальные задачи грузовых перевозок и задачи сортиро-
вочных горок решены с учётом взаимосвязанных понятий «механика – матема-
тика – вычислительная среда – анализ результатов» в следующей последова-
тельности: 
                                                 
2 Космодемьянский А.А. Курс теоретической механики. Ч. 1. – М.: Просвещение, 1965. – 538 
с.  
  Бухгольц Н.Н. Основной курс теоретической механики.  М.: Наука, 1967. – Ч. 1.  467 с. 
  Голубева О.В. Теоретическая механика.  М.: Высш. шк., 1968.  487 с.   
  Добычин И.А. Кинематика: учеб. пособие для студентов высшего техн. профессионального 
образования. – Екатеринбург; 2003. – 161 с. 
  Добычин И.А. Геометрическая статика: учеб. пособие для студентов высшего 
техн.профессионального образования. – Екатеринбург; 2004. – 183 с. 
  Добычин И.А. Аналитическая статика: учеб. пособие для студентов высшего 
техн.профессионального образования. – Екатеринбург; 2004. – 107 с. 
  Добычин И.А. Динамика механической системы: учеб. пособие для студентов высшего техн. 
профессионального образования. – Екатеринбург; 2005. – 154 с. 
  Добычин И.А. Аналитическая динамика и вариационные принципы механики: учеб. пособие 
для студентов высшего техн. профессионального образования. – Екатеринбург; 2005. – 125 с.  
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– на основе изучения физической модели механической системы (объекта) 
с использованием важнейших принципов классической механики (например, 
принцип (аксиома3) освобождаемости от связей геометрической статики) фор-
мировать расчётную модель; 

– опираясь на известные методы (законы4 Ньютона, принцип Д’Аламбера, 
основное уравнение динамики для относительно движения, теоремы5 об изме-
нении количества движения материальной точки, теорема об изменении кине-
тической энергии системы, метод составления уравнений движений по Лагран-
жу и т. д.), вывести уравнения движения тела; 

– математически сформулировать (поставить) задачу; 
– дать постановку начальных условий задачи там, где это необходимо; 
– выполнить математическое или численное решение задачи; 
– произвести анализ результатов математического решения задачи;  
– сформулировать обобщающие выводы по результатам математического 

и/или численного решения задачи. 
В разделе геометрической статики изложены основные законы (аксиомы) 

механики, понятия о механической системе точек и связях, определения и ак-
сиомы статики, пространственная система сил, сила трения, устойчивость твёр-
дых тел от опрокидывания и другие важные положения механики, без знания 
которых не решается ни одна задача грузовых перевозок в частности и техники 
в целом. При этом там, где возможно, применение каждого важнейшего поло-
жения механики иллюстрировано фотографией и рисунками (т. е. реальными 
моделями объекта), что придаёт книге особую наглядность и доходчивость. 
Особое внимание уделено формированию расчётной модели объекта из реаль-
ной, поскольку расчётная модель – это упрощённая идеализированная модель, 
которая отражает наиболее существенные особенности реального объекта, оп-
ределяющие его поведение при воздействии внешних сил. Только правильно 
составленная расчётная модель способствует корректному построению матема-
тической модели (уравнения равновесия систем сил) объекта.  

В разделе аналитической статики рассмотрены основные виды сил, воздей-
ствующих на средства креплений грузов при перевозке, определение работы 
этих сил, статика системы материальных точек, принцип возможных переме-
щений, общее уравнение системы и уравнения равновесия в обобщённых коор-
динатах с последующим приложением к задачам грузовых перевозок. 
                                                 
3 Аксиома (греч. axioma), положение, принимаемое без логического доказательства в силу 
непосредственной убедительности; истинное исходное положение теории. 
4 Закон, необходимое существенное, устойчивое, повторяющееся отношение между явле-
ниями в природе и обществе. Законы в механике относятся к специфическим или частным 
(например, закон сложения скоростей при плоско-параллельном движении твёрдого тела) и к 
общим для большинства групп явлений (например, закон сохранения и превращения энер-
гий), а не к всеобщим или универсальным законам (например, законы диалектики). 
5 Теорема (греч. theorema, рассматриваю (в математике)), предложение (утверждение), уста-
навливаемое при помощи доказательства (противоположность аксиоме). Теорема обычно со-
стоит из условия и заключения. Например, в теореме: если в треугольнике один из углов пря-
мой, то два других – острые, после слова «если» стоит условие, а после «то» – заключение. 
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В разделе аналитической динамики точки приведены дифференциальные 
уравнения движения материальной точки, общие теоремы динамики точки, 
принцип Д’Аламбера для инерциальной системы отсчёта и относительное дви-
жение материальной точки с изложениями результатов решения задач на осно-
ве указанных положений. В разделе аналитической динамики системы изложе-
ны принцип Д’Аламбера для системы, общее уравнение динамики системы, 
теоремы о движении центра масс, теоремы об изменении кинетической энергии 
системы, дифференциальные уравнения движения системы в обобщённых ко-
ординатах и уравнения Лагранжа II рода с последующим решением конкретных 
задач грузовых перевозок. При этом особое внимание уделено составлению ма-
тематической модели (математическая формулировка задачи, условия задачи и 
принятые допущения, начальные условия задачи и решение) объекта на основе 
расчётной.  

Таким образом, каждый раздел пособия насыщен конкретными примерами 
решения большого количества математически сформулированных специальных 
задач грузовых перевозок с привлечением вычислительной среды (большинство 
из которых составлены и решены автором), которые отличают данную книгу от 
аналогичных книг по теоретической механике.  

Рассмотренные примеры и решенные специальные задачи окажутся весьма 
полезными не только для студентов вузов железнодорожного транспорта, но и 
для преподавателей, аспирантов и для специалистов-практиков. Приведённые в 
пособии задачи, которые не выходит за рамки программы курса теоретической 
механики, не могут дать полного представления о разнообразии специальных 
задач креплений грузов.  

Ссылки на учебную литературу по теоретической механике, с использова-
нием которых изложены основополагающие положения механики, указаны в 
соответствующих местах текста (в сносках). 

При описании исторических данных людей науки использованы важней-
шие сведения литературных источников6. 

Автор выражает признательность рецензентам С. А. Гапонову (ИТПМ СО 
РАН), И. А. Добычину (НКП «ТОРМО») и В. Е. Павлову (ПГУПС) за внима-
тельное прочтение рукописи и ценные замечания, позволившие улучшить со-
держание пособия.  

 
 

                                                 
6  Эйнштейн А., Инфельд Л. Эволюция физики. – М.: Молодая гвардия, 1966. – 267 с. 
  Боголюбов А.Н. Математики механики: библиографический справочник. – Киев: Наук. дум-
ка, 1983. – 638 с.  
  Яковлев А.Я. Леонард Эйлер. – М.: Просвещение, 1983. – 78 с. 
  Бородин А.И., Бугай А.С. Выдающиеся математики: библиографический словарь-
справочник. – Киев.: Рад. шк., 1987. –  654 с., – С.599. 
  Механика материалов и конструкций: справочные материалы: учеб. пособие / Ю.А. Окоп-
ный, В.П. Радин, В.Е. Хроматов и др.; под ред. В.П. Чиркова.  М.: Изд–во МЭИ, 2005.  124 
с.  
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P R E F A C E7  
 
 

The author of this study-book defined its goal as introduction to the students – 
the future cargo fastening specialists (the so called “cargo-transporters”) the idea and 
methods of theoretical mechanics and demonstrating its practical orientation. Accord-
ing to the author’s opinion, the most complicated task here is to teach students to 
construct computing and mathematic models in cargo handling problems, the models 
which correctly and precisely describe mechanical phenomena and also to teach them 
the methods of solution of particular problems of cargo transportation. The set goal 
can be achieved by means of profound study of those sections of mechanics which 
were used in solving of a great number of special tasks covering nearly half of the 
study book’s volume. 

The study book arranges the known material of the traditional course of theoreti-
cal mechanics in succession typical for fundamental editions8 which accept the rea-
sonability and logical justification of the division of the classical course of mechanics 
into two major sections “Kinematics” and “Kinetics”. 

A special emphasis is made in the study book on the fact that mechanics is a part 
of physics but not of applied mathematics. Mechanics makes use of general laws of 
mechanical motion whereas mathematical research methods play a significant role in 
investigating this motion. 

                                                 
7 Перевод осуществлен старшим преподавателем кафедры «Иностранные языки» УрГУПС  
8 Kosmodjemjansky A.A. The Course of Theoretical Mechanics. Part I. M: Education, 1965. – 538 
pp. 
  Buhkgolts N.N. Fundamental Course of Teoretical Mechanics. – M: Science,1967. – Part I. – 467 
pp. 
  Golubjeva O.V. Teoretical Mechanics. – M: Higher School, 1968. – 487 pp. 
  Dobychin I.A. Kinematics: Teaching aid for higher technical education students. – Yekateringburg, 
2003. – 161 pp. 
  Dobychin I.A. Geometrical statics: Teaching aid for higher technical education students. – 
Yekateringburg, 2004. – 183 pp.  
  Dobychin I.A. Analytical statics: Teaching aid for higher technical education students. – 
Yekateringburg, 2004. – 107 pp. 
  Dynamics of Mechanical System: Teaching aid for higher technical education students. – 
Yekateringburg, 2005. – 154 pp. 
  Dobychin I.A. Analytical Dynamics and Variational Principles of Mechanics: Teaching aid for 
higher technical education students. – Yekateringburg, 2005. – 125 pp.   
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Due to this special problems of cargo transportation and problems of humps are 
solved with allowing for interconnected notions “mechanics – mathematics – compu-
ting environment – result analysis” in the following succession: 

– to form a computing model on the basis of studying a physical model of me-
chanical system  (object) using the most important principles of classical mechanics 
(for example, the principle of release from geometrical statics constraints); 

– to derive the equation of body motion basing on the known methods (New-
ton’s laws, D’Alembert principle, fundamental dynamics equation for relative mo-
tion, theorems of change in momentum of material point, theorem of change of sys-
tem kinetic energy, method of motion equation set up  according to Langrange and so 
on); 

– formulate (set up) mathematically the task; 
– state the task initial conditions when it is necessary 
– perform mathematical or numerical solution of the task; 
– carry out the analysis of the results of mathematical solution of the task; 
– formulate summarizing conclusions according to the results of mathematical 

and/or numerical solution of the task. 
The section of geometrical statics gives an account of fundamental laws (axi-

oms) of mechanics, notions of mechanical point and constrain system, statics defini-
tions and axioms, spatial force system, friction force, stability of solids against trip-
ping and other important statements of mechanics without knowledge of which no 
task of cargo handling in particular and no technical task in general can be solved. 
Hereby, the application of every important statement of mechanics is when it is  pos-
sible illustrated by a photo and drawings (that is, by real models of objects), which 
lends the book still greater illustrativeness and clarity. A special emphasis is made on 
forming a computing model of the object out of a real one as a computing model is a 
simplified idealized model that reflects the most significant features of the real object 
determining its behavior under the impact of external forces. It is a properly formed 
computing model that ensures a correct construction of a mathematical model (the 
equation of force system equilibrium) of the object. 

The section of analytical statics deals with major kinds of forces affecting cargo 
fastening means during transportation, with evaluation of the work of these forces, 
with statics of material point system, with the principle of potential relocations, with 
general equation of the system and  equilibrium equations in generalized coordinates 
with their subsequent application to the problems of cargo transportation. 

The section of analytical point dynamics contains differential equations of the  
material point motion, general theorems of point dynamics, D’Alembert principle for 
inertial reference frame and relative motion of material point with an account of the 
results of problem solutions on the basis of the given statements.  

The section of analytical dynamics deals with D’Alembert principle for the sys-
tem, general equation of system dynamics, theorem on center-of-mass motion, theo-
rems of system kinetic energy change, differential equations of system motion in 
generalized coordinates and quadratic Langrange equation with subsequent solution 
of particular problems of cargo transportation. Hereby, special attention is paid to 
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forming a mathematical model (problem specification, mathematical formulation of 
the task, man-made assumptions, problem initial conditions and solution) of the ob-
ject on the basis of a computing one. 

Thus, each section of the study book is full of concrete examples of solution of a 
great number of mathematically formulated specific cargo transportation tasks in-
volving computing medium (the greater part of which are set up and solved by the au-
thor), the fact that distinguishes this book from similar books on theoretical mechan-
ics. 

The discussed examples and solved specific tasks will prove quite useful not on-
ly for Railway University students but also for teachers, post-graduate students and 
practical specialists. The tasks given in the study book which don’t go beyond the 
scope of the program of the theoretical mechanics course cannot reveal full diversity 
of special problems on cargo fastening. 

References on academic books on theoretical mechanics with the help of which 
fundamental statements of mechanics were presented are given in footnotes in corre-
sponding places of the text. 

In describing historical data there has been used important information of liter-
ary sources9. 

The author expresses his gratitude to his reviewers Gaponov S.A. (Institute of 
Theoretical and Applied Mechanics Siberian Department of RAS), Dobychin I.A. 
(Scientific Production Association “TORMO”) and Pavlov V.E. (PbSURT) for thor-
ough reading of the manuscript and valuable commentary which made it possible to 
improve the content of the study book. 

 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 

                                                 
9 Einstein A., Infeld L. Evolution of Physics. – M: Young Quard (Molodaja Gvardia), 1966. – 267 
pp. 
  Bogolubov A.N. Mathematicians of Mechanics: Bibliographical reference book. – Kiev: Science 
Dumka, 1983. – 638 pp. 
  Jakovlev A.Ja., Leonard Ailer. – M; Education, 1983. – 78 pp. 
  Borodin A.I., Bugai A.S. Outstanding Mathematicians: bibliographical dictionary-reference book: - 
Kiev: Higher School, 1987. – 654 pp. – p.599. 
  Okopny Ju.A., Radin V.P., Khromatov V.E. at alias. Mechanics of Materials and Constructions: 
teaching aid; under the editorship of Chirkov V.P. – M.: Publishing House MEI, 2005. – 124 pp.  
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Раздел I 
 

КИНЕМАТИКА 
 
 

В кинематике, как в первой части механики, движение тел изучают с гео-
метрической точки зрения, рассматривая изменение их положения относитель-
но определённой системы отсчёта и принимая во внимание время, в течение ко-
торого это изменение происходит. 

 
 

1. КИНЕМАТИКА ТОЧКИ 
 

1.1. Основные понятия и определения кинематики точки10 
 
Материальные свойства тел будут проявляться при кинематическом изуче-

нии движения только в качественных признаках: геометрической форме и не-
проницаемости. Непроницаемость – такое свойство материальных тел, в силу 
которого в одном и том же месте (в некотором объёме пространства), запол-
ненном материей какого-либо тела, не могут находиться одновременно другие 
материальные тела. Это свойство присуще и самым малым элементам тела – 
материальным точкам, так что и две материальные точки не могут одновремен-
но находиться в одном и том же месте. 

Таким образом, в кинематике изучают движение материальных точек и тел 
как геометрических объектов.  

От геометрии кинематика отличается тем, что при рассмотрении переме-
щения тел (или соответствующих геометрических образов) в пространстве при-
                                                 
10 Космодемьянский А.А. Курс теоретической механики, Ч. 1. – М.: Просвещение, 1965. – 538 
с. 
Бухгольц Н.Н. Основной курс теоретической механики. Ч. 1. – М.: Наука, 1967. – 467 с. 
Голубева О.В. Теоретическая механика. – М.: Высш. шк., 1968. – 487 с. 
Добычин И.А. Кинематика: учеб. пособие. – Екатеринбург; 2003. – 162 с. 
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нимается во внимание ещё и время перемещения. Поэтому, начиная с Лагранжа 
(1772), кинематику называют «геометрией четырёх измерений», понимая под 
четвёртым измерением (координатой) время t (англ. time) . Последовательным 
значениям времени t соответствуют вполне определённые положения тела (или 
точки) по отношению к другим телам в трёхмерном евклидовом пространстве. 
Следовательно, в кинематике изучают пространственные соотношения между 
телами и изменения этих соотношений, происходящие с течением времени.  

В механике, как известно, различают механику Ньютона и теорию относи-
тельности. В соответствии с этим представление кинематики как «геометрии 
четырёх измерений» оказалось весьма реальным в теории относительности, где 
при изучении движения учитывают взаимосвязь пространства и времени друг с 
другом и с движущейся материей. В механике Ньютона метрические свойства 
пространства считают не зависящими от движущейся в нём материи, и оно рас-
сматривается как трёхмерное евклидово пространство, однородное и изотроп-
ное (т. е. имеющее одинаковое свойство) по всем направлениям. Время t в ме-
ханике Ньютона также считают не связанным с движущейся материей, т. е. аб-
солютным, протекающим одинаково во всех точках пространства, на любых 
как угодно движущихся  друг относительно друга в пространстве телах. 

Трёхмерное евклидово пространство и абсолютное время t отражают ре-
альные свойства пространства и времени лишь приближённо, но это приближе-
ние даёт вполне достаточную для практики точность при изучении движений, 
рассматриваемых в механике Ньютона, т. е. движений со скоростями v, малыми 
по сравнению со скоростью света c = 300 000 км/с = 3·108 м/с (v << c, где c – 
первая буква латинского слова «солярис» – быстрота). 

Движение тел (точки) в пространстве совершается с течением времени. 
Поэтому положение тела (геометрического образа) в пространстве определяет-
ся тремя координатами x, y и z, которые изменяются при переходе тела (точки) 
в другое положение. 

За единицу длины L при измерении расстояний в пространстве в России 
принят 1 метр (м).  

В механике принято отсчёт времени t вести от некоторого начального мо-
мента (t = 0), или за начало отсчёта брать точку O, которой каждый раз огова-
ривают. На оси времени начальному моменту t соответствует начальная точка 
O (рис. 1.1). 

 

 
 

Рис. 1.1. Ось времени. 
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Если в геометрии отрезок прямой определяет расстояние между двумя точ-
ками (например, OM), то здесь отрезок на оси времени t изображает «расстоя-
ние» между двумя моментами времени t1, т. е. промежуток времени. Следова-
тельно, всякий данный момент времени t определяют количеством секунд, 
прошедших от начального момента t0 до данного t1. Разность между последова-
тельными моментами времени t1 – t0 называют промежутком времени (Δt = t1 
– t0). Далее, как и в геометрии, положение всякой точки M на оси времени t оп-
ределяют её расстоянием OM от начальной точки O. Иначе, любой момент 
времени t определяют промежутком времени t1, протекавшим до него от на-
чального момента, т. е. величину t1 = OM можно рассматривать как «координа-
ту» момента времени.  

Известно, что в геометрии координаты точек геометрической прямой 
имеют различные знаки в противоположных направлениях от начала координат. 
Здесь также «координатам» моментов времени t можно придать тот или иной 
знак в зависимости от того, предшествуют ли соответствующие моменты нача-
лу отсчёта времени или следуют за ним. Отрицательные времена (–t) соответст-
вуют представлению «раньше», а положительные (+t) – представлению «поз-
же» начального момента (см. рис. 1.1). 

Время считается скалярной величиной, которая изменяется непрерывно.  
Время в механике считается универсальным, протекающим одинаково во 

всех системах отсчёта. За единицу времени t принимается 1 секунда (с). 
Всякое тело, движение которого изучают в механике, мысленно можно 

считать состоящим из очень большого количества материальных частиц ни-
чтожно малых размеров, характер связи между которыми зависит от свойств 
(изотропный или анизотропный) данного тела. Эти частицы называют матери-
альными точками. Любое тело, таким образом, представляет собой систему 
(совокупность) материальных точек. 

В кинематике, где движение изучают с геометрической стороны, массу 
материальной точки не учитывают и материальную точку рассматривают про-
сто как точку геометрическую. 

В теоретической механике неизменяемой системой называют систему ма-
териальных точек, в которой расстояние между любыми точками постоянно. 
При непрерывном распределении масс такая система даёт идеальный образ 
твёрдых тел и называется абсолютно твёрдым телом, хотя в природе таких тел 
не существует. 

В силу особенности прикладных задач грузовых перевозок, будем изучать 
только движение материальных точек, т. е. кинематику точки, как наиболее 
простой задачи механики.  

Вовсе опустим изучение кинематики системы материальных точек или 
твёрдого тела, поскольку в задачах грузовых перевозок груз (твёрдое тело) как 
отдельный объект является несвободным телом. Если и произойдёт перемеще-
ние груза (одного тела, а не систем тел) по какой-то траектории, то только в 
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плоскости пола вагона, либо вместе с наложенными связями (ограничениями в 
виде средств креплений), либо после их разрушения, создавая потенциально 
опасную ситуацию, угрожающую безопасности движения.  

Иначе говоря, груз как абсолютно твёрдое тело (т. е. как механическая сис-
тема, у которой взаимные расстояния между точками постоянны)11 может со-
вершать только поступательное перемещение. При этом считают, что переме-
щения всех точек груза геометрически равны. Допускают, что груз как твёрдое 
несвободное (закреплённое) тело практически не участвует во вращательном 
движении вокруг какой-либо оси в обычном понимании этого явления.  

Особо отметим, что аналитические и геометрические методы, рассмотрен-
ные при отыскании основных кинематических закономерностей движения ма-
териальной точки, будут весьма полезны при изучении кинематики груза как 
твёрдого тела в случае, если в пути следования он потерял наложенные на него 
связи (ограничения в виде средств креплений) (см. пп. 2.1.2). Здесь вполне воз-
можно, что произойдёт либо поступательное, либо угловое перемещение груза 
относительно первоначального положения. Следовательно, конечное положе-
ние груза получается из начального путём вращения вокруг собственной оси, 
либо относительно пола вагона, либо вокруг какой-либо (боковой или торце-
вой) грани. Угловое перемещение (поворот) груза относительно горизонталь-
ной плоскости (т. е. плоскости пола вагона) может произойти лишь тогда, когда 
он полностью потерял наложенные на него дополнительные связи в виде гиб-
ких упругих элементов и упорных средств креплений, сохраняя при этом ос-
новную связь в виде пола вагона. Угловое перемещение (вращение) вокруг ка-
кой-либо (боковой или торцевой) грани (вокруг этой прямой) груза может про-
изойти лишь тогда, когда он потерял наложенные на него связи в виде пола ва-
гона и гибких упругих элементов креплений с сохранением упорных средств. В 
этом случае решают задачу опрокидывания твёрдого тела (т. е. устойчивость 
груза), используя понятие момента силы вокруг оси (см. пп. 2.3.2).  

 
 

1.2. Система отсчёта. Относительность понятий движение и покой 
 

Положение тела (или геометрического образа) в пространстве может быть 
определено только относительно произвольно выбранного другого неизменяе-
мого тела, называемого телом или системой отсчёта.  

В природе не существует неподвижных тел (или геометрических образов) и, 
следовательно, не может быть абсолютно неподвижных систем отсчёта. Обычно 
условно неподвижной системой отсчёта считают систему координатных осей, 
неизменно связанную с Землёй. 

Для определения положения рассматриваемого объекта (например, вагона 
с жёстко закреплённым на нём грузом B) с телом отсчёта (например, станцией 
отправления A) неподвижно связывают какую-нибудь (декартову или иную) 

                                                 
11 Маркеев А.П. Теоретическая механика. – М.: Наука, 1990. – 416 с.. 
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систему координат (систему ориентировки) Oxyz (рис. 1.2). В этом случае сис-
тема координат Oxyz для вагона с грузом B является основной. 

 

 
 

Рис. 1.2. Система отсчёта для вагона с грузом, связанная с Землей. 
 

Для определения положения другого рассматриваемого объекта (например, 
груза) с другим телом отсчёта (например, вагоном) неподвижно связывают ка-
кую-нибудь (декартову) другую систему координат (систему ориентировки) 
O1x1y1z1 (рис. 1.3). В данном случае система координат O1x1y1z1 для груза явля-
ется основной. 

 

 
 

Рис. 1.3. Система координатных осей, связанных с подвижным телом. 
 

Систему координат O1x1y1z1 можно связать с точкой пересечения продоль-
ной и поперечной оси симметрии вагона (см. рис. 1.3, а) или же с точкой пере-
сечения продольной оси симметрии вагона с торцевой поверхностью борта (см. 
рис. 1.3, б). 

Если для определения положения другого рассматриваемого объекта (на-
пример, груза) с другим телом отсчёта (например, станция отправления) не-
подвижно связывают декартову систему координат (систему ориентировки) 
Oxyz. В таком случае система координат Oxyz для груза как подвижного тела 
является основной. 

 

 
 

Рис. 1.4. Система отсчёта для подвижного тела, связанная с Землей. 
 

Таким образом, в каждом конкретном случае движение тела (или геомет-
рического образа) следует рассматривать по отношению к определённой систе-
ме отсчёта, которая называется основной и должна быть точно указана. 
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Выбор системы отсчёта в кинематике произволен, и все кинематические 
зависимости, полученные при изучении движения в какой-нибудь одной систе-
ме отсчёта, будут справедливы и в другой системе отсчёта. 

Если положение тела (или геометрической фигуры) относительно выбран-
ной системы отсчёта со временем не изменяется, то считают, что это тело поко-
ится относительно данной системы отсчёта. Если же тело (или геометрический 
образ) изменяет свое положение относительно выбранной системы отсчёта со 
временем, то считают, что это тело (или геометрическая фигура) относительно 
выбранной системы отсчёта движется. 

Иначе, под движением в механике понимается изменение с течением вре-
мени положения данного тела (или геометрического образа) в пространстве по 
отношению к другому телу, с которым связана система координат, которую на-
зывают системой отсчёта. 

Итак, понятия «движение» и «покой» являются, по существу, относитель-
ными и имеют смысл только тогда, когда указана система отсчёта. 

 
 

1.3. Основные задачи кинематики 
 

В задачах кинематики время t принимают за независимую переменную 
(аргумент). Все другие переменные величины, такие как расстояние s, скорость 
v  (англ. velocity) и ускорение a  (англ. acceleration), рассматривают как изме-
няющиеся с течением времени, т. е. как функция времени t. Иначе, s = s(t), 

)(tvv  , )(taa  . Отсчёт времени ведётся от некоторого начального мо-

мента (t = 0), выбор которого в каждом случае фиксируют.  
Для решения задач кинематики надо, чтобы изучаемое движение было за-

дано кинематически или же аналитически описано (определен закон движе-
ния). 

Кинематически задать движение или определить закон движения тела 
(точки) – это значит иметь возможность установить положение тела относи-
тельно данной системы отсчёта в любой момент времени t. Формулировка ма-
тематического описания движения точек или тел связана с выбором способа 
задания движения и является одной из важных задач кинематики. Таким обра-
зом, изучение движения любого объекта следует начинать с установления или 
рассмотрения способов задания этого движения. 

Основная задача кинематики точки (и твёрдого тела, движущегося посту-
пательно, другие движения твёрдого тела пока не будем рассматривать) состоит 
в установлении на основе заданного закона движения точки (тела) всех кинема-
тических параметров ( v  и a ), характеризующих данное движение. 
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1.4. Траектория 
 

Траекторией точки называют линию, описываемую движущейся точкой в 
пространстве относительно выбранной системы отсчёта (рис. 1.5).  

Если траекторией является прямая линия, то движение точки называют 
прямолинейным, а если кривая  криволинейным. Пример прямолинейного дви-
жения – движение поезда на прямом участке пути (см. рис. 1.4), а криволиней-
ного движения  на кривом участке пути (см. рис. 1.5). 

 

 
 

Рис. 1.5. Траектория точки. 
 

При изучении движения точки необходимо различать два важных понятия: 
пройденный путь (перемещение) и расстояние. Эти понятия часто использу-
ют в технике некорректно. 

Расстояние определяет положение точки на её траектории или в про-
странстве и отсчитывается от некоторого начала отсчёта. Например, если точка 
М движется в пространстве (рис. 1.6), то её положение в пространстве относи-
тельно начала отсчёта А по направлению оси абсцисс определяется расстояни-
ем х, а на траектории – расстоянием s, измеренным по траектории от начала 
движения M0.  

 

 
 

Рис. 1.6. Траектория точки. 
 

Расстояние является алгебраической величиной (координатой), так как в 
зависимости от положения точки относительно начала отсчёта А или M0 и от 
принятого направления оси или возрастания координаты оно может быть и по-
ложительным, и отрицательным. Например, если точка М движется в про-
странстве в направлении точки К так, как показано на рис. 1.6, то положение 
точки К относительно начало отсчёта А по направлению осей координат в 
плоскости Аху определяется расстояниями (координатами) х1 и у1, которые 
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имеют отрицательный знак. Точно так же, если при своем движении, например 
колебательном, точка M окажется левее начала отсчёта M0 (см. рис. 1.6), то 
расстояние s (криволинейная координата) будет отрицательным. 

Путь, пройдённый точкой, всегда определяется положительным числом. 
Путь совпадает с абсолютным значением расстояния только в случае, когда 
движение точки начинается от начала отсчёта и совершается по траектории в 
одном направлении.  

 
 

1.5. Методы решения задач кинематики 
 

Движение тела (или геометрического образа) по отношению к выбранной 
системе отсчёта (Oxyz или O1x1y1z1) будет известно, если можно определить 
его положение относительно этой системы отсчёта в любой произвольный мо-
мент времени t.  

Положение точки или тела относительно выбранной системы отсчёта оп-
ределяют соответствующими параметрами (координатами, например в виде 
x(t), y(t) и z(t)), а движение (или закон движения) – уравнениями, выражающи-
ми эти параметры как функции времени. 

Поэтому одной из задач кинематики точки или тела является установление 
положения точки или тела (например, в виде x(t), y(t) и z(t)) относительно вы-
бранной системы отсчёта (Oxyz или O1x1y1z1). Основная задача кинематики 
точки или тела состоит в том, чтобы по уравнениям, определяющим закон дви-
жения точек (тела), найти (исследованием или же вычислением) все кинемати-
ческие характеристики этого движения (траектории различных точек s(t), ско-
рости v(t) и ускорения a(t)) для любого момента времени t. Если положение, 
траектория, скорость и ускорения точки определяют вычислениями методом 
математического анализа, то такой приём решения основной задачи кинемати-
ки называют аналитическим методом. Если положение, траектория, скорость и 
ускорения точки определяют графическими построениями, то такой метод ре-
шения называют графическим или геометрическим. 

Рассмотрим аналитические методы изучения движения точки при теорети-
ческих исследованиях. При решении практических задач обычно применяют 
два метода: естественный, или натуральный, и координатный.  

 
 

1.6. Способы задания движения точки 
 

Известны три способа задания движения точки: векторный, координатный 
и естественный. 

1. Векторный способ задания движения точки. Пусть точка М движется 
по отношению к некоторой системе отсчета Oxyz. Положение точки М в любой 
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момент времени t можно определить, задав её радиус-вектор r , проведённый 
из начала координат О в точку М (рис. 1.7, а). 

 

 
 

Рис. 1.7. Траектория точки, заданная радиус-вектором r . 
 

При движении точки М вектор r  с течением времени изменяется и по мо-
дулю, и по направлению. Следовательно, r  является переменным вектором 
(вектор-функцией), зависящим от аргумента t [Бухгольц, 1967]: 

 
)(trr  .                                                 (1.1) 

 
Зависимость (1.1) определяет закон (уравнения) движения точки в вектор-

ной форме, так как позволяет в любой момент времени построить соответст-

вующий вектор r  и найти положение движущейся точки. 

Геометрическое место конца изменяющегося вектора r , называемое годо-
графом этого вектора (рис. 1.7, б), определяет траекторию движущейся точки. 

Аналитически (алгебраически) вектор задается его проекциями на коорди-

натные оси. В прямоугольных декартовых координатах для вектора r  [Бух-
гольц, 1967]: 

xrx  ,   yry  ,   zrz  ,  

 
где x, y, z – декартовы координаты точки (см. рис. 1.7). 

Если ввести единичные векторы (орты) kji ,,  координатных осей, полу-

чим для r  векторное выражение (см. [Бухгольц, 1967]) 
 

kzjyixr  .                                          (1.2) 
 

Зависимость (1.2) эквивалентна (1.1), если координаты x, y, z точки заданы 
как функции времени (см. [Бухгольц, 1967]). 

Вектор r  может быть задан также геометрически его модулем и углами, 
образованными направлением вектора с осями координат (см. [Бухгольц, 
1967]). 
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2. Координатный способ задания движения точки. Положение точки мож-
но непосредственно определять ее декартовыми координатами x, y, z, которые 
при движении точки будут с течением времени изменяться (см. рис. 1.5). Чтобы 
знать закон движения точки, т. е. ее положение в пространстве в любой момент 
времени, надо знать значения координат точки для каждого момента времени. 
Иначе, надо знать зависимости 

 

)(1 tfx  ,  )(2 tfy  ,  )(3 tfz  .                        (1.3) 
 

Выражения (1.3) представляют собой уравнения движения точки в прямо-
угольных декартовых координатах. Они определяют закон движения точки при 
координатном способе движения. Движение точки также можно задать поляр-
ной или сферической системами координат. 

В частном случае, если движение точки происходит все время в одной и 
той же плоскости, то, приняв эту плоскость за плоскость Оху (рис. 1.8, а), по-
лучим два уравнения движения: 

 

)(1 tfx  ,  )(2 tfy  ,                                       (1.4) 
 

 
 

Рис. 1.8. Траектория точки в декартовых координатах. 
 

В другом частном случае, при прямолинейном движении точки, если вдоль 
её траектории направить координатную ось Ох (см. рис. 1.8, б), движение будет 
определяться одним уравнением (законом прямолинейного движения) 

 
)(txx  .                                                  (1.5) 

 
Уравнения (1.3) и (1.4) представляют собой одновременно уравнения тра-

ектории точки в параметрической форме, где параметром является время t. 
Исключив из уравнений движения параметр (время) t, можно найти уравнение 
траектории в обычной форме, т. е. в виде, дающем зависимость между декар-
товыми координатами точки  

 
)(xfy  .                                                (1.6) 
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П р и м е р  1. Пусть движение точки М в плоскости Оху дано уравнения-
ми: 

 

tx 4 , 
280ty  ,                                        (1.7) 

 
где х и у выражены в миллиметрах, t  в секундах. 

По этим уравнениям можно найти, что в момент времени t = 0 точка М на-
ходится в положении М0(0, 0), т. е. в начале координат; в момент времени t = 2 
точка М  в положении М1(8, 320) и т. д.  

Таким образом, уравнение (1.7) действительно определяет положение точ-
ки М в любой момент времени. Давая t разные значения, легко можно вычис-
лить координаты x, y и построить траекторию точки (рис. 1.9).  

 

 
 

 
 

Рис. 1.9. Координаты и траектория точки М. 
 

На рис. 1.9, б координата x увеличена в 100 раз для лучшей видимости ха-
рактера изменения этой координаты. График рис. 1.9, в представляет траекто-
рию движения точки, построенной по вычисленным координатам. 
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Другим способом траекторию можно найти, исключив t из уравнений (1.7). 
Из первого уравнения (1.7) находим t = х/4 и, подставив это значение t во вто-
рое уравнение, получаем у = 5х2. Следовательно, траекторией точки М является 
парабола с вершиной в начале координат и осью, параллельной оси Оу (рис. 
1.10). 

 

 
 

Рис. 1.10. Траектория точки М. 
 

3. Естественный способ задания движения точки. Такой способ задания 
движения используют, если заранее известна траектория движения точки M. 
Чтобы знать положение точки М в любой момент времени t на траектории, на-
до знать зависимость, выражающую закон движения точки М по траектории: 

 
)(tss  .                                                   (1.8) 

 
Поскольку траектория движения точки M задана, уравнение (1.8) опреде-

ляет также положение точки в пространстве.  
Таким образом, чтобы задать движение точки в пространстве этим спосо-

бом, надо задать: 
– траекторию точки;  
– начало отсчёта на траектории с указанием положительного и отрицатель-

ного направлений отсчёта;  
– закон движения точки вдоль траектории в виде (1.8). 
Особо отметим, что величина s в уравнении (1.8) определяет положение 

движущейся точки М (т. е. её криволинейную координату), а не пройдённый ею 
путь. 
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1.7. Скорость точки 
 

Если точка за равные промежутки времени проходит равные отрезки пу-
ти, то её движение называется равномерным. 

Движение точки в пространстве определяют скоростью, которая характе-
ризует быстроту и направление движения точки в данный момент времени. 
Скорость, как векторная величина, является одной из основных кинематиче-
ских характеристик движения точки. 

Модуль скорости равномерного движения v  является постоянной величи-
ной и измеряется отношением пути s, пройденного точкой за некоторый про-
межуток времени t, к величине этого промежутка времени: 

 

.
t

s
v  .                                                    (1.9) 

 
Скорость  измеряется  в  метрах  в  секунду (м/с), километрах в час (км/ч) 

(1 км/ч = 0,278 м/с). 
Если точка за равные промежутки времени проходит неравные отрезки 

пути, то её движение называется неравномерным. 
Скорость неравномерного движения есть переменная величина и является 

функцией времени или вектор-функцией (см. [Бухгольц, 1967]): 
 

)(tvv  .                                               (1.10) 
 

Рассмотрим точку М, которая перемещается по заданной траектории по 
некоторому закону s = s(t) (рис. 1.11, а).  

 

 
 

Рис. 1.11. К определению скорости точки. 
 

За промежуток времени t точка М переместится в положение М1 по дуге 
ММ1. Если промежуток времени мал, то дугу можно заменить её хордой и 
найти в первом приближении среднюю скорость движения точки:  
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.ср t

s
v




                                                  (1.11) 

 

Замечание. Можно отметить, что 2/)(
1ср MM vvv  , где vM  – скорость 

(или начальная скорость) точки М, 1Mv  – скорость (или конечная скорость) 

точки М1. Так можно поступить лишь тогда, когда известна конечная скорость 

точки М1 – 1Mv . 

Средняя скорость направлена по хорде от точки М к точке М1. Скорость в 
данный момент времени найдём, переходя к пределу при t0 (см. [Бухгольц, 
1967]): 

t

s
v

t 





lim
0

 

или 

.
dt

ds
v                                                   (1.12) 

 
При t  0 направление хорды в пределе совпадает с направлением каса-

тельной к траектории в точке М.  

Вектор скорости v  в данной точке траектории направлен по касатель-
ной к траектории в сторону движения точки.   

Значение скорости точки определяют как производную расстояния (криво-
линейной координаты) s этой точки по времени t. Направление скорости совпа-
дает с касательной к криволинейной траектории в данной точке.  

Если известны проекции скорости на оси координат dt

dx
vx   и ,

dt

dy
vy   

можно найти её модуль и направление (см. [Бухгольц, 1967] и рис. 1.11, б): 
 

22
yx vvv  ;                                       (1.13) 

,),cos(
v

v
vv x

x    .),cos(
v

v
vv y

y   

 
П р и м е р  2. Точка М движется в плоскости Оху (рис. 1.12). Закон дви-

жения задан уравнениями (1.4) в виде 
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1
6

sin2 





  tx   и  






  ty
12

cos42 ,                     (1.14) 

 
где х и у выражены  в сантиметрах (см), t – в секундах (с). 

 

 
 

Рис. 1.12. Закон движения точки M. 
 

Требуется найти уравнение траектории точки и определить скорость точки 
М для момента времени t = 1 с.  

 
Р е ш е н и е.  Для определения уравнения траектории точки М исключим 

из заданных уравнений движения параметр t. Поскольку t входит в аргументы 
тригонометрических функций, где один аргумент вдвое больше другого, ис-
пользуем формулу 

 

 2sin212cos  или  2cos1sin2 2
.            (1.15) 

 
Из уравнений движения (1.14) находим выражения соответствующих 

функций и подставляем в равенство (1.15): 
 

2

1

6
sin









  x

t      и     4

2

12
cos

y
t









 

. 

 
Подставляя последние выражения в (1.15), получим 

 

4

2
1

4

)1(
2

2 yx 



. 

 
Отсюда окончательно находим следующее уравнение траектории точки М 

(парабола, рис. 1.13): 
 

 1)1(2 2  xy .                                             (1.16) 
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Рис. 1.13. Графическая зависимость y = f(x). 
 

Скорость точки определим по её проекциям на координатные оси: 
 







 

 t
dt

dx
vx 6

cos
3 ; 






 

 t
dt

dy
vy 12

sin
3 ; 

22
yx vvv   

 
и при t = 1 c в системе MathCAD 

 

 
 
 

1.8. Ускорение точки 
 

При движении по криволинейной траектории скорость точки может изме-
няться и по направлению, и по величине. 

Векторную величину, характеризующую изменение с течением времени 
модуля и направления скорости точки, называют ускорением.  

Ускорение a  (англ. acceleration) измеряется в метрах на секунду в квадра-
те (м/с2). 

Пусть точка М движется по какой-то криволинейной траектории и за время 

t переходит из положения М в положение М1 (рис. 1.14, а).  
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Рис. 1.14. К определению ускорения точки. 
 

Расстояние, пройдённое точкой М, представляет собой дугу ММ1. Пусть 

длина этой дуги s. Пусть в положении М точка имела скорость v , а в поло-

жении М1 – скорость 1v . Геометрическую разность скоростей, как приращение 

скорости v , найдем, построив из точки М вектор 1v . 

Скорость v  точки М при её перемещении из этого положения в положе-
ние М1 изменяется и по величине, и по направлению. Среднее значение уско-
рения, характеризующего изменение вектора скорости v  за соответствующее 
время движения: 

.ср t

v
a




                                                (1.17) 

 
Переходя к пределу при t  0, получим ускорение точки в данный мо-

мент времени как производную от вектора скорости (см. [Бухгольц, 1967]): 
 

t

v
a

t 





lim
0

 

или 

.
dt

vd
a                                                  (1.18) 

 
Найденное ускорение характеризует изменение численного значения скоро-

сти и её направления. Ускорение может быть разложено на две взаимно пер-
пендикулярные составляющие по касательной и нормали к траектории движе-
ния (см. рис. 1.14, б): 

 

 aaa n .                                              (1.19) 
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Касательная составляющая a  совпадает по направлению со скоростью v  
или противоположна ей (см. рис. 1.14, б). Она характеризует изменение модуля 
скорости, соответственно её определяют как производную от функции модуля 
скорости:  

t

v
a

t 





lim
0

  

или 

.
dt

vd
a                                                 (1.20) 

 

Нормальная составляющая na  перпендикулярна к направлению скорости 

точки v  (см. рис. 1.14, б) и не характеризует изменение скорости по величине. 
Нормальная составляющая ускорения определяет изменение направления век-
тора скорости.  

Численное значение нормального ускорения [Бухгольц, 1967]  
 

,
2




v
an                                                    (1.21) 

 
где   радиус кривизны траектории в рассматриваемой точке М. 

Касательная и нормальная составляющие a  и na  взаимно перпендику-
лярны, поэтому значение полного ускорения, а также её направляющие косину-
сы находят по формулам (см. рис. 1.14, б) 

 

22
 aaa n ;                                           (1.22) 

,),cos(
a

a
aa n

n      .),cos(
a

a
aa 

   

Если известны проекции ускорения на оси координат dt

dv
a x

x   и 

,
dt

dv
a y

y   можно определить его модуль и направление: 

 

22
yx aaa  ;                                          (1.23) 
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,),cos(
a

a
aa x

x      .),cos(
a

a
aa y

y   

 
Дифференцируя по времени равенство (1.13), представленное в виде  

 
222

yx vvv  , 

 

можно найти касательное ускорение a : 
 

dt

dv
v

dt

dv
v

dt

dv
v y

y
x

x 222  . 

 

Учитывая, что x
x a

dt

dv
  и y

y a
dt

dv
 , из последнего выражения имеем  

 

.
v

avav

dt

dv
a yyxx 

                                (1.24) 

 

Нормальное ускорение na  точки можно получить из (1.22):  
 

22
 aaan .                                    (1.25) 

 
П р и м е р  3.  Для исходных данных примера 2 найти полное, касательное 

и нормальное ускорения точки М и радиус кривизны  в данной точке траекто-
рии. 

Р е ш е ни е. Полное ускорение точки найдём по формуле (1.23): 
 







 

 t
dt

dv
a x

x 6
sin

18

2

;   





 

 t
dt

dv
a y

y 12
cos

36

2

; 

22
yx aaa    

и при t = 1 c в системе MathCAD 
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Касательное ускорение найдем по формуле (1.24). Числовые значения всех 
величин, входящих в последнее равенство, известны. Подставив эти числа, по-
лучим, что при t = 1 с  

 

. 
 

Нормальное ускорение точки определим по (1.22). Подставляя сюда из-
вестные значения a и aτ, получим при t = 1 с 

 

. 
 

Радиус кривизны  траектории в данной точке М найдем по (1.21). Под-
ставляя сюда известные значения v и an, получим при t = 1 с  

 
где  – в сантиметрах. 

 
 

Виды движения точки в зависимости от ускорения 
 

Рассмотрим некоторые частные случаи. 
1. Р а в н о м е р н о е  п р я м о л и н е й н о е  д в и ж е н и е.  Это движе-

ние, описываемое уравнением tvs  , характеризуется тем, что скорость дви-

жения точки М постоянна по величине и направлению tconsv , а радиус кри-

визны траектории её движения равен бесконечности  =  (рис. 1.15).  
 

 
 

Рис. 1.15. Прямолинейное движение точки. 
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Тогда нормальная составляющая ускорения an = v2/ = 0 (см. (1.21)). В 
этом случае касательное ускорение также равно нулю, так как модуль скорости 

не изменяется ( tconsv ): 

0  dt

vd
aa .                                     (1.26) 

 

Значит, и полное ускорение 0a . 
Таким образом, единственным движением, в котором ускорение точки всё 

время равно нулю ( 0 aan  и 0a ), является равномерное прямолинейное 
движение. 

Данное движение может соответствовать установившемуся движению по-
езда по прямому участку пути. 

В таком движении путь, скорость и ускорение точки графически будут 
представлены в виде рис. 1.16: 

 

 

 
Рис. 1.16. Графические зависимости параметров  
прямолинейного движения точки от времени. 
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2. Р а в н о м е р н о е  к р и в о л и н е й н о е  д в и ж е н и е.  Равномерным 
называется такое криволинейное движение точки, в котором численное значе-

ние скорости всё время остается постоянным: tconsv  (рис. 1.17).  
 

 
 

Рис. 1.17. Криволинейное движение точки. 
 

В этом случае касательное ускорение равно нулю, так как tconsv  

( 0/  dtvda ).  

Полное ускорение точки a  равно только нормальному ускорению, по-
скольку   0:  

.
2




v
aa n                                                 (1.27) 

 
Вектор ускорения a  направлен все время по нормали к траектории точки. 

Здесь ускорение появляется только за счёт изменения направления скорости.  
Данное движение может соответствовать установившемуся движению по-

езда по кривому участку пути. 
Особо отметим, что нормальное ускорение an в криволинейном движении 

оказывается равным нулю в точках перегиба M траектории L0 и L1, в которых 

 =  (рис. 1.18). 
 

 
 

Рис. 1.18. Траектория точек M и M0 с перегибами. 
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В точках перегиба изменяется на противоположное направление движения 

точки по данной траектории, в эти моменты производная v
dt

dx
 , меняя знак, 

становится равной нулю.  
Замечание: Данная ситуация может возникать при движении поезда в мес-

те перехода с кривого участка пути на прямой (LM0 и M0M) или на кривой уча-
сток (ML1) другого знака кривизны (см. рис. 1.18) и наоборот. Наличие нор-
мального ускорения при движении поезда по криволинейному пути (закругле-
нию) в математической модели учитывают посредством так называемой нор-
мальной составляющей силы инерции Д’Аламбера в абсолютном движении (см. 
п. 4.5, (4.47)) [Туранов, 2009; 2011]. Движение поезда по кривому участку пути 
может вызывать неравномерный износ рельсов и гребней колёс и, в худшем 
случае, вкатывание колёс на упорный рельс, приводящее сходу грузового ваго-
на. Для плавного перехода от прямолинейного участка к закруглению или от 
одной кривой к другой используют специальные переходные кривые. Однако 
изменение значения от бесконечности до конечной, пусть и большой, величины 
радиуса кривизны всё равно не может быть плавным. Поэтому внезапное появ-
ление нормального ускорения всегда вызывает резкий поперечный толчок со 
всеми вытекающими из него последствиями. 

Найдём закон равномерного криволинейного движения. Из (1.12) имеем 
dtvds  . Пусть в начальный момент времени (t = 0) точка находится от начала 

отсчёта на расстоянии s0. Взяв от левой и правой частей последнего равенства 
определенные интегралы в соответствующих пределах, получим (см. (1.12)):  

 

 
ts

s

dtvds
00

 

 

или с учётом того, что constv , имеем 
 

tvss  0 . 
 

Отсюда закон равномерного криволинейного движения точки примет вид 
 

tvss  0 .                                               (1.28) 
 

Если в (1.28) считать s0 = 0, то s – это путь, пройдённый точкой за время t:  
 

tvs  .                                               (1.28а) 
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Следовательно, при равномерном криволинейном движении путь, прой-
дённый точкой, растёт пропорционально времени, а скорость точки имеет по-
стоянное значение, равное отношению пути ко времени: 

 

tsv / .                                                 (1.29) 
 

В этом движении кинематические параметры точки графически будут 
представлены в виде прямых (рис. 1.19):  

 

 

 
 

Рис. 1.19. Графические зависимости параметров 
 криволинейного движения точки от времени. 

 
3. Н е р а в н о м е р н о е  п р я м о л и н е й н о е  д в и ж е н и е.  Это дви-

жение характеризуется тем, что скорость движения точки М изменяется по ве-

личине varv  (переменный (англ.) – variable), а радиус кривизны траектории 
ее движения равен бесконечности  =  (рис. 1.20).  

 

 
 

Рис. 1.20. Неравномерное прямолинейное движение точки. 
 

Здесь касательное ускорение не равно нулю 0/  dtvda , а нормаль-

ное ускорение равно нулю 0na , поскольку  = . 
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Следовательно, полное ускорение точки при неравномерном прямолиней-

ном движении равно касательному ускорению, т. е.  aa . Данное движение 
может соответствовать движению поезда на прямом участке пути. 

4. Н е р а в н о м е р н о е  к р и в о л и н е й н о е  д в и ж е н и е.  Это дви-
жение характеризуется тем, что скорость движения точки М изменяется по ве-

личине varv , а радиус кривизны траектории её движения – величина конеч-
ная  = const (рис. 1.21). 

 
 

Рис. 1.21. Неравномерное криволинейное движение точки. 
 

В этом случае касательное и нормальное ускорения не равны нулю, т. е. 

0/  dtvda  и an = v2/  0 (см. (1.26), (1.27)). 

Следовательно, полное ускорение при неравномерном криволинейном дви-

жении равно геометрической сумме касательного a  и нормального na  уско-
рений (см. (1.19)). Модуль и направление полного ускорения определяют по 
(1.22). 

Данное движение может соответствовать движению поезда по кривому 
участку пути. 

Особо отметим, что при неравномерном движении касательное ускорение 
обращается в нуль в те моменты, когда производная dtds /  достигает макси-

мума или минимума, так как в эти моменты вторая производная 
22 / dtds  равна 

нулю. 
5. Р а в н о п е р е м е н н о е  к р и в о л и н е й н о е  д в и ж е н и е.  Равно-

переменным называют такое криволинейное движение, при котором касатель-

ное ускорение точки остаётся все время постоянным: constτ a .  
Ускорение можно определить через значения скорости в начале и в конце 

произвольного промежутка времени: 
 

tvva /)( 0 .                                            (1.30) 
 

Найдем закон этого движения, считая, что при t = 0 s = s0, а v = v0, где v0  
начальная скорость точки. 

Согласно (1.20), запишем 
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dtavd  .                                                 (1.31) 
 

Так как constτ a , то, взяв от обеих частей последнего равенства инте-
гралы в соответствующих пределах, получим (см. [Бухгольц, 1967]) 

 

.
00

 
tv

v

dtavd
  

 

Отсюда с учётом того, что constτ a , имеем формулу для определения 
скорости равнопеременного криволинейного движения точки 

 

tavv  0 .                                              (1.32) 
 

С учётом (1.12), где vdtds / , последнее равенство представим в виде 

tav
dt

ds
 0  

или 

tdtadtvds  0 . 
 

Вторично интегрируя полученное выражение: 
 

,
000

0  
t

t

t

t

s

s

tdtadtvds
. 

 
найдём закон равнопеременного криволинейного движения точки 

 

.
2

2

00

ta
tvss                                          (1.33) 

 
Если при криволинейном движении точки модуль скорости возрастает, то 

движение называют ускоренным, а если убывает  замедленным. 
Поскольку изменение модуля скорости характеризуется касательным ус-

корением, то движение будет ускоренным, если величины v  и a  имеют оди-

наковые знаки (угол между скоростью v  и полным ускорением a  острый 
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(рис. 1.22, а)), и замедленным, если разные (угол между v  и a  тупой (рис. 
1.22, б)). 

 

 
 

Рис. 1.22. К ускоренному и замедленному движению точки. 
 

В частности, при равнопеременном движении точки, если в равенстве 

(1.28) и (2.32) v  и a  имеют одинаковые знаки, то движение будет равноус-

коренным, а если разные знаки  равнозамедленным.  
Кинематические параметры равноускоренного движения точки определяют 

формулы (1.28), (1.32) и (1.33). 
Графически кинематические параметры равноускоренного движения точки 

представлены на рис. 1.23: 
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Рис. 1.23. Графическое представление кинематических параметров 
 равноускоренного движения точки. 

 
Кинематические параметры равнозамедленного движения точки в при-

кладной механике определяют по формулам  
 

;
2

2

00

ta
tvss                                          (1.34) 

tavv  0 ,                                               (1.35) 
 

хотя в теоретической механике касательное ускорение обладает знаком и (1.32) 
и (1.33) могут быть использованы непосредственно для равнозамедленного 

движения с учётом того, что 0a  (отрицательное). 
Графически кинематические параметры равнозамедленного движения точ-

ки представлены на рис. 1.24: 
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Рис. 1.24. Графическое представление кинематических параметров 
 равнозамедленного движения точки. 

 
6. П р я м о л и н е й н о е  р а в н о п е р е м е н н о е  д в и ж е н и е точки 

также определяют по (1.28), (1.32), (1.33. 
7. Кинематика колебаний (т. е. движение точки). Г а р м о н и ч е с к и е  к о 

л е б а н и я. Колебаниями (или колебательным процессом) называют такое из-
менение некоторой величины, при котором она последовательно возрастает и 
убывает. Простейшим и в то же время важнейшим типом колебаний является 
гармоническое колебательное движение. 

Рассмотрим прямолинейное движение точки, при котором ее расстояние х 
от начала координат изменяется со временем по гармоническому закону 

 

)sin(ktAx  ,                                           (1.36) 
 

где А и k – соответственно амплитуда (мм) и круговая частота колебаний (или 
просто частота) (рад./с) точки М, являющиеся постоянными величинами. 

Колебания, происходящее по закону (1.36), играют большую роль в техни-
ке при решении различных задач. Например, при определении вертикального 
переносного ускорения вагона от неровности профиля пути, которая перено-
сится на размещённый в нём груз. 

Пусть точка М (рис. 1.25) при этом движении совершает колебания между 
положениями М0(+А) и М1(–А).  

 

 
 

Рис. 1.25. К гармоническому колебанию точки. 
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Из рис. 1.25 ясно, что, начиная движение в момент t = 0 из положения 
М0, точка вновь придет в это положение в момент времени t1, для которого 

sin(kt1) = 1, т. е. kt1 = /2. Промежуток времени T = t1 = /2k, в течение которо-
го точка совершает одно полное колебание, называют периодом колебаний. 

Период колебаний Т связан с длиной волны неровности пути L и скоро-
стью поезда v зависимостью Т = L/v, с. 

Взяв производные от х по времени t, найдём зависимость скорости и уско-
рения точки при прямолинейном гармоническом движении: 

 

)cos(ktAkvv x  ,                                 (1.37) 

)sin(2 ktAkaa x  .                            (1.38) 
 

Аналогичные колебания происходят и при законе )cos(ktAx  , только 

движение в этом случае начинается из точки М0. 
При движении точки вдоль любой кривой (см. рис. 1.25 б) появляется каса-

тельное ускорение 
 

)sin(2 ktAkaa   .                          (1.38а) 
 

При движении вдоль любой кривой точка будет иметь ещё нормальное ус-
корение, определяемое по (1.27). 

Особо отметим, что при колебательном движении нормальное ускорение 
становится равным нулю в те моменты, когда изменяется на противоположное 
направление движение точки по данной траектории, так как в эти моменты 

производная v
dt

dx
 , меняя знак, становится равной нулю.  

 
П р и м е р  р а с ч ё т а  в системе MathCAD 
 
Исходные данные: 
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Графически кинематические параметры гармонического (синусоидального) 

движения точки без сдвига по фазе представлены на рис. 1.26. 
 

 

 
 

Рис. 1.26. Графическое представление кинематических параметров 
 синусоидального движения точки. 

 
В синусоидальном законе движения точки движение начинается из точки 

А к точке М0, затем к точке А, после чего к точке М1, а затем cнова к точке А и 
т. д. (см. рис. 1.26, а). 

Графически кинематические параметры гармонического движения точки с 
положительным сдвигом по фазе представлены на рис. 1.27. 
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Рис. 1.27. Графическое представление кинематических параметров 
 синусоидального движения точки с положительным сдвигом по фазе.  

 
Графически кинематические параметры гармонического движения точки с 

отрицательным сдвигом по фазе представлены на рис. 1.28: 
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Рис. 1.28. Графическое представление кинематических параметров 
 синусоидального движения точки с отрицательным сдвигом по фазе.  

 
Анализ графических зависимостей кинематических параметров синусои-

дального движения точки показывает, что при сдвиге по фазе колебаний (см. 
рис. 1.27, а, в и рис. 1.28, а, в) происходят, соответственно, положительные или 
отрицательные сдвиги графиков пути и касательной составляющей ускорения 
точки, в то время как графики скорости и нормальной составляющей ускорения 
точки практически остаются без изменений.   

Графически кинематические параметры косинусоидального движения точ-
ки без сдвига по фазе представлены на рис. 1.29: 
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Рис. 1.29. Графическое представление кинематических параметров 
 косинусоидального движения точки без сдвига по фазе.  

 
В косинусоидальном законе движения точки движение начинается из точ-

ки М0 к точке А, затем к точке М1, после чего к точке А, а затем снова к точке 
М0 и т. д. (см. рис. 1.29, а). 

 
П р и м е р  1. Рассмотрим блок 2 с неподвижной осью вращения, закреп-

лённый на вершине поворотной стрелы 1 стрелового крана на железнодорож-
ном ходу КЖДЭ-4-25м (рис. 1.30).  
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Рис. 1.30. Стреловой кран на железнодорожном ходу  
1  поворотная стрела; 2 и 3  блоки с неподвижным и подвижным  
осями вращения; 4 и 6  канаты; 5  блок, соединённый с приводным барабаном 
и через редуктор с валом электродвигателя подъёма и опускания груза;  
7  блок, соединённый с приводным барабаном и посредством редуктора с валом  
электродвигателя подъёма и опускания поворотной стрелы  

 
На блок 2 с неподвижной осью вращения радиусом R, вращающейся во-

круг горизонтальной оси О, навернут канат, к которому посредством блока 3 с 
подвижной осью вращения подвешен груз. Пусть движение груза определяется, 

согласно (1.33), законом 2/2tas  , где a  ускорение (касательное) груза.  

Найти полное ускорение точки М, лежащей на окружности неподвижного 
блока. 

Р е ш е н и е. Воспользуемся формулами для определения скорости и уско-
рения точки при неравномерном криволинейном движении (см. 4-й вид движе-

ния), при котором 0/  dtvda  и .0
2





v

an  

Из закона движения груза, согласно (1.35), найдём его скорость 

tadtdsv  /гр . Так как скорость точки М по модулю равна удвоенной 

скорости груза (мгновенный центр скоростей (МЦС) находится в точке касания 

подвижного блока с неподвижной ветвью), то tavvМ τгр 22  . Тогда ускоре-

ние точки М, согласно (1.31), τгр 2/2 adtdvaМ  . Поскольку для окружности 

радиус равен радиусу блока ( = R), нормальное ускорение (см. (1.21)) 
 

.
)2( 22

R

tav
a M

n



  
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Полное ускорение точки М неподвижного блока 2 равно (см. (1.22)) соста-
вит 

 

.4
216

4 422
2

2

44
2 taR

R

a

R

ta
aaM 


   

 
П р и м е р  2. Рассмотрим движение поезда по кривому участку пути с ра-

диусом кривизны этого участка  = 650 м (рис. 1.31). Пусть скорость поезда 
при переходе с прямого участка на кривой участок пути равна v0 = 20,8 м/с ( 
75 км/ч). Поезд, двигаясь по кривому участку пути, через t = 10 с приобрёл ско-
рость v = 27,8 м/с ( 100 км/ч).  

 

 
 

Рис. 1.31. К движению поезда по кривому участку пути. 
 

Установить закон движения поезда и найти полное ускорение точки В ва-
гона, совпадающей с центром тяжести груза после перехода поезда с прямого 
участка пути на кривой. 

Р е ш е н и е. Воспользуемся формулами для определения скорости и уско-
рения точки при неравномерном криволинейном движении (см. 4-й вид движе-
ния), при котором 

0/  dtvda ,   .0
2





v

an  

Из (1.30) найдём касательное ускорение a  поезда  
 

tvva /)( 0  = (27,8 – 20,8)/10 = 0,7 м/c2. 
 

Закон движения поезда определяют по (1.33). Поскольку для кривого уча-
стка пути постоянного радиуса кривизна кривой , то нормальное ускорение 
находят по (1.27). 

Полное ускорение точки В вагона, согласно (1.22), равно  
 

38,18,277,0650
650

1
ρ

1

ρ
422422

2

4
2 


  va

v
aa  м/с2. 
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1.9. Сложное движение точки12 
 
 

Применительно к сфере грузовых перевозок отметим, что движение груза 
относительно пола вагона, совершающего пространственные колебательные 
движения относительно рельсовых нитей (железнодорожный путь), можно рас-
сматривать как сложное движение точки (тело). При этом происходит про-
дольное и поперечное движение груза по отношению к вагону, а также поворот 
груза вокруг вертикальной оси по отношению к плоскости пола вагона. Движе-
ние частиц воздуха (ветер) по отношению к движущемуся вагону, особенно при 
его скатывании с горки, также следует рассматривать как сложное движение. 
Поэтому нахождение относительной скорости частиц воздуха является важной 
задачей, позволяющей определять давление воздуха на груз или на вагон при 
перевозке грузов и формировании подвижного состава на сортировочной горке. 

 
 

Абсолютное, переносное и относительное движение точки 
 

Представим себе, что наблюдается движение центра тяжести С груза в ви-
де сплошного цилиндрического катка 2 по отношению к некоторой системе ко-
ординат O1x1y1z1, связанной с платформой 1, которая сама движется относи-
тельно осей Axyz  (рис. 1.32). Значит, систему осей Axyz условно будем считать 
неподвижной (инерциальной), если эта система движется равномерно и прямо-
линейно. Систему отсчёта O1x1y1z1 («подвижные» оси) назовем неинерциаль-
ной системой отсчёта. 

 

 
 

Рис. 1.32. Система неподвижных и подвижных координатных осей. 
 

Здесь за основную (условную) неподвижную систему отсчёта Axyz приняли 
систему координат, связанную со станцией отправления поезда А. Для изуче-
ния движения груза 2 относительно платформы 1 за подвижную систему от-
счёта O1x1y1z1 приняли систему координат, жестко связанную с платформой 
(см. рис. 1.32). Считаем, что каток 2 катится по отношению к платформе без 
скольжения на расстояние s. 

                                                 
12 Воронков И.М. Курс теоретической механики.  М.: Наука, 1966.  596 с. 
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В этом случае движение центра тяжести С груза 2 по отношению к под-
вижным осям O1x1y1z1 (платформа) будет относительным движением (англ. 
relative motion). Движение подвижных осей O1x1y1z1 по отношению к непод-
вижной Axyz (станция отправления поезда А) (подразумевая при этом движе-
ние той точки Сe подвижной системы отсчёта, с которой в данный момент вре-
мени совпадает движущаяся точка С) будет переносным движением (англ. 
transportation). При движении поезда по кривому участку пути переносными 

будут угловая скорость eω  и угловое ускорение eε  подвижной системы отсчё-

та. Движение центра тяжести С груза 2 относительно неподвижных осей Axyz 
будет абсолютным движением. 

Абсолютное движение точки (или тела) (англ. absolute motion) можно на-
звать также сложным или результирующим движением, поскольку его можно 
рассматривать как результат сложения относительного и переносного движе-
ний. Эти движения по отношению к абсолютному движению являются состав-
ляющими. 

Основная задача кинематики в случае сложного движения точки заключа-
ется в том, чтобы, зная относительное движение точки и переносное движение, 
т. е. движение подвижной системы отсчёта, найти абсолютное движение точки 
и, следовательно, определить её траекторию, скорость и ускорение в этом дви-
жении. Также встречаются задачи, в которых, зная абсолютное движение точки 
(например, частиц воздуха) и переносное движение (например, скорость ваго-
на), т. е. движение подвижной системы отсчёта, найти относительное движение 
точки (т. е. частиц воздуха (скорость ветра)). 

При этом, желая изучить относительное движение точки, следует мыс-
ленно остановить переносное движение и изучать движение далее по законам 
и правилам абсолютного движения точки.  

Если необходимо изучить переносное движение точки, следует мысленно 
остановить относительное движение и рассматривать далее движение точки 
по формулам кинематики точки в абсолютном движении.  

Уравнения движения точки М в относительном движении в параметриче-
ском виде определяют выражениями (см. уравнения (1.3)) 

 

)(11 tfx  ,   )(21 tfy  ,   )(31 tfz  ,                      (1.39) 
 

где 111 ,, zyx   координаты движущейся точки М в относительной системе ко-

ординат O1x1y1z1 (рис. 1.33). 
Для определения относительной траектории точки М в координатной 

форме необходимо исключить время t из системы уравнений (1.39). 
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Рис. 1.33. К определению траектории движения точки  
в относительной системе координат. 

 
Зависимость между r   радиус-вектором точки М в абсолютной систе-

ме координат (инерциальная система отсчёта), 1r   радиус-вектором той же 

точки М в относительной системе координат (неинерциальная система отсчёта) 

и 
1Or   радиус-вектором начала подвижной, относительной системы координат 

задают выражениями (см. метод проекций [Бухгольц, 1967]) 
 

11
rrr O  ,                                                    (1.40) 

kzjyixr  ,                                     (1.40а) 

kzjyixr OOOO 1111
 ,                         (1.40б) 

1111111 kzjyixr  .                               (1.40в) 
 

В этих выражениях x, y, z и x1, y1, z1  абсолютные и относительные коор-

динаты точки М; z1 111
,, OOO zyx   координаты точки O1 начала относитель-

ной системы координат по отношению к системе Oxyz.  
Выражение (1.40) определяет уравнение абсолютного движения точки М в 

векторном виде с учётом (1.40а–в). Выражение (1.40в) даёт векторное уравне-
ние движения точки М в относительном движении. 

 
П р и м е р  1.  Груз 2 скользит относительно платформы (см. рис. 1.32). 

Скорость платформы (поезда) ev  = 27 м/с. Скорость груза 2 по отношению к 

неподвижной платформе rv  = 0,01 м/с. Требуется составить уравнения относи-
тельного и абсолютного движений груза 2. 

Р е ш е н и е.  Выберем начало относительной и абсолютной систем коор-
динат в той точке, где находился груз в начальный момент времени. Движение 
платформы (поезда) примем за переносное движение xe. Относительная систе-
ма координат O1x1y1z1 составляет одно целое с движущимся грузом, следова-

тельно, она участвует в переносном движении со скоростью ev  = 27 м/с. 
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Чтобы составить уравнение относительного движения груза, остановим 
мысленно движение груза. Тогда легко получить уравнение относительного 
движения 

ttvx rr 01,0 . 
 

Абсолютное движение груза – это движение по отношению к станции А, к 
системе координат Oxyz, жёстко связанной с землей. Уравнение абсолютного 
движения в данном случае будет 

 

rea xxx  , 
 

где xe = АО1 – абсцисса начала относительной системы координат O1x1y1z1 по 
отношению к неподвижной станции А. 

Зависимость абсциссы от времени xe определяют равенством 
 

ttvx ee 27 . 
 
Следовательно, уравнение абсолютного движения груза имеет вид 

 

rea xxx   = 27t + 0,01t = 27,01t. 
 
 

Относительные, переносные и абсолютные скорость и ускорение точки 
 

Абсолютной скоростью av  (англ. absolute of velocity) и абсолютным ус-

корением aa  (англ. absolute of acceleration) точки М называют её скорость и ус-

корение, вычисленные относительно неподвижной системы отсчёта Axyz. 

Относительной скоростью rv  (англ. relative of velocity) и относительным 

ускорением ra  (англ. relative of acceleration) точки М называют её скорость и 

ускорение, вычисленные  относительно подвижной системы отсчёта O1x1y1z1. 

Переносной скоростью ev  (англ. transportation of velocity) и переносным 

ускорением ea  (англ. transportation of acceleration) точки М называют скорость 

и ускорение точки, принадлежащей подвижной системе координат O1x1y1z1, 
совпадающей в данный момент с движущейся точкой М и вычисленной относи-
тельно неподвижной системы отсчёта Axyz. 
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1.9.1. Теорема сложения скоростей  
 

Согласно теореме сложения скоростей при сложном движении13 абсо-

лютная скорость точки av  равна геометрической сумме переносной ev  и от-

носительной rv  скоростей (см. правила сложения двух векторов)14: 
 

reа vvv  .                                             (1.41) 
 

Для определения относительной скорости точки следует мысленно оста-
новить переносное движение и вычислить относительную скорость по прави-
лам кинематики точки.  

Для получения переносной скорости точки следует мысленно остановить 
относительное движение и искать переносную скорость по правилам кинема-
тики точки как скорость той точки подвижной системы координат O1x1y1z1, с 
которой совпадает в данный момент движущаяся точка M.  

Модуль абсолютной скорости точки может быть определен двумя спосо-
бами: 

1) рассчитан как диагональ параллелограмма, построенного на переносной 
и относительной скоростях по правилу сложения двух векторов, вытекающую 
из теоремы косинусов (рис. 1.34, а):  

 

)cos(222  rereа vvvvv ,                             (1.42) 

 

где  φ  угол между векторами ev  и rv ;  
2) определён методом проекций [Бухгольц, 1967; Бронштейн, Семендяев, 

1980]. Для этого следует выбирать оси координат Оху и спроецировать на них 
равенство (1.41) (рис. 1.34, б). Тогда зависимость между абсолютной, перенос-
ной и относительной скоростями точки М определится формулами: 

 








.

,

ryeyay

rxexax

vvv

vvv
                                       (1.43) 

 

                                                 
13 Бутенин Н.В., Лунц Я.Л., Меркин Д.Р. Курс теоретической механики. В 2 т. – СПб.: Изд–во 
«Лань», 1998. – 736 c. 
  Яблонский А.А., Никифорова В.М. Курс теоретической механики. – СПб.: Изд–во «Лань», 
1998. – 768 с. 
14 Бронштейн И.Н., Семендяев К.А. Справочник по математике для инженеров и учащихся 
втузов.  М.: Наука, 1980.  976 с. 
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Рис. 1.34. К сложению векторов. 
 

Проекции абсолютной скорости точки axv  и ayv  могут быть представлены 

через производные по координатам точки на оси Ох и Оу: dt

dx
vax   и 

dt

dy
vay  . В этом случае после интегрирования может быть получена траекто-

рия точки М. 
Величину модуля абсолютной скорости и направление этой скорости на-

ходят по её проекциям и направляющими косинусами [Бухгольц, 1967; Брон-
штейн, Семендяев, 1980]. 

В частном случае, если φ = 0, т. е. скорости ev  и rv  направлены по одной 

прямой в одну сторону, то cos(φ) = 1 и абсолютная скорость точки равна ал-
гебраической сумме переносной и относительной скоростей. Поэтому для моду-
ля абсолютной скорости получаем  

rea vvv  .                                          (1.44) 
 

Если φ =180, т. е. скорости ev  и rv  направлены по одной прямой в проти-

воположные стороны, то cos(φ) = –1 и абсолютная скорость точки также равна 
алгебраической сумме переносной и относительной скоростей. Тогда для моду-
ля абсолютной скорости имеем 

rea vvv  .                                           (1.45) 

 
Если φ = 90, то абсолютная скорость точки равна (теорема Пифагора) 

 

22
reа vvv  .                                          (1.46) 
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Нередко в задачах требуется найти относительную скорость точки rv , 

зная её абсолютную av  и переносную ev  скорости. В данном случае из равен-
ства (1.41) находят 

ear vvv  ,                                           (1.47) 
 

что соответствует правилу вычитания векторов [Бухгольц, 1967; Бронштейн, 
Семендяев, 1980]. 

 

П р и м е р 2. Вагон движется поступательно с переносной скоростью ev  

(рис. 1.35). Скорость дождевой капли М, как абсолютная скорость, направлена 

по вертикали вниз и равна av . Найти скорость дождевой капли относительно 

вагона rv  (относительно подвижных осей O1x1y1z1, связанных с вагоном). 
 

 
 

Рис. 1.35. К определению скорости дождевой капли. 
 
Р е ш е н и е. Поскольку переносная скорость точки М равна скорости ва-

гона ev , то согласно выражению (1.47), для решения задачи нужно к абсолют-

ной скорости av  этой точки геометрически прибавить скорость, равную ev  
(по правилу вычитания векторов [Бухгольц, 1967; Бронштейн, Семендяев, 

1980]). Диагональ параллелограмма, построенного на векторах av  и ev , оп-

ределяет искомую относительную скорость rv . Так как угол между векторами 

av  и ev  равен 90, то согласно (1.46), имеем 
 

22
ear vvv  .                                         (1.47а) 

Угол наклона  относительной скорости ev  к вертикали находят из равен-
ства 

ae vv /tg  .                                           (1.48) 
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Этим объясняется явление, что пассажиру, едущему в вагоне, вертикально 

падающий дождь всегда кажется косым. 
 
П р и м е р 3. Вагон движется поступательно с переносной скоростью 

вvvve   (отыскиваемая величина) с сортировочной горки (рис. 1.36).  
 

 
 

Рис. 1.36. Схема скатывания вагона с сортировочной горки. 
а – вид с боку; б – вид сверху: 

1 – вагон; 2 – груз; 3 и 4 – наружная и внутренняя рельсовые нити/ 
 

Скорость ветра по отношению к вершине горки (земле) (т. е. абсолютная 

скорость частиц воздуха) в.av  (по данным гл. 5 СНиП «Строительная климато-
логия и геофизика» величина задаваемая) направлена по горизонтали по оси 
Oxyz. Найти проекции относительной скорости частиц воздуха (скорость вет-

ра) вrv  (относительно подвижных осей O1x1y1z1, связанных с вагоном). 

На рис. 1.36 обозначено: 2L, 2B и 2H – соответственно длина, ширина и 
высота груза, м; ψ (или ψ0) – уклон профиля сортировочной горки относитель-
но горизонтали, рад.  

Р е ш е н и е.  Покажем зависимости проекции относительной скорости 

частиц воздуха (скорость ветра) вrv  (вычисляемая величина) от скорости ветра 

по отношению к вершине горки (земле) вav  (величина задаваемая) и скорости 

вагона вvv   (отыскиваемая величина). Допускаем, что вагон скатывается с 

вершины горки с переносной скоростью вvvve   относительно неподвиж-

ной системы координат Oxyz. Примем, что с вагоном жёстко связана подвиж-
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ная система координат O1x1y1z1, а частицы воздуха, в свою очередь, движутся 

со скоростью вrv  относительно подвижной системы координат O1x1y1z1 (т. е. 
вагона) (рис. 1.37). 

 

 

 

 

Рис. 1.37. Векторная диаграмма скорости вагона и ветра. 
а – встречный ветер; б – попутный 

 
На рис. 1.37 обозначено: O – начало неподвижной системы координат 

Oxyz, жёстко связанной с вершиной горки; O1 – начало подвижной системы 
координат O1x1y1z1, жёстко связанной с вагоном; H, V и W – горизонтальная, 
вертикальная и фронтальная плоскости; ψ0 – угол спуска (в соответствии с 

профилем горки величина задаваемая); вrv  – относительная скорость частиц 

воздуха (скорость ветра) по отношению к подвижной системе отсчёта O1x1y1z1 
(вагон) (величина вычисляемая); λ – направляющий угол вектора относительной 
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скорости частиц воздуха по оси Ox (вычисляемая величина); вav  – абсолютная 
скорость частиц воздуха по отношению к земле (к вершине горки) (величина 
задаваемая); ξ – направляющий угол вектора абсолютной скорости частиц воз-
духа по оси Ox (величина задаваемая). 

Считаем, что относительная скорость частиц воздуха (скорость ветра) вrv  

расположена на горизонтальной плоскости H и направлена под углом λ (или 

λ0) к горизонту (ось Ox), а переносная скорость (скорость вагона) вvvve   – 

на вертикальной плоскости V и направлена под углом спуска горки ψ (или ψ0) 
к горизонту (ось Ox). 

Согласно теореме о сложении скоростей при сложном движении [Бутенин 
и др.,1998; Яблонский, Никифорова, 1998], запишем (см. (1.41)) 

 

вв rea vvv  .                                         (1.49) 
 

где вav  – абсолютная скорость частиц воздуха (скорость ветра); xxex vvv в  

– проекция переносной скорости (скорость вагона) вvvve   на ось Ox:  
 

)ψcos( 0в exxex vvvv                       (1.49а) 
 

с учётом того, что ψ (или ψ0) – угол спуска горки к горизонту (ось Ox); в.rv  – 
относительная скорость частиц воздуха (скорость ветра) по отношению к ваго-
ну. 

Будем иметь в виду, что для рис. 1.37, а, где направление ветра противопо-
ложно направлению движения вагона (т. е. встречный ветер), проекция (1.49), 
согласно правилу вычитания векторов (см. (1.47)), запишется в виде 

 

)( вв rexa vvv  ,                                (1.50) 

откуда 

вв aexr vvv  .                                        (1.51) 
 

В последнем выражении модуль относительной скорости частиц воздуха 

(т.е. скорость ветра относительно вагона) в.rv  находят по теореме косинусов 
(см. (1.42)): 
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),cos(2 вв
2
в

2
в aexaexaexr vvvvvvv  .           (1.52) 

 

В (1.52), если ветер встречный, то угол между векторами exv  и в.av  

)ξcos(),cos( в. aex vv  тупой, а если попутный, то острый (ξ – угол между 

векторами exv  и в.av )15. 

В (1.51) направляющий угол λ относительной скорости частиц воздуха 

(скорость ветра) в.rv  находят по теореме синусов 
 

в

в

)λπsin(

)ξsin(

a

r

v

v


 , 

 
или, учитывая, что sin(π – λ) = sin(λ) (см. рис. 1.37, а),  

)ξsin()λsin(
в

в

r

a

v

v
 .                                         (1.53) 

 
Для рис. 1.37, а, где направление ветра противоположно направлению 

движения вагона (т. е. встречный ветер), проекция (1.51) на ось Ox имеет вид 
 

)ξcos()ψcos( в0.в aexr vvv  ,                       (1.54) 

 

где ξ – угол между результирующим вектором вav  (абсолютная скорость час-

тиц воздуха (скорость ветра)) и продольной осью Ox, рад.  
Для рис. 1.37, б, где направление ветра совпадает с направлением движе-

ния вагона (т. е. попутный ветер), проекция (1.49) на ось Ox имеет вид 
 

xrea vvv в0в )ψcos()ξcos(  , 
откуда 

)ψcos()ξcos( 0вв eaxr vvv  .                         (1.55) 
 
 
 

                                                 
15 Воднев В.Т., Наумович А.Ф., Наумович Н.Ф. Основные математические формулы. – Минск: 
Вышэйш. шк., 1988. – 269 с. 
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1.9.2. Теорема сложения ускорений 
 

Ускорение точки при переносном поступательном и произвольном пере-
носном движении определяют по теореме сложения ускорений (или теоремой 

Кориолиса16), согласно которой абсолютное ускорение точки абсa  равно гео-

метрической сумме переносного ускорения ea , относительного ускорения ra  

и ускорения Кориолиса Ca : 
 

Cre aaaa абс .                                        (1.56) 
 

Ускорение Кориолиса точки называют ещё поворотным, так как оно появ-
ляется при наличии вращения (поворота) подвижных осей O1x1y1z1. Примени-
тельно к перевозке груза на железнодорожном транспорте, например, ускоре-
ние Кориолиса появляется при движении подвижного состава по кривым уча-
сткам пути, где за подвижную ось O1x1y1z1 можно принять любую точку ва-
гона с грузом. 

Одна из причин появления ускорения Кориолиса кинематическая  
движение подвижной системы отсчёта O1x1y1z1, связанной с платформой, а 
другая причина заключается в том, что переносная угловая скорость изменяет 
направление относительной скорости, а относительное движение влияет на пе-
реносное (относительная скорость изменяет относительные координаты точки и 
соответственно переносную скорость точки)17.  

Таким образом, причин появления ускорения Кориолиса две. В формуле 
для ускорения Кориолиса учтена эта двойка (см. (1.57)). 

 
Применительно к грузу, размещенному в вагоне, одной из основных при-

чин появления переносных ускорений exa , eya  и eza  также будет кинематиче-

ская  движение подвижной системы отсчёта O1x1y1z1, связанной с платфор-
мой, т. е. с подвижным составом, движущимся со скоростью поезда v  по кри-
вому участку пути с радиусом кривизны  траектории в данной точке (см. пп. 
4.6.1). Следовательно, в неинерциальной системе отсчёта O1x1y1z1 груз получа-
ет ускорение в результате ускоренного движения самой системы отсчёта.  

 

                                                 
16 Кориолис Гюстав Гаспар – французский учёный в области механики (1792–1843). Препо-
давал на кафедре прикладной механики в Школе мостов и дорог (до 1837 г.). 
17 Бугаенко Г.А., Маланин В.В., Яковлев В.И. Основы классической механики.  М.: Высш. 
шк., 1999.  С.366. 
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Для определения относительного ускорения точки следует мысленно ос-
тановить переносное движение и вычислить относительное ускорение по пра-
вилам кинематики точки.  

Для определения переносного ускорения точки следует мысленно остано-
вить относительное движение и вычислить переносное ускорение по прави-
лам кинематики точки как ускорение той точки подвижной системы координат 
O1x1y1z1, с которой совпадает в данный момент движущаяся точка M.  

Ускорение Кориолиса в геометрическом равенстве (1.56) запишется в виде 

векторного произведения двух векторов e  и rv : 
 

 reC va  2 ,                                                (1.57) 
 

где e   вектор угловой скорости переносного движения (подвижных осей 

O1x1y1z1 по радиусу кривизны  траектории данной точки кривой); rv   вектор 
относительной скорости точки.  

Модуль ускорение Кориолиса определяют согласно правилу векторного 
произведения двух векторов [Бронштейн, Семендяев, 1980; Воднев и др., 1988] 

 

   sinω2,ωsinω2 rerereC vvva ,                     (1.58) 

где   угол между векторами e  и rv . 

Отметим, что в (1.58) угловая скорость переносного движения ωe – величи-

на вычисляемая, рад/с ( ρ/ω 2ve  , v – скорость поезда, м/с; ρ – радиус кри-
визны траектории в данной точке кривого участка пути, м), а относительная 
скорость точки vr – отыскиваемая величина, м/с.  

Из (1.57) вытекает, что ускорение Кориолиса Ca  всегда перпендикулярно 

относительной скорости движения rv  ( rC va  ), а значит, и касательной к от-
носительной траектории точки. 

Из формул (1.57) и (1.58) следует, что ускорение Кориолиса обращается в 

нуль, если угловая скорость переносного движения e  параллельна относи-

тельной скорости rv , т. е. если  re v,ωsin  = 0 (согласно правилу векторного 
произведения двух векторов [Воднев и др., 1988]).  

Ускорение Кориолиса обращается в нуль, если e  или rv  равны нулю (т. 
е. когда переносное движение является поступательным). 

Направление ускорения Кориолиса Ca  определяют по правилу векторного 
произведения [Воднев и др., 1988]. Направление этого ускорения определяют 
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также по правилу Н.Е. Жуковского18: спроецируют относительную скорость rv  

на плоскость, перпендикулярную к угловой скорости e  и поворачивают про-

екцию в этой плоскости на угол 90 в сторону вращения определяемого e  – 
это и будет направление ускорение Кориолиса. 

Покажем, как находят направление ускорения Кориолиса. Пусть вагон с 
грузом, с которым неподвижно связана система координат O1x1y1z1, движется 

по кривому участку пути M1M2 по траектории L с переносной скоростью ev , 

равной заданной скорости поезда пv , относительно неподвижной системы ко-

ординат Oxyz. В момент времени t пусть вагон с грузом занимает положение 
M. Через точку M проводим касательную τ – τ и нормаль n – n так, как показа-
но на рис. 1.38. 

 

 
 

Рис. 1.38. К определению направления ускорения Кориолиса. 
 

Рассмотрим случай, когда в момент времени t произойдёт продольный 

сдвиг груза относительно вагона со скоростью rv  (пока отыскиваемая величи-

на) по касательной τ – τ на расстояние MM0 (см. рис. 1.38, а). При этом появля-

ется ускорение Кориолиса Ca , модуль которого определяют по (1.58), всегда 

                                                 
18 Жуковский Николай Егорович – крупный русский учёный–механик (17.01.1847 – 
17.03.1921). Родился в семье инженера путей сообщения. В 1858 г. поступил на физико-
математический факультет Московского университета. В 1872 г. обучался в Московской 
Практической академии коммерческих наук для преподавания механики. В 1874 г. утвер-
ждён доцентом кафедры аналитической механики училища. В 1876 г. защитил диссертацию 
по теме: «Кинематика жидкого тела» и получил степень магистра прикладной механики. В 
1882 г. защитил докторскую диссертацию. С 1890 г. академик Санкт-Петербургской Акаде-
мии наук. В 1890 году начал заниматься теорией полёта аппарата тяжелее воздуха. Основные 
работы Н. Е. Жуковского посвящены гидродинамике и механике полёта самолётов.  
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направленное по нормали n – n к центру кривизны ρ (для рассматриваемого 
профиля пути величина известная) рассматриваемой точки M траектории L. 

Рассмотрим второй случай, когда в момент времени t произойдёт попе-

речный сдвиг груза относительно вагона со скоростью rv  (пока отыскиваемая 

величина) по нормали n – n на расстояние MM0 (см. рис. 1.38, б). При этом 

также появляется ускорение Кориолиса Ca , модуль которого определяют по 

(1.58), всегда направленное по касательной τ – τ к кривизне ρ рассматриваемой 
точки M траектории L. 

Рассмотрим третий случай, когда в вагоне размещён легковесный груз 
(груз, вес которого почти в 2 раза меньше тары вагона) и в момент времени t из-
за сложности условий перевозок (наличие волны неровности пути и др.) про-
изойдёт его вертикальный сдвиг (т. е. «подпрыгивание») относительно пола ва-

гона со скоростью rv  по бинормали b – b (параллельно оси O1z1, перпендику-
лярной плоскости движения вагона с грузом) на какое-то расстояние (на рис. 
1.38 такой случай не показан). При этом груз вынужден двигаться параллельно 
оси вращения O2O2, совпадающей с бинормалью b – b и с осью O1z1. Тогда 

вектор относительной скорости rv , направленной параллельно оси O1z1, будет 

параллелен вектору переносной угловой скорости e , направленной по бинор-

мали b – b вниз от плоскости чертежа (на рис. 1.38 показан штрихами) и в 

(1.58)  re v,ωsin  = 0. 
 
 

Теорема сложения ускорений в случае, когда относительное  
движение точки является криволинейным 

 
Если траектории точек подвижной системы координат не прямолинейны и 

относительное движение точки также является криволинейным, то целесооб-
разно вычислять переносное ускорение как геометрическую сумму нормально-
го и касательного переносных ускорений, относительное ускорение – как гео-
метрическую сумму нормального и касательного относительных ускорений. 
Тогда геометрическое равенство (1.56) записывается в виде  

 

cr
n
re

n
ea aaaaaa  

.                        (1.59) 
 

где 
n
r

n
e aa ,   соответственно нормальные ускорения в переносном и относи-

тельном движениях; 

re aa ,   соответственно касательные ускорения в пере-

носном и относительном движениях. 
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Теорема сложения ускорений при использовании метода проекций 
 

Выбирая неподвижную систему координат Oxyz и проецируя равенство 
(1.59) на каждую из этих осей, согласно методу проекций векторов [Воднев и 
др., 1988], имеем: 
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                    (1.60) 

 
При этом модуль и направление абсолютного ускорения находят по её про-

екциям из (1.60) и направляющими косинусами.  
Отметим, что в задачах грузовых перевозок отсутствует примеры приме-

нения (1.60). 
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Раздел II 
 

КИНЕТИКА 
 

В данном разделе изложены важнейшие положения геометрической (эле-
ментарной) и аналитической статики с последующим описанием содержаний 
аналитической динамики материальной точки и системы. 

 
 

2. ГЕОМЕТРИЧЕСКАЯ (ЭЛЕМЕНТАРНАЯ) СТАТИКА 
 

Геометрическая статика рассматривается как статика абсолютного твёрдо-
го тела (или просто твёрдого тела). При этом начинается статика с введения в 
кинетику, где приведены основополагающие законы классической механики и 
понятия о материальной системе, что позволило разделить статику на геомет-
рическую (элементарную) и аналитическую.  

В геометрической статике в основном представлены те разделы механики, 
которые имеют непосредственное отношение к задачам грузовых перевозок 
(например, погрузке–выгрузке грузов, к обоснованию технологии размещения 
и крепления грузов в вагонах, формированию подвижного состава на сортиро-
вочной горке и др.).  

 
 

2.1. Введение в кинетику19 
 

Кинетика (от греч. kinëtikós – приводящий в движение) изучает движение 
и равновесие материальных тел под действием сил. Основной задачей кинетики 

                                                 
19

  Бухгольц Н. Н. Основной курс теоретической механики.  М.: Наука, 1967. – Ч. 1.  467 с. 
  Космодемьянский А.А. Курс теоретической механики, Ч. 1. – М.: Просвещение, 1965. – 538 
с..  
  Добычин И.А. Геометрическая статика: учеб. пособие. – Екатеринбург, 2004. – 183 с. 
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является определение законов механического движения тел при известных дей-
ствующих силах.  

 
 

2.1.1. Сила и масса 
 

Кинетика, как вторая часть механики, посвящена изучению движения ма-
териальных тел в зависимости от факторов, обусловливающих характер или за-
кон рассматриваемого движения. Эти факторы зависят как от тел, окружающих 
данное тело, так и от свойств самого тела.  

Влияние окружающих тел заключается в том, что они взаимодействуют с 
данным телом, изменяя его движение (или вызывая деформацию тела). Напри-
мер, в задаче грузовых перевозок для груза (как данного тела), размещённого в 
вагоне, окружающими телами являются гибкие (растяжки, обвязки из ото-
жжённой проволоки) и упорные (деревянные бруски) средства креплений. В 
данном случае, указанные окружающие тела, непосредственно взаимодействуя 
с грузом, препятствуют линейным и угловым перемещениям груза. Эффект 
взаимодействия тел зависит от свойств взаимодействующих тел (сплошной или 
пустотелый, т. е. от массы тел) и от их расположения в пространстве. Величину, 
являющейся мерой механического взаимодействия материальных тел, в меха-
нике называют силой. 

Кроме внешних воздействий, т. е. сил, движение любого материального те-
ла определяют ещё его инертностью, или инерцией (англ. inertia неторопливый, 
ленивый). Инертность (или инерция) – одно из основных свойств материи. 
Оно проявляется в способности тела сохранять своё движение при отсутствии 
сил и изменять его под действием сил не сразу, а постепенно, тем медленнее, 
чем больше вещества (материи) содержится в теле (из сочинения М. В. Ломо-
носова, которую рецензировал Л. Эйлер20). Таким образом, чем больше вещест-
во заключено в теле, тем больше его инерция. Величину m, являющуюся мерой 
инертности тела, называют массой21 (англ. mass) этого тела. Иначе, количество 
вещества, содержащееся в данном геометрическом объёме и пропорциональное 
его весу, называют массой тела. Единица измерения массы  килограмм (кг). 

Сила и масса представляют собой основные понятия кинетики. Поэтому 
величины, зависящие от силы и массы, носят название кинетических, тогда как 
величины, зависящие от расстояния, проходимого телом в пространстве, и от 
времени, называют кинематическими. 

 
 
 
 

                                                 
20 Яковлев А.Я. Леонард Эйлер. – М.: Просвещение, 1983. – 78 с. 
21  Более подробно о массе тела см. Яблонский А.А., Никифорова В.М. Курс теоретической 
механики. Ч. 1. Статика. Кинематика. Ч. 2. Динамика. – СПб.: Изд–во «Ланъ», 1998. – 768 с. 
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2.1.2. Понятие о материальной точке и массе тела 
 
 

Будем рассматривать тело столь малых размеров, что различием в движе-
нии его частиц можно пренебречь. Такое тело называют материальной точкой 
(или материальной частицей). Материальную точку можно представлять в ви-
де точки (геометрической), обладающей массой m, размеры которой в конкрет-
ных условиях можно не учитывать. Поэтому в дальнейшем материальную точ-
ку будем называть просто точкой (частицей).  

Поступательно движущееся тело можно всегда рассматривать как матери-
альную точку с массой, равной массе всего тела, поскольку в этом случае дви-
жения скорости и ускорения точек тела одинаковы. Например, груз, размещён-
ный в вагоне без учёта его поворота относительно пола вагона по вертикальной 
оси, можно принимать как материальную точку с массой, равной массе всего 
груза. 

Произведение массы точки m на его скорость v  (англ. velocity) называют 
количеством движения (или импульсом) точки  vm . Единица измерения ко-
личества движения  килограмм–метр в секунду (кгм/с).  

Поскольку масса m величина скалярная, положительная и постоянная для 
каждого материального тела, направление m v  совпадает с направлением ско-
рости точки v . 

Количество движения vm  есть вектор, всегда совпадающий с направле-
нием скорости точки v  (рис. 2.1). 

Количество движения является одной из основных динамических характе-
ристик движения точки. 

 

 
 

Рис. 2.1. К направлению количества движения. 
 
 

2.1.3. Основные законы механики 
 

Основные понятия кинетики – силу и массу – вводят в механику соответ-
ствующими определениями, а соотношения между ними устанавливают систе-
мой аксиом, или законов, которые составляют основу механики.  
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П е р в ы й  з а к о н (закон инерции, открытый Галилеем Галилео22 1638 
г.). Изолированная материальная точка сохраняет состояние покоя или рав-
номерно-прямолинейного движения до тех пор, пока действие других тел не 
изменит этого состояния. 

Иначе, изолированной материальной точкой называют точку, которая пе-
ремещается в пространстве и времени. При этом исключают воздействие на 
точку окружающей среды  сил (например, силы аэродинамического сопротив-
ления). 

Равномерное и прямолинейное движение материальной точки (т. е. движе-
ние с постоянной скоростью v  = const) является движением по инерции. Под 
состоянием равновесия материальной точки и твёрдого тела понимают не толь-
ко состояние покоя, но и движение по инерции. Для твёрдого тела не только 
прямолинейное движение, но и равномерное вращение вокруг неподвижной 
оси (т. е. при ω  = const) также является движением по инерции. 

Таким образом, свойство материальной точки сохранять свою скорость 
даже при отсутствии действующих сил называют инерцией (англ. inert). 
Иначе, движение, совершаемое точкой при отсутствии сил, называют дви-
жением по инерции. 

Например, движение свободного тела (или материальной точки) при его 
падении под углом к горизонту. При отсутствии сопротивления движению сре-
ды (воздух) горизонтальная скорость тела остается постоянной, поскольку от-
сутствуют горизонтальные силы. Математическое доказательство первого за-
кона инерции приведено в (4.17) (см. пп. 4.6.1) 

Свойства точки сопротивляться действию силы также называют инертно-
стью. 

Систему отсчёта, в которой справедлив закон инерции, называют инерци-
альной (или галилеевой) системой отсчёта. Инерциальной можно считать 
систему отсчёта, жёстко связанной с Землёй, если пренебречь вращением 
Земли. 

 
 

Примеры применения закона инерции 
 

П р и м е р  1. Рассмотрим физику «срыва» груза относительно пола вагона 
(при этом неважно, что они закреплены к вагону или же уложены без крепле-
ний). При соударениях вагонов с грузами с группой неподвижно стоящих на 
пути загруженных до полной грузоподъёмности инертным грузом (например, 

                                                 
22 Галилей Галилео (15.02.1564 – 08.01.1642) – итальянский физик, механик, астроном, один 
из основателей точного естествознания. Галилей установил принципы, лёгшие в основу 
дальнейшего развития механики: принцип относительности, закон инерции (1638), закон не-
зависимости действия сил (чётко сформулированный И. Ньютоном в виде четвёртого закона 
динамики в 1687 г.). Ввёл понятия: скорости в данной точке, ускорения, сложения движений. 
Они составили фундамент для построения динамики, созданной в XVII в. Рене Декартом, 
Христианом Гюйгенсом и Исааком Ньютоном (04.01.1643 – 31.03.1727). 
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песком, щебнем и т. п.) полувагонов («стенкой») или при маневровых соударе-
ниях при формировании состава на железнодорожной станции происходит 
«срыв» груза вдоль вагона (точнее, относительно пола вагона) по инерции. Ина-
че, движение груза вдоль вагона происходит из-за свойства груза, согласно за-
кону инерции, сохранять свою скорость, с которой он двигался вместе с ваго-

ном. Причём скорость «срыва» груза с места 0v  равна скорости вагона с грузом 

до соударения 1v  (см. пп. 5.2.4, задача 2). Такое же явление происходит при 
экстренном торможении поезда как при движении по прямому участку пути, 

так и по кривому при спуске. Здесь скорость «срыва» груза с места 0v  равна 

скорости движения поезда v . Доказательство этих гипотез математически пред-
ставлено уравнением (4.17) (см. пп. 4.4.1) при условии, что моменты соударения ваго-
нов и торможения поезда происходит в инерциальной системе отсчёта. 

 
П р и м е р  2. Выясним физику срыва груза с места (например, среднетон-

нажного или крупнотоннажного контейнера), подвешенного на погрузочно-
разгрузочных машинах (ПРМ) (козловые и стреловые краны, автопогрузчики и 
др.), при их внезапной остановке. Такое явление может привести к опрокиды-
ванию ПРМ относительно опор, расположенных со стороны возможного от-
клонения груза (см. п. 2.10). Для примера рассмотрим козловой кран для пере-
работки крупнотоннажных контейнеров (рис. 2.2). 

 

 
 

Рис. 2.2. Кран козловой КК-24, предназначенный 
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для переработки крупнотоннажных контейнеров. 
1 – ферма крана; 2 – грузовая тележка с электроприводами, которая размещена 
на ферме крана; 3 – опоры крана; 4 – ветви пространственного полиспаста для 
подъёма и опускания спредера 5; 6 – крупнотоннажный контейнер. 

 

 
 

Рис. 2.3. Козловой кран КК–20М 2 со спредером, предназначенный 
для переработки крупнотоннажных контейнеров. 

1 – одна из ножек крана; 2 – ферма крана; 3– спредер для подъёма и опускания 
крупнотоннажного контейнера.  

 
Напомним, что полиспаст  это устройство, которое образовано соединением 

нескольких блоков с подвижными осями вращения и одного с неподвижной осью 
вращения посредством систем гибких нерастяжимых нитей (стальных тросов и/или 
канатов). Спредер  специальное грузозахватное устройство, предназначенное 
для застропки (захвата) и отстропки (освобождения) крупнотоннажного кон-
тейнера (см. рис. 2.2, 2.3)23. Для реализации таких функций спредер оснащён 
электродвигателем, редуктором, открытыми цилиндрическими зубчатыми ко-
лёсами и рабочими органами специальной конфигурации (поворотный кула-
чок).  

При внезапной остановке крана груз (контейнер) вместе со спредером, со-
гласно закону инерции, начнёт вращаться относительно точки O подвеса кана-
тов полиспаста (рабочего барабана грузовой тележки, на который намотаны ка-

наты) со скоростью v , равной переносной скорости крана до остановки ev , т. 

                                                 
23  Туранова Х.Т. Прикладная механика в сфере грузовых перевозок. Екатеринбург: УрГУПС, 
2008.  365 с. 
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е. evv   (рис. 2.4). Причём переносная скорость крана является начальной 

скоростью 0vve  . 
 

 
 

Рис. 2.4. Перемещение груза относительно корпуса крана по горизонтали. 
1 – ножки крана; 2 – ферма крана, на которой размещена грузовая тележка. 

 
На рис. 2.4 обозначено: C и G – общий центр масс и сила тяжести системы 

«спредер – груз»; L – L – траектория движения центра масс системы; M – точ-
ка, на которую может подняться система при внезапной остановке крана; D и E 
– опоры крана (точки контакта двухребордных колёс ножек крана с подкрано-
выми путями); φ = φmax – максимальный угол, на который может отклониться 
груз относительно вертикали, рад; 2φ – максимальный угол размаха центра 
масс системы, рад; l – длина канатов полиспаста, м; Δx – расстояние, на кото-
рое по горизонтали может переместиться груз, м. 

Отметим, что нахождение общего центра масс системы «спредер –груз» C 
выполняют по методике, описанной в п. 2.6. 

При внезапной остановке крана приобретённая кинетическая энергия груза 
вместе со спредером E (англ. energy) (см. (4.31)), согласно закону сохранения 
энергии, переходит в потенциальную P (англ. potential), в результате чего име-
ют  

 

,g
2

2

hM
Mv

                                              (2.1) 
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где M – масса системы «спредер – контейнер» (в дальнейшем – груз), кг; 0v  – 

начальная скорость груза, равная переносной скорости крана ev , м/с; g – уско-

рение свободного падения, м/с2; Δh – высота, на которую может подняться 
груз, м. 

Отсюда та высота, на которую может подняться груз, м: 
 

.
g2

2
0v

h                                                     (2.2) 

 
Подчеркнём, что для определения высоты, на которую может подняться 

груз, следует вместо закона сохранения энергии применить теорему об измене-
нии кинетической энергии для несвободной материальной точки в конечной 
форме (см. п. 4.4.2, (4.41)).  

Из ΔOMM1 находят то расстояние Δx, м, на которое по горизонтали мо-
жет переместиться груз: 

22 )( hllx  ,  
 

или, после преобразований, 

)2( hlhx  ,                                        (2.3) 
 

где l – длина канатов полиспаста м. 
Из ΔOMM1 расстояние Δx может быть получено как  

 
 sinlx ,                                          (2.3а) 

 
где φ – угол, на который может отклониться груз относительно вертикали, рад: 

 

.arccos 





 


l

hl
 

 
В дальнейшем задача на опрокидывание крана может быть решена по ме-

тодике п. 2.10 (см. (2.136)). Также может быть решена задача малых свободных 
угловых колебаний системы «спредер – контейнер». 

 
П р и м е р  3. Изучим физику падения пассажира с верхней полки купейно-

го или плацкартного вагона поезда. Действие закона инерции ощущает на себе 
пассажир пассажирского поезда при резком движении поезда вперёд, произо-
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шедшего из-за неопытности машиниста локомотива, или при внезапном тор-
можении поезда из-за исключения случаев столкновения состава с каким-либо 
случайно появившимся на железной дороге объектом. При резком торможении 
поезда возможно падение пассажира с верхней полки у задней стенки купе по 
ходу движения поезда. 

 
П р и м е р  4. Выясним физику падения пассажира, свободно стоящего в 

коридоре купейного или плацкартного вагона поезда при его вхождении в кри-
вой участок пути. Действие закона инерции испытывает на себе пассажир при 
вхождении пассажирского поезда из прямого в кривой участок пути, поскольку 
внезапное появление нормальной составляющей полного ускорения (см. пп. 
1.8, рис. 1.18) всегда вызывает резкий поперечный толчок со всеми вытекаю-
щими из него последствиями. При этом возможно (и/или происходит) падение 
пассажира поперёк вагона из-за свойства пассажира как материального тела со-
гласно закону инерции, сохранять свое прямолинейное движение, с которым он 
двигался вместе с вагоном или относительно него. Особо отметим, что на пас-
сажира не действуют никакие внешние силы при отсутствии источника (т. е. 
объекта) в виде определённого тела (см. п. 4.5, (4.44)). Поэтому падение пасса-
жира происходит естественным образом по закону инерции, если он не держит-
ся, например, за горизонтальные подручники вагона. При этом действие этого 
закона больше всего испытывает пассажир, стоящий лицом поперёк вагона (в 
сторону бокового стекла), и менее всего – вдоль вагона с широко расставлен-
ными ногами. При математическом описании явления падения пассажира в 
этом случае учитывают движение вагона с ускорением, которое зависит от ско-
рости движения поезда v  и радиуса кривизны траектории   в данной точке 
кривого участка пути (см. (4.47)). Поэтому, возможно, «говорят», что причи-
ной падения пассажира в рассматриваемом случае является действие силы 
инерции, хотя никакой силы на него не действует.  

 
П р и м е р  5. Рассмотрим физику «срыва» с места пассажира автотранс-

порта. Согласно закону инерции, возможен удар головой о лобовое стекло 
пассажира (свободно сидящего в автомобиле, не пристёгнутого ремнём 
безопасности) при резком торможении или столкновении автомобиля с дру-

гим подвижным или неподвижным объектом со скоростью автомобиля v  
до столкновения или до удара.  

 
П р и м е р  6. Рассмотрим физику «срыва» стальной футерованной трубы с 

кузова грузового автотранспорта (рис. 2.4, а). 
Согласно закону инерции, при внезапном торможении автотранспорта 

возможен «срыв» незакреплённой стальной футерованной трубы с места с 

той скоростью v , с которой ехал автотранспорт до торможения на перекрё-
стке. 
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Рис. 2.4, а. Реальный срыв стальной трубы с места при внезапном  
торможении автотранспорта. 

 
П р и м е р  7. Изучим физику «срыва» с места пассажира воздушного лай-

нера. Согласно закону инерции, при внезапном падении лайнера вниз («воз-
душная яма») возможен удар головы пассажира, не пристегнутого ремнем 
безопасности, о потолок салона или во время посадки и рулении самолёта – о 
переднее сиденье. 

 
В т о р о й  з а к о н (закон зависимости между количеством движения и 

силой, или основной закон динамики материальной точки, открытый Исааком 
Ньютоном в 1687 г. в знаменитом научном труде «Математические начала на-
туральной философии»). Производная по времени от количества движения 
материальной точки относительно инерциальной системы отсчёта равна 
геометрической сумме приложенных к точке сил. 

Математически данный закон записывают в виде уравнения 
 

F
dt

vmd


)( абс
.                                             (2.4) 

 
Этот закон справедлив лишь по отношению к инерциальной системе отсчё-

та.  
Из (2.4) следует, что сила, представляющая собой эффект взаимодействия 

данной точки с другими телами или точками, является фактором, изменяющим 
количество движения. 
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В классической механике масса частицы считается постоянной (m = const), 
поэтому уравнение (2.4) представляют ещё в виде 

 

.абс F
dt

vd
m                                                (2.5) 

 
Умножая обе части (2.5) на dt, получают 

 

.абс dtFvmd   
 

Интегрируя полученное соотношение в пределах от абс.0v  до абсv , соот-

ветствующие времени от t0 до t, И. Ньютон, вывел 
 

 
t

t

v

v

dtFvdm
00

абс , 

 
откуда получил математическое представление второго закона динамики в ви-
де24  

 

)()( 0абс.0абс ttFvvm  .                                  (2.5а) 
 

Л. Эйлер в своем научном труде «Механика» (1736), обозначая 

абсабс.0абс vvv   и t – t0  = Δt , разделил обе части (2.5а) на Δt: 
 

,абс F
t

v
m 




 

 
а затем, переходя к пределу при t  0  

 

,lim абсабс

dt

vd
m

t

v
m

t





  

 
представил левую часть как произведение массы тела m на производную от 
вектора скорости в данный момент времени 

                                                 
24 Яблонский А.А. Курс теоретической механики. Ч. 2. Динамика. – М.: Высш. шк., 1966. – 

411 с. 
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F
dt

vd
m абс

, 

или, учитывая, что dt

vd
, т. е. производная от вектора скорости в данный момент 

времени есть ускорение точки абсa , получил 
 

Fam абс ,                                               (2.6) 
 

где абсa   абсолютное ускорение точки. 
Отсюда ясно, что второй закон устанавливает связь между силой и кине-

матической величиной  абсолютным ускорением абсa . Иначе, произведение 

массы точки (при m = const) на её абсолютное ускорение равно действующей 
на точку силе. 

Направление абсолютного ускорения абсa  всегда совпадает с направлени-

ем силы F  (рис. 2.5). Единица измерения силы  ньютон (1 Н = 1 кгм/с2). 
 

 
 

Рис. 2.5. К направлению абсолютного ускорения. 
 

Можно дать другую формулировку основного закона динамики: 
произведение массы материальной точки на абсолютное ускорение, которое 
оно получает под действием данной силы, равно по модулю этой силе, а на-
правление абсолютного ускорения всегда совпадает с направлением силы. 

Второй закон, как и первый, применим только в инерциальной (неподвиж-
ной) системе отсчёта. 

Из этого закона непосредственно следует (см. уравнение (2.6)), что мерой 
инертности материальной точки является её масса, поскольку при действии 
данной силы точка, масса которой больше, т. е. более инертная, получит мень-
шее ускорение и наоборот, т. е. ускорение обратно пропорционально массе те-
ла. 
Сила тяжести в пустоте всем телам, независимо от их массы, сообщает посто-
янное ускорение (называемое ускорением свободного падения), равное g = 9,81 
м/с2 (величина данного ускорения изменяется с изменением широты местности 
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и высоты над уровнем моря). Поэтому, если вес материальной точки обозначим 

через G , то уравнение (2.6) примет вид 
 

Ggm  , 
отсюда 

.
g

G
m                                                     (2.7)  

 
Масса материальной точки равна её весу, разделённому на ускорение сво-

бодного падения. Единица измерения массы   ньютон секунда в квадрате на 
метр (Нс2/м), что равносильно килограмму (кг). 

Если сила на точку не действует, т. е. 0F , то 0абс am  или 

0абс 
dt

vd
m , отсюда ясно, что v  = const. 

Итак, эффект действия силы на материальную точку заключается в том, 
что точка получает ускорение. При отсутствии силы ускорение точки равно 
нулю, т. е. точка движется по инерции, что согласуется с законом инерции. 

Основной закон динамики устанавливает количественную связь между ки-
нетическими факторами, обусловливающими движение точки, т. е. между 

действующей силой (внешний фактор) F  и массой точки (внутренний фактор) 

m, с одной стороны, и кинематической величиной ускорением a  – с другой. 
Таким образом, действие силы на точку зависит от массы точки, которая 

является мерой её инерции. 
Особо отметим, что второй закон динамики – фундаментальный закон ес-

тествознания в инерциальной системе отсчёта. Дифференциальная форма за-
писи основного закона динамики (см. (2.5)) позволяют рассмотреть многочис-
ленные прикладные задачи, где движение определяют переменными силами.  

 
Т р е т и й  з а к о н (закон равенства действия и противодействия, от-

крытый Исааком Ньютон в 1687 г. Этот закон ясно понимал ещё и Роберт Гук 
(1635 – 1703)). Силы, с которыми действуют друг на друга две материальные 
точки (тело), всегда равны по модулю и направлены по прямой, соединяющей 
эти точки, в противоположные стороны. Можно дать другую формулировку 
этого закона: всякому действию соответствует равное по величине и проти-
воположно направленное противодействие (рис. 2.6).  

Математически этот закон выражается равенством 
 

21 FF  .                                                (2.8) 
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Рис. 2.6. К взаимодействию двух тел. 
 
Третий закон устанавливает зависимость между действующими на мате-

риальные точки силами и является основой динамики системы материальных 
точек. Этот закон утверждает, что в природе нет односторонних действий. 

Третий закон, как первый и второй, применим только в инерциальной (не-
подвижной) системе отсчёта. 

 
 

Практическое применение третьего закона механики 
 

В технике вообще и в железнодорожном транспорте в частности решение 
любой практически важной задачи начинают с использования закона равенства 
действия и противодействия механики, на основе которого определяют реакции 
связей (определение связи будет дано ниже). 

Например, если вагону сообщают ускорение абсa  посредством автосцеп-

ки, то необходимая для этого сила равна   абсamF   (m – масса вагона). Эта 
сила и есть реакция связи (автосцепки), приложенная к объекту (вагону). По за-
кону равенства действия и противодействия на связь (автосцепка и связанный с 

ней, например, локомотив) действует сила R  , равная силе действия сцепки на 
вагон и направленная в противоположную сторону. И эту силу должна преодо-

леть так называемая сила тяги  локомотива тF , максимальное значение кото-
рой равно максимальной силе трения скольжения ведущих колесных пар локо-

мотива (т. е. 
max
тр

max
т FF  ). 

В последующем будет показано весьма широкое использование этого зако-
на в задачах грузовых перевозок для нахождения реакций связи. 

 
Ч е т в е р т ы й  з а к о н (закон независимости действия сил – закон Га-

лилея Галилео). Если на материальную точку действуют одновременно не-
сколько сил, то полученное этой точкой ускорение равно геометрической сум-
ме ускорений, вызываемых каждой силой в отдельности. 

Пусть на точку действует сумма сил nFFF ,...,, 21 . Каждая сила в отдель-
ности сообщает точке ускорение: 
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,1
1 m

F
a      ,2

2 m

F
a    ….,   .

m

F
a n

n   

 
Тогда, согласно данной аксиоме (см. правила сложения векторов [Брон-

штейн, Семендяев, 1980]) , 

naaaa  ...21 , 
или 

)...(
1

21 nFFF
m

a  . 

Учитывая, что  

,
1




n

k
kFR                                                   (2.9) 

 
последнему равенству придадим вид 

R
m

a
1

 , 

где R   равнодействующая данной системы сил. 
Следовательно, 

Ram  .                                                  (2.10) 
 

Уравнение (2.10) совпадает с уравнением (2.6). 
Следовательно, если на материальную точку действуют несколько сил, то 

они могут быть заменены равнодействующей R . 
Равенство (2.9) выражает известный из геометрической статики закон 

сложения сил: равнодействующая нескольких сил, приложенных к данной точ-
ке, равна их геометрической сумме (см. (2.40)). 

Если в уравнении (2.10) ускорение a  = 0, т. е. материальная точка в соот-
ветствии с первым законом механики движется прямолинейно и равномерно 

или находится в покое, то 0R  или 0
1




n

k
kF . В этом случае систему сил 

nFFF ,...,, 21  называют уравновешенной системой 





n

k
kFF

1
.                                               (2.11) 
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Это следствие представляет собой обобщённый закон параллелограмма 
сил25 как векторных величин. 

 
 

2.1.4. Понятие о механической системе точек и связях26 
 

Система материальных точек 
 

Совокупность (множество) материальных точек (частиц) называют систе-
мой материальных точек (частиц). Если движение каждой точки в системе ма-
териальных точек зависит от положения и движения остальных точек системы, 
то такую систему называют механической системой материальных точек. Ина-
че, механической системой точек (далее системой) называют совокупность ко-

нечного или бесконечного числа точек ( ni ,1 ), в которой положение (харак-

теризуемое координатами, т. е. радиус-векторами ir ) и движение (характери-

зуемое скоростями iv  и ускорениями ia  каждой точки) зависит от положения 
и движения остальных точек.  

Следовательно, для того чтобы система была механической, необходимо, 
чтобы точки системы были каким-либо образом связаны между собой, т. е. на 
движение точек наложены какие-то ограничения, называемые связями. Приме-
ром связей являются физические тела в виде твёрдых и/или гибких тел, кото-
рые ограничивают движения других тел (материальных систем). При этом ме-
жду точками системы будут действовать силы взаимодействия. 

Иначе, в механике под материальной системой понимают совокупность 
материальных точек, движения которых взаимосвязаны. 

Всякая совокупность материальных тел, так или иначе связанных между 
собой, также образует механическую систему. Примером всякой совокупности 
материальных тел в задачах грузовых перевозок могут быть груз без грузовых 
петель в виде твёрдого тела, деревянные подкладки, вагон, упорные и распор-
ные бруски. Груз и вагон связаны между собой посредством деревянных под-
кладок и/или гибких упругих элементов, и/или упорных деревянных брусков, 
которые являются связями, ограничивающими движение груза в том или ином 
направлении. При этом между грузом и вагоном будут действовать силы взаи-
модействия в виде реакции связи. В соответствии с этим «груз – деревянные 
подкладки – вагон», или «груз – деревянные подкладки – гибкий упругий эле-
мент – вагон», или «груз – деревянные подкладки – вагон –упорный деревян-
ный брусок», или «груз – деревянные подкладки – гибкий упругий элемент – 
упорный деревянный брусок – вагон» образуют механическую систему. Если 
                                                 
25 Стевин Симон – голландский математик и механик (1548 – 1620). Установил закон сложе-
ния сил по правилу параллелограмма, хотя аналогичный закон сложения сил был указан ещё 
Архимедом. 
26  Бухгольц Н.Н. Основной курс теоретической механики.  М.: Наука, 1967. Ч. 1.  460 с. 
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груз с грузовыми петлями, то механическую систему образуют те же системы, 
возможно, что и  без деревянных подкладок. 

Если точки или тела системы связаны между собой неизменно, т. е. так, что 
взаимное расстояние между любыми точками остаётся постоянным, то такую 
систему называют неизменяемой системой, а тело – абсолютно твёрдым те-
лом; в противном случае систему называют изменяемой, а тело деформируе-
мым. Примером неизменяемой механической системы в задачах грузовых пе-
ревозок является или жёсткое крепление груза к вагону, или крепление груза к 
вагону, если к боковым и торцевым сторонам груза к полу вагона крепёжными 
изделиями (гвоздь) прикреплены деревянные упорные и/или распорные бруски 
до момента начала выворачивания упорных брусков или раскалывания распор-
ных брусков. 

Положение системы определено, если известно положение каждой из то-
чек, составляющих систему, и наоборот. 

 
 

Связи и их классификация 
 

Рассмотрим движение системы материальных точек Мi ( ni ,1 ) относи-

тельно некоторой прямоугольной декартовой системы координат Oxyz. Как 
отмечено ранее, обычно состояние (положение и движение) механической сис-

темы задаётся координатами (т. е. радиус-векторами ir ), скоростями iv  и уско-

рениями ia  её точек. Очень часто при движении системы положение, скорости 
и ускорения её точек не могут быть произвольными. 

Ограничения, налагаемые на величины ir , iv  и ia  систем материальных 

точек Мi, которые должны выполняться при любых действующих на систему 
силах, называют связями (англ. constraint). Иначе, условия, налагающие ограни-
чения на положение и движения точек системы, называют связями.  

Если на систему не наложены связи, то её называют свободной. Солнечная 
система является примером свободной механической системы. При наличии 
одной или нескольких связей систему называют несвободной.  

Если связь налагает ограничение только на положение системы ir  или на 

относительное положение точек Мi, составляющих систему, из-за чего его эле-
менты не могут занимать произвольного положения в пространстве (т. е. ис-

ключено 1ir  или 1ir ), то такую связь называют геометрической (голономной).  
Геометрические связи делят на удерживающие (двусторонние, неосвобо-

ждающие) и неудерживающие (односторонние, освобождающие), идеальные и 
неидеальные27, а также на внешние и внутренние. 
                                                 
27 Бать М.И., Джанелидзе Г.Ю., Кельзон А.С. Теоретическая механика в примерах и задачах. 
Т. 2 (специальные главы механики). – М.: Наука, 1966. – 663 с. – С. 335–338. 
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Примерами идеальных связей являются идеально гладкие плоскости и по-
верхности, абсолютно жёсткий стержень, абсолютно твёрдое тело (например, 
тело качения в подшипнике качения, рельсовые нити) и т. д., а неидеальных 
связей – негладкие плоскости (например, пол вагона) и поверхности. Определе-
ние идеальных и неидеальных связей будет дано в п. 3.3. 

Связи математически записывают в виде уравнений или неравенств в зави-
симости от их характера. 

Связи обладают такими важными свойствами, как способность сохра-
няться (остаться неразрушенными), возникать (появляться вновь) или исче-
зать (покидать, или быть разрушенными) в зависимости от величины и харак-
тера действующих на систему сил (приложенных статически или внезапно)28. 

Примером удерживающей (двусторонней, неосвобождающей) связи в за-
дачах грузовых перевозок является жёсткое (но разъёмное) крепление специ-
ального устройства, на которое уложен твёрдотельный груз (в дальнейшем 
груз), к стоечным скобам вагона (рис. 2.7).  

 

 
 

Рис. 2.7. Применение удерживающей связи (стержень) для крепления груза.  
1 – платформа; 2 – груз; 3 – специальное устройство, на которое размещён 
груз; 4 – двусторонняя связь (стержень); 5 – стоечная скоба платформы. 

 
При этом любые точки этого устройства не могут ни приблизиться к сто-

ечным скобам платформы, ни отдалиться от него.  
Другим примером является размещение нижних труб в полувагоне, вплот-

ную контактирующих с боковыми стенками вагона (см. рис. 2.8, а, б) или огра-

                                                 
28 Пановко Я. Г. Введение в теорию механического удара. – М.: Наука, 1977. – 224 с. 
  Добычин И.А. Основы теории механического удара с приложениями к задачам железнодо-
рожного транспорта: учеб. пособие. – Екатеринбург, 1994. – 144 с.. 
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ничение поперечного сдвига трубы большого диаметра упорными брусками на 
платформе (см. рис. 2.8, в).  

 

 
 

Рис. 2.8. Размещение труб большого диаметра на вагоне. 
 

Таким образом, удерживающая геометрическая связь математически вы-
ражается координатами точек материальной системы: 

f( ir ) = 0, 
или 

0),,,...,,,( 111 nnn zyxzyxf ,                            (2.12) 
 

Связи называют неудерживающими, если они препятствуют перемещени-
ям материальных точек в некоторых направлениях, но допускают перемещения 
в прямо противоположных направлениях. Желая подчеркнуть, что при некото-
рых условиях связь теряет своё назначение – ограничивать положение системы, 
такую связь называют неудерживающей, освобождающей. Неудерживающие 
связи могут прекращать своё действие в одном направлении и сохранять в дру-
гом, поэтому их иногда называют односторонними связями в отличие от дву-
сторонних (удерживающих). 

Примером неудерживающей (односторонней) связи в задачах грузовых 
перевозок является крепление груза к вагону посредством либо гибких упругих 
элементов, либо упорных деревянных брусков (см. размещение упорного бру-
ска на платформе на рис. 2.8, в), либо их сочетанием. Другой пример такой свя-
зи – размещение верхних труб в полувагоне, вплотную контактирующих с 
нижними трубами (см. рис. 2.8, а, б). 

На практике двусторонние связи (стержень) (см. рис. 2.7) после их разру-
шения могут превратиться в неудерживающие (односторонние, освобождаю-
щие) связи (рис. 2.9).   
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Рис. 2.9. Разрушение сварного шва металлического уголка, 
как двусторонней (удерживающей, неосвобождающей) связи. 

 
П р и м е р  1. Пусть материальная точка М принуждена двигаться только в 

заданной плоскости H (или Оxy), проходящей через начало координат О (рис. 
2.10). Применительно к задачам грузовых перевозок точка М соответствует 
грузу, размещённому в вагоне, у которого разрушены все средства креплений 
(как гибкие упругие, так и упорные элементы). 

 

 
 

Рис. 2.10. Движение материальной точки на плоскости. 
 

Тогда плоскость H будет по отношению к точке М геометрической связью. 
Если ось Оz декартовой системы координат направить перпендикулярно плос-
кости H, в которой движется точка М, то z = 0 – уравнение связи. Или уравне-
нием связи, налагающим ограничения на координаты x и y несвободной точки 
М в плоскости H, является 

222 lyx  . 
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Если 0z , то это означает отрыв (потеря связи) точки М относительно 
плоскости H, чему в задачах грузовых перевозок соответствует «отрыв» легко-
весного груза относительно пола вагона. 

Таким образом, плоскость H по отношению к точке М является неудержи-
вающей (односторонней, освобождающей) геометрической связью. 

 
П р и м е р  2. Пусть две материальные точки A и М (или A1 и М1) связаны 

нерастяжимой нитью длиной l. Применительно к креплению груза в вагоне 
точка A (или A1) соответствует увязочному устройству вагона, точка М (или 
М1) – грузовой петле груза, а нерастяжимая нить l – гибкому упругому элемен-
ту крепления (рис. 2.11).  

 

 
 

Рис. 2.11. Крепление груза на вагоне. 
1 – пол вагона; 2 – груз; 3 и 3а – элементы креплений. 

 
В этом случае, при условии движения груза влево, приводящем к ослабле-

нию нити 3, связь (потерянная) задается соотношением  
2222 )()()( lzzyyxx AMAMAM  ,            (2.13) 

а вправо, приводящем к натягиванию нити 3, –  
2222 )()()( lzzyyxx AMAMAM  .            (2.13а) 

Эти уравнения связывают между собой шесть независимых координат сис-
темы: xA, yA, zA и xM, yM, zM, причём zA = 0. 

В общем случае связь задают соотношением 

0),,,( tavrf iii .                                        (2.14) 
Если в этом соотношении реализуется только знак равенства (см. (2.12)), то 

связь называют удерживающей (двусторонней, неосвобождающей).  
В примере 1 и 2 связь в виде плоскости H – удерживающая, поскольку 

влияние связи не может прекратиться, или, иначе, система (в данном случае 
точка М или груз 2) не может освободиться от связи. Для точки М и груза 2 
уравнением связи является z = 0. Исключение составляет случай, когда груз 
легковесный (вес груза меньше тары вагона) и он может покинуть связь (т. е. 
оторваться от поверхности) (см. пример 1). 
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Если в (2.13) и/или (2.14) реализуются знаки как равенства, так и неравен-
ства, то связь называют неудерживающей (односторонней, освобождающей).  

В примере 2 связь l неудерживающая (односторонняя, освобождающая) 
при условии движения груза влево. Здесь груз 2 при движении влево может по-
кинуть связь, поскольку связь действует тогда, когда нити 3 и 3а натянуты. При 
движении груза вправо связь удерживающая (двусторонняя, неосвобождаю-
щая). Здесь груз 2 не может покинуть связь (нити 3 и 3а) до момента её разру-
шения, хотя связь предварительно натянута. В соответствии с этим элементы 
крепления 3 и 3а относятся к классу неудерживающей (односторонней, осво-
бождающей) связи. 

Примеры потери неудерживающей (односторонней, освобождающей) свя-
зи в практике перевозки грузов в вагонах представлены на рис. 2.12, 2.13. 

 

 

 

Рис. 2.12.  Потеря односторонних связей (ослабление гибких элементов  
креплений) противоположного направления.  

Здесь и на рис. 2.13: 1 – платформа; 2 – груз; 3 – грузовая проушина; 
4 – стоечная скоба платформы; 5 – гибкие упругие элементы креплений;  
6 –деревянные подкладки. 
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Рис. 2.13. Потеря удерживающей связи (гибких элементов креплений) груза  
с грузовыми петлями на подкладках. 

 
Пример одновременной потери (разрушение) неудерживающей (односто-

ронней, освобождающей) и удерживающей (двусторонней, неосвобождающей) 
связей в практике перевозки грузов в вагонах представлен на рис. 2.14. 

 

 
 

Рис. 2.14. Разрушение односторонней (гибких элементов креплений)  
и двусторонней (стоечных скоб) связей груза с грузовыми петлями  

на подкладках. 
1 – гибкие упругие элементы креплений; 2 – стоечная скоба платформа. 

 
В результате потери двусторонней связи (стержень) произошёл сдвиг груза 

на величину ∆x с разрушением деревянных подкладок (рис. 2.15). 
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Рис. 2.15. Сдвиг груза относительно специального устройства.  
1 – груз (ЖБИ); 2 – специальное устройство; 3 – платформа;  
4 – разрушение подкладки под груз.  

 
Вспомним, что если на точки системы заранее наложены ограничения гео-

метрического характера (т. е. только на положение системы ir , где исключено 

1ir  или 1ir ), то такие связи называют геометрическими (конечные, голоном-
ные). 

Если же связь, кроме того, налагает ограничения ещё и на кинематические 

элементы (например, на скорости iv  и ускорения ia ) (см. (2.14)), то такую 
связь называют кинематической (неголономной). 

Связи также делят на стационарные (не зависящие от времени) и неста-
ционарные (зависящие от времени). 

Если в уравнение (2.12) время t явно не входит, то связь называют ста-
ционарной или склерономной (по терминологии Больцмана). Математически 
такая связь представлена в виде уравнения (2.12) или (2.13). 

В общем виде математически геометрические связи записывают как урав-
нения поверхности, содержащей координаты точек системы: 

 

0)()()( 2222  lzzyyxx MAMAMA .                  (2.15) 
 

Уравнения кинематической связи, налагающей ограничения не только на 
положения, но и на скорости и ускорения точек системы, имеет вид 

 
0),,,,,,...,,,( zyxzyxzyxf  .                              (2.16) 
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Стационарные связи встречаются только в задачах геометрической ста-

тики. 
Если в уравнение (2.12) в качестве аргумента явно входит время t (см. 

(2.14)), то связь называют нестационарной или реономной. Математически та-
кую связь записывают в виде 

0),( trf i , 
или 

0),,,,...,,,( 111 tzyxzyxf nnn .                    (2.17) 
 

Примером нестационарной связи в задачах грузовых перевозок является 
математическое описание движения груза A как материальной точки во время 
его подъёма (или опускания), осуществляемого канатами полиспаста грузо-
подъёмной машины (см. рис. 2.2, 2.4). При равномерном наматывании (или 

разматывании) канатов на рабочий барабан со скоростью v  длина их свисаю-
щей части изменяется по закону l = l0   vt, где знак «минус» соответствует 
случаю наматывания каната, а «плюс» – разматывания; l0 – длина свисающей 
части канатов в начальный момент. Так как груз может раскачиваться, то урав-
нение этой связи имеет вид 

0)( 2
0

222  vtlzyx AAA  , 

т. е. содержит время t в явном виде. 

Если же в уравнение связи ),,,( tavrf iii  = 0 входят проекции скоростей iv  

и ускорений ia  точек системы, то связь называют дифференциальной (кинема-

тической). Дифференциальную связь ),,,( tavrf iii  = 0 называют интегрируе-
мой, если её можно представить в виде зависимости между координатами точек 
системы и временем (как в случае геометрической связи).  

Связи, как отмечали ранее, делят также на голономные и неголономные. 
Связи называют голономными (интегрируемыми), если они накладывают 

ограничения на положения точек ir  материальной системы. Вместе с тем после 
дифференцирования по времени уравнения голономных связей могут представ-
лять ограничения, накладываемые на скорости точек системы. Иначе, после 
дифференцирования уравнения связи по времени можно получить также зави-
симость между координатами и скоростями точек системы. 

Таким образом, геометрические и интегрируемые дифференциальные свя-
зи являются голономными. Различие их в том, что интегрируемые связи, после 
их интегрирования, включают в себя константы интегрирования. 

Связи называют неголономными (неинтегрируемыми), если они наклады-

вают ограничения и на координаты, и на скорости iv  точек системы. Эти связи 
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выражают зависимость между координатами ir  и скоростями iv  точек систе-
мы. Независимо от дифференциальных уравнений движения системы уравне-
ния этих связей не могут быть проинтегрированы [Бать и др., 1966].  

Примером неголономных связей является математический маятник пере-
менной длины29. Уравнением связи, налагающим ограничения на координаты x 
и z несвободной точки М в вертикальной плоскости V, будет 

222 )(tlzx  , 

где l(t) – переменная длина маятника. 
В специальных задачах грузовых перевозок будем рассматривать только 

голономные связи. 
Изложим интерпретацию (толкование) связи и их классификацию приме-

нительно к специальным задачам грузовых перевозок. 
 
 

Примеры применения связей и их реакций в задачах грузовых перевозок 
 

Отметим, что тела, которые ограничивают движение рассматриваемого те-
ла, в механике называют связями. 

В задачах грузовых перевозок под понятие «рассматриваемого тела» как 
объекта подпадает твёрдотельный груз, перевозимый на открытом подвижном 
составе (вагоны – платформа, полувагон, транспортер и др.). Под понятие «те-
ла, которые ограничивают движение рассматриваемого тела» подпадают ваго-
ны, гибкие упругие элементы (проволочные растяжки, обвязки), упорные и 
распорные (деревянные бруски) средства креплений груза. При этом гибкие 
упругие элементы и упорные средства креплений предусмотрены технологией 
креплений груза. 

Связи в механике классифицируют на внешние и внутренние. При этом 
важны их свойства, особенно такие, как способность сохраняться (не разру-
шаясь), возникать (приобретая другую связь в виде оси вращения, проходящей 
через грань) или исчезать (быть разрушенными) при соударении вагонов о 
стоящие вагоны на подорочном парке, при служебном торможении при движе-
нии подвижного состава на спуск и при экстренном торможении30. Например, 
контейнер после внезапной остановки вагона за время удара мгновенно потеря-
ет одну связь (пол вагона как горизонтальную поверхность) и приобретает дру-
гую связь в виде оси вращения, проходящей через одну из граней, в сторону ко-
торого он будет опрокидываться. В результате движение контейнера изменится 

                                                 
29  Лойцянский Л.Г., Лурье А.И. Курс теоретической механики. Т. 2. Динамика. – М.: Наука, 
1983. – 640 с. – С.  302–306. 
30 Пановко Я.Г. Введение в теорию механического удара. – М.: Наука, 1977. – 224 с. 
   Добычин И.А. Основы теории механического удара с приложением к задачам железнодо-
рожного транспорта: учеб. пособие.  Екатеринбург: Изд-во Урал. ун-та, 1944.  144 с. 
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мгновенно из поступательного со скоростью v  во вращательное с некоторой 
угловой скоростью ω. 

В специальных задачах грузовых перевозок с целью обеспечения безопас-
ности движения, сохранности перевозимого груза и транспортных сооружений, 
надёжности деталей подвижного состава важным является сохранение связей в 
виде гибких упругих элементов и упорных средств креплений, которые преду-
смотрены технологией креплений груза. 

Рассмотрим состояние несвободного тела, которое всегда либо опирается 
на другое тело, либо связано с другим телом гибкими нерастяжимыми нитями.  

Примером несвободного тела применительно к специальности «Управле-
ние процессами перевозок» является крупнотоннажный контейнер (твёрдое 

тело) весом G , где отверстия у нижних фитингов используются для постанов-
ки контейнеров на упоры специализированной платформы или автомобильного 
полуприцепа (рис. 2.16, а). Здесь для контейнера рама специализированной 
платформы или пол автомобильного полуприцепа являются внешними связями, 
поскольку они препятствует перемещению груза как по вертикали вниз и во-
круг неё, так и по горизонтали. 

 

 
 

Рис. 2.16. К пояснению связей. 
1 – вагон; 2 – груз; 3 – гибкие элементы креплений. 

 

Примером также служит штучный груз (твёрдое тело) силой тяжести G , 
опирающийся на платформу и закреплённый к нему n гибкими элементами 
креплений (растяжками) (рис. 2.16, б).  

Для данного примера внешними связями для штучного груза являются 
платформа и гибкие элементы креплений (растяжки, обвязки). Здесь пол плат-
формы препятствует перемещению груза по вертикали вниз и вокруг неё, а гиб-
кие элементы креплений ограничивают перемещения груза по плоскости  пола 
вагона.  

Для штабельного груза (рис. 2.17, а) с общим весом G , размещённого на 
вагоне несколькими ярусами и закреплённого к нему n гибкими элементами 
креплений, внешними связями для верхних ярусов являются ниже расположен-
ные подкладки и грузы и гибкие элементы креплений. 
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Рис. 2.17. К пояснению связей. 

1 – вагон; 2 – подкладки; 3 – груз; 3 – гибкие элементы креплений; 5 – увязка. 
 

Другим примером является укрупнённое грузовое место (система твёрдых 

тел) с общим весом G , образованное из единиц грузов (отдельных твёрдых 
тел) посредством увязок, которое опирается на платформу и закрепляется к ней 
гибкими элементами креплений (рис. 2.17, б). Здесь увязки играют роль внут-
ренних связей. 

Примером внутренней связи служит также конструкция балки, состоящая 
из системы двух твёрдых тел АК и KL, соединённых шарниром в точке К (рис. 
2.18). Шарнир К является внутренней связью, соединяющей две балки, на кото-

рые действуют внешние сосредоточенные силы 321 ,, FFF  и распределенная 

сила q  (см. п. 2.9). 

 
 

Рис. 2.18. К пояснению внутренней связи. 
 

Таким образом, связи в механике могут быть внешними и внутренними в 
виде материальных тел, твёрдых и гибких. 

Тело (груз) под действием приложенных к нему внешних сил (продольных, 
поперечных и вертикальных переносных сил инерции (см. пп. 4.6.1) и силы аэ-
родинамического сопротивления (см. (3.9 – (3.12))) стремится к перемещению 
по опорной поверхности (пол вагона).  
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Однако связь (пол вагона) будет препятствовать этому перемещению. Поэтому 
тело будет действовать на связь с некоторой силой, называемой силой давления 
Q  на связь. Одновременно, согласно закону равенства действия и противодей-
ствия механики, связь будет действовать на тело с такой же по модулю, но про-

тивоположно направленной силой N , т. е. QN   (см. рис. 2.16, а). Это спра-
ведливо только для случая, когда груз размещён на вагоне без применения гиб-
ких упругих элементов креплений.   

Силу, с которой связь (вагон) действует на тело (груз), препятствуя тем или 
иным его перемещениям, называют силой реакции связи или просто реакцией 

связи (англ.  reaction constraint) – R . Иначе, реакция связи – это сила, которая 
заменяет эффект действия связи на материальную точку (на тело). 

Если считать силу, с которой твёрдое тело (груз) действует на связь (ва-
гон), действием, то реакция связи является противодействием. При этом сила 
(действие) приложена к связи, а реакция связи – к твёрдому телу. В нетвёрдых 
(т. е. деформируемых или гибких упругих) телах понятие «реакция связи» име-
ет иное определение. К гибким упругим телам относят отожжённые стальные 
проволоки, нити, канаты, тросы, цепи, ремни и др. В них силу (противодейст-
вие), удерживающую твёрдое тело от перемещения в каком либо направлении, 

называют натяжением (упругой силой) – iR . Натяжение (противодействие) 
направлено от твёрдого тела (объект) к точке закрепления гибкого тела к дру-
гому подвижному или неподвижному твёрдому телу. Иначе, упругая сила (на-
тяжение) направлено противоположно реакции связи.  

Согласно закону равенства действия и противодействия механики, сила 
(действие) приложена к связи (если связь представляет собой твёрдое тело), а 
реакция связи приложена к твёрдому телу. Данное утверждение не распростра-
няется на гибкие упругие элементы крепления. 

Реакцией (англ. reaction) связи R  для объекта, показанного на рис. 2.16, а, 

представляемой виде гладкой поверхности, является N  – нормальная состав-
ляющая реакции связи (англ. normal reaction of constraint). Для реальной систе-
мы опирания контейнера с установкой фитингов на упоры, препятствующие 
горизонтальному смещению, рассматривают две компоненты равнодействую-

щей полных реакций от каждого из упоров – N  и )( yxR , где N  – вертикаль-

ная (нормальная) и )( yxR  – горизонтальная составляющие. 

Утверждение 1. Направление реакции связи противоположно тому на-
правлению, по которому связь препятствует движению данного тела. 

Примечание 1. Для свободно лежащего на платформе груза (см. рис. 2.16, 
а), согласно аксиоме равенства действия и противодействия механики, сила тя-

жести груза G  и нормальная составляющая реакции связи N  имеют равные 

модули и противоположные направления, т. е. GN  . 
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Примечание 2. Для закреплённого в вагоне гибкими элементами крепления 

груза (см. рис. 2.16, б и 2.17) GN  , а координаты приложения реакции связи 
xN и уN смещены относительно проекции центра тяжести груза на плоскость 
пола вагона. Так происходит потому, что груз от сдвига удерживается ещё и 
предварительно натянутыми гибкими упругими элементами креплений. Кроме 
того, возможна несимметричная постановка связей в соответствии с технологи-
ей размещения и крепления груза31. При этом координаты точки приложения 
равнодействующей xN и уN подлежат определению так же, как величина реак-

ции связи N  из уравнений равновесия механической сиcтемы «путь  вагон  
крепление  груз». 

Примечание 3. После замены связей их реакциями R  на объекте связи не 
показывают (см. рис. 2.16, б; 2.17, б). 

Нахождение реакции связей является одной из наиболее важных задач 
геометрической статики, широко встречающихся, например, в теории размеще-
ния и крепления грузов в вагонах и контейнерах и теории скатывания вагона с 
горки. 

Рассмотрим наиболее распространенные виды связей, встречающиеся в за-
дачах геометрической статики. 

1. Связь в виде гладкой плоскости или поверхности (см. рис. 2.16, а). В 

этом случае реакция связи N  всегда направлена по общей нормали к опорной 
поверхности. Такую связь относят к классу неудерживающей (односторонней, 
освобождающей) связи и называют идеальной, а поверхность гладкой. 

2. Связь в виде контакта цилиндрической  или шаровой поверхности с плос-
костью (рис. 2.19 и 2.20). Такая связь является неудерживающей (односторон-
ней, освобождающей) и относится к классу идеальных связей.  
 

 
 
Рис. 2.19. Связь в виде контакта цилиндрической поверхности с плоскостью. 
 

                                                 
31  Туранов Х.Т. Взаимодействие открытого подвижного состава и твёрдотельного груза. 
 М.: ФГОУ «Учебно-методический центр по образованию на железнодорожном транс-
порте», 2011.  374 с. 
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Рис. 2.20. Связь в виде контакта шаровой поверхности с плоскостью. 
 

В данном случае реакция связи N  (для цилиндрической поверхности как 
результирующая сила равномерно распределенной по длине цилиндра реакции 

связей qn ) также направлена по нормали к опорной поверхности. 

 
3. Связь в виде шероховатой (с трением) поверхности с плоскостью 

(рис. 2.21). Такая связь является неудерживающей (односторонней, освобож-
дающей), и её относят к классу неидеальной, а поверхность называют шеро-
ховатой.  
 

 
 

Рис. 2.21. Связь в виде шероховатой поверхности. 
 

Здесь от силы тяжести G  груза и действия на груз внешней силы F   

возникает реакция связи (пола вагона) R , направленная противоположно на-

правлению результирующей сил G  и F . 
4. Гибкая связь, осуществляемая физическими телами в виде гибких нерас-

тяжимых элементов креплений (отожжённая проволока (см. рис. 2.16, б и 2.17, 
б), нить, трос или канат, цепь и т. п.) (рис. 2.22). Гибкие нити относят к классу 
неудерживающих (односторонних, освобождающих) и неидеальных связей.  

На рис. 2.22, а гибкая связь представлена в виде троса, на рис. 2.22, б – в 
виде растяжек, а на рис. 2.22, в  в виде каната, перекинутого через блоки с 
подвижной и неподвижной осями вращения. 
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Рис. 2.22. Примеры применения гибких связей. 
 

Гибкие связи не дают телу удаляться от точки подвеса нити по её направ-

лению. Поэтому реакции гибких связей R , 1R  и 2R  направлены вдоль связей к 
точке её подвеса. 

Примером применения каната, перекинутого через блоки с подвижными и 
неподвижными осями вращения, являются компенсированные контактные под-
вески с регулированием натяжения контактных проводов и несущего троса 
электрифицированных железных дорог (рис. 2.23). 
 

 
 

Рис. 2.23. Крепление контактного провода 
полукомпенсированной подвески. 

1  опора; 2  груз (специальный компенсатор натяжения контактных проводов);  
3  ограничитель; 4  стальной трос; 5  изолятор; 6  контактный провод;  
A  блок с неподвижной осью вращения; B  блок с подвижной осью вращения. 
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Утверждение 2. Гибкая связь может работать только на растяжение. Ре-
акция гибкой нити всегда направлена по нити и равна натяжению нити [Бух-
гольц, 1967]. 

5. Связь в виде абсолютно жёсткого прямого стержня с шарнирным за-
креплением концов (рис. 2.24). Такая связь является удерживающей (двусто-
ронней, неосвобождающей), и её относят к классу идеальных связей. Здесь ре-

акции 1R , 2R  и 3R  всегда направлены вдоль осей стержней (рис. 2.24, б). 
Стержни при этом могут быть как растянутыми, так и сжатыми. 
 

 
 

Рис. 2.24. Связь в виде жёсткого прямого стержня 
с шарнирным закреплением концов. 

 
6. Связь, осуществляемая ребром двугранного угла или точечной опорой 

(рис. 2.25). Такую связь относят к классу неудерживающих (односторонних, 

освобождающих) идеальных связей. Реакции таких связей AR , BR  и CR  на-
правлены перпендикулярно к поверхности опирающегося тела (рис. 2.25, б). 
 

 
 

Рис. 2.25. Связь, осуществляемая ребром двугранного угла 
или точечной опорой. 

 
7. Связь, осуществляемая в виде шарнирно-неподвижной (А) и шарнирно-

подвижной (В) опор (рис. 2.26). Шарнирно-неподвижная опора (А) как связь 
является удерживающей (двусторонней, неосвобождающей), а шарнирно-
подвижная опора (В) – неудерживающей (односторонней, освобождающей), и 
их относят к классу идеальных связей.  

Проекции реакции AxR  и AyR  в опоре А перпендикулярны и направлены 

вдоль оси балки (рис. 2.26, б), если на балку действует плоская система сил. Ре-
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акция BR  в связи В направлена только перпендикулярно плоскости располо-
жения опоры (рис. 2.26, б), независимо от направления действия плоской сис-
темы сил. 
 

 
 

Рис. 2.26. Связь, осуществляемая в виде шарнирно-неподвижной 
и шарнирно-подвижной опор. 

 
В случае если на балку действуют пространственные системы сил, то в 

шарнирно-неподвижной опоре А возникают три реакции связей ( xR , yR  и 

zR ), направленных вдоль этих осей. В шарнирно-подвижной опоре В всегда 

возникает одна реакция связи BR , направленная перпендикулярно плоскости 
расположения опоры. 

 
8. Связь, осуществляемая в виде жёсткой заделки (защемление) (рис. 

2.27). Такую связь относят к классу удерживающих (двусторонних, неосвобо-
ждающих) идеальных связей.  

Реакции в таких связях xR , zR  и My направлены вдоль и перпендикулярно 
оси балки (рис. 2.27, б), если на балку действует плоская система сил. 
 

 
 

Рис. 2.27. Связь, осуществляемая в виде жёсткой заделки. 
 

В том случае, если на балку действуют пространственные системы сил, в 

заделке возникают шесть реакций связей ( xR , yR , zR  и zyx MMM ,, ), направ-

ленных вдоль и вокруг этих осей.  
Отметим, что в задачах грузовых перевозок отсутствуют какие-либо при-

меры применения связи в виде жёсткой заделки. Поэтому такую связь в даль-
нейшем рассматривать не будем. 
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9. Связь в виде цилиндрического шарнира (подшипники качения и скольже-
ния) A (рис. 2.28). Такая связь является удерживающей (двусторонней, неосво-
бождающей) в плоскости Oxy и неудерживающей (односторонней, освобож-
дающей) вдоль оси Oz. Данную связь относят к классу неидеальных из-за воз-
можного углового перемещения тела B вокруг шарнира A. 
 

 
 

Рис. 2.28. Связь в виде цилиндрического шарнира. 
 

Цилиндрический шарнир (просто шарнир) A осуществляет такое соедине-
ние двух тел (B и K), при котором одно тело (B) может вращаться относительно 
другого (K) вокруг общей оси Az, называемой осью шарнира. 

Шарнир А ещё допускает перемещение тела B относительно тела K вдоль 
оси Az. Поэтому такой шарнир является двухподвижным. 

В шарнире реакция связи R  может иметь любое направление в плоскости, 
перпендикулярной оси шарнира, т. е. в плоскости Аху. Здесь неизвестными яв-

ляются модуль и направление (угол ) реакции связи R .  
На практике такой шарнир использован в соединении поворотной стрелы 

(тело 1) с корпусом стрелового крана на железнодорожном ходу (рис. 2.29). 
Этот кран широко используется на грузовых пунктах станций для погрузки и 
выгрузки груза.  

 
 

Рис. 2.29. Пример применения цилиндрического шарнира 
и гибких нитей в стреловом кране. 

1  поворотная стрела; 2 и 3  блоки с неподвижной и подвижной осью  
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вращения; 4 и 6  канаты; 5  рабочий барабан, соединённый через редуктор  
с валом электродвигателя подъёма груза; 7  рабочий барабан, который  
соединён с валом электродвигателя подъёма и опускания поворотной стрелы 
через редуктор. 

 
Для стрелового крана рельсовые нити являются неудерживающими (одно-

сторонними, освобождающими) идеальными связями.  
10. Связь в виде сферического шарнира (рис. 2.30). Такая связь является 

удерживающей (двусторонней, неосвобождающей), и её относят к классу иде-
альных связей. 
 

 
 

Рис. 2.30. Связь в виде сферического шарнира. 
 

Тела, соединённые сферическим шарниром, могут поворачиваться относи-
тельно друг друга вокруг центра шарнира А. Такой шарнир является трёхпод-

вижным. Следовательно, реакция R  сферического шарнира может иметь лю-
бое направление в пространстве. Для данной реакции неизвестными являются 
модуль и направление относительно оси координат, т. е. углы ,  и  реакции 

R  с осями Аxyz. 
Примером применения на практике такого шарнира служат соединения 

турникетных опор для перевозки длинномерного груза [Туранов, 2011] и под-
вески передних колёс к корпусу автомобиля.  
 
 

2.1.5. Виды сил 
 

Силой ( F   англ. Force) называют величину, характеризующую меру 
действия материальных тел друг на друга. В результате такого взаимодействия 
происходит изменение движения этих тел или изменение их формы (деформа-
ция). 

Материальные тела могут действовать друг на друга или непосредствен-
ным соприкосновением, или на расстоянии. В зависимости от этого силы, дей-



 105

ствующие на систему, разделяют на две категории: поверхностные или объём-
ные (или массовые)32. 

Поверхностные силы действуют на точки поверхности тела. Они возника-
ют при действии одного тела на другое непосредственным соприкосновением и 
приложены к той части поверхности тела, в которой взаимодействующие тела 
касаются друг друга. Естественно, что тела касаются друг друга вдоль некото-
рой поверхности с элементарной площадью dA. Тогда на элемент dA площади 
контакта будет действовать сила dF. Если на очень малый элемент поверхности 
действует конечная сила F, то, пренебрегая размером этого элемента, в пределе 
можно считать, что к телу в одной точке приложена сосредоточенная сила. К 
поверхностным силам относят также и силы аэродинамического сопротивле-
ния. В дальнейшем в задачах грузовых перевозок все силы, условно приложен-
ные на рассматриваемый объект (например, груз), будем считать сосредоточен-
ными. 

Объёмные силы действуют на все частицы тела. К ним относят силы тяже-

сти G . 
 
 

Силы, действующие на механическую систему 
 

Силы, действующие на механическую систему, можно разделить на внеш-
ние и внутренние. 

На движущееся тело действуют как постоянные, так и переменные внешние 
и внутренние силы, модули и направления которых при движении тела изме-
няются.  

Все силы, действующие на твёрдое тело, можно разделить на две группы: 
силы активные и реакции связей (реактивные силы). Активными следует счи-
тать все силы, не являющиеся реакциями связей. Таким образом, какая-либо 
неизвестная сила, не являющаяся реакцией связи, является активной силой.  

Активной обычно называют силу ( )(aF ), которая, начав действовать на 
покоящееся тело, может привести его в движение. 

Переменные силы могут зависеть от времени t, положения тела ir  и 

его скорости iv . При этом переменными могут быть и заданные (активные) 
силы, и реакции связей (реактивные силы). 

От времени зависит так называемая сила тяги локомотива тF  и движущая 
сила погрузочно-разгрузочных машин (козловых и мостовых кранов, кранов на 
железнодорожном ходу и др.) в период трогания с места или нормальная со-

ставляющая силы инерции nI  (см. (4.47)), учитывая которую описывают коле-
бания фундамента при работе мотора, центр тяжести вала которого не совпада-

                                                 
32  Бухгольц Н.Н. Основной курс теоретической механики.  М.: Наука, 1967. Ч. 1.  467 с.  
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ет с его геометрической осью вращения (эксцентриситет вала). Силы сопротив-
ления упругого элемента (пружины, нити, канаты (или тросы), цепи, растяжки 
и обвязки из отожжённой проволоки) зависят от степени их деформации в дан-

ном положении тела, т. е. zF  = f(z) и Fупр.х = f(х). Сила сопротивления среды 

(например, воздух) зависит от относительной скорости частиц воздуха вrv , т. е. 

)( вв rr vfF   (см. (3.9) – (3.12)). 
Силы, с которыми действуют друг на друга точки, входящие на систему, 

называют внутренними силами  
iF  (i  франц. intereur  внутренний). Со-

гласно закону равенства действия и противодействия механики, внутренние си-
лы попарно равны и противоположны. 

В средствах креплений в виде гибких упругих элементов (растяжки и об-
вязки, изготовленные из отожжённой проволоки), используемых для закрепле-
ния штучных твёрдотельных грузов, перевозимых на открытом подвижном со-

ставе, появляются внутренние силы iR , связанные с напряженно-
деформированным состоянием этих элементов. Такие  силы часто называют 
натяжениями (или усилиями), которые подлежат определению. По существу, 

внутренние силы iR  являются силами упругости этих средств креплений. При 
рассмотрении, например, штабельного груза как одного объекта силы взаимо-
действия между отдельными слоями штабеля также являются внутренними (см. 
рис. 2.17, б). 

Силы, с которыми действуют на точки системы точки тела, не входящие в 

систему, называются внешними силами  
eF  (е  франц. exterieur  внешний). 

Известно, что согласно ТУ для обеспечения возможности механизированной 
погрузки и выгрузки грузов на ОПС, предохранения опорной поверхности гру-
за и/или вагона от повреждения между грузом и полом вагона устанавливают 
подкладки. При рассмотрении подкладки в качестве объекта (см. рис. 2.17, а) к 
внешним силам относится сила давления на подкладку со стороны груза, рав-
ная реакции подкладки при рассмотрении груза в качестве объекта, реакция 
пола вагона, силы трения между грузом и подкладкой, а также между подклад-
кой и полом вагона, если она свободно уложена. Если она дополнительно за-
креплена, например, крепёжными элементами (гвоздями), то добавляется гори-
зонтальная реакция крепёжных элементов. От действий этих внешних сил про-
исходят деформации (смятие, сдвиг) подкладок. 

Применительно к твёрдотельному штучному грузу внешней силой, прило-

женной к нему, является сила аэродинамического сопротивления на груз вrF  
(см. (3.9) – (3.12)). Кроме того, к такому грузу условно приложены сила тяже-

сти и реактивные силы в виде нормальной N  и касательной F  составляющей 
(возникающая благодаря трению (см. п. 2.4)) реакции основной связи (пол ва-

гона) R , если груз непосредственно уложен на пол вагона (см. рис. 2.16, а), 
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или силы трения между грузом и подкладками, если он уложен на них. Все эти 
силы являются внешними для рассматриваемого объекта.  

Активной единственной силой, действующей на груз, является сила тяже-
сти (как объёмная сила) (см. рис. 2.16). Все остальные силы – реактивные по 
той лишь причине, что они заменяют собой отброшенные связи. Сила аэроди-
намического сопротивления (см. (3.9) – (3.12)) – это результат учёта отбрасы-
ваемой среды. Как и другая реакция, она препятствует движению, в данном 
случае относительно скорости движения воздушного потока.  
 
 

2.1.6. Реакции связей 
 

Напомним, что связью называют материальное тело, ограничивающее пе-
ремещение данного тела в пространстве. Например, для груза, свободно разме-
щённого в вагоне (среднетоннажный контейнер), связью будет опорная плос-
кость (пол вагона), не дающая грузу свободно перемещаться по вертикали вниз. 
Для груза, закреплённого на вагоне (платформа, полувагон) гибкими упругими 
средствами креплений (растяжки, обвязки) и упорными брусками, связями, в 
дополнение к уже имеющейся связи (пол вагона), будут те средства креплений, 
которые препятствуют свободному перемещению груза относительно пола ва-
гона как вдоль, так и поперёк него. Заметим, что большинство используемых 
связей для крепления грузов являются односторонними (неудерживающими) 
(см. пп. 2.1.4), т. е. препятствующими перемещению только в одном направле-
нии, например пол вагона, гибкие упругие элементы креплений и упорный бру-
сок. Обычно гибкие упругие связи (растяжки, обвязки) крепятся с предвари-
тельным натяжением и их можно рассматривать как двухсторонние с точки 
зрения сохранения взаимодействия с объектом. Однако следует иметь в виду, 
что гибкие связи работают только на растяжение (см. Утверждение 2), посколь-
ку при расслаблении связи вследствие возникновения пластических деформаций 
при динамических воздействиях на груз такая связь вообще может исключаться 
из работы при малых перемещениях, т. е. она перестает быть связью.  

Реакция связи, или сила реакции (противодействие) связи,  это сила, с ко-
торой данная связь действует на тело, препятствуя тем или иным перемещени-
ям. Например, для груза, свободно размещённого в вагоне (контейнере) (см. 

рис. 2.16, а), реакцией связи (пол вагона) R  является нормальная N  и каса-

тельная F  прямоугольные составляющие этой связи, ограничивающие сво-
бодное перемещение груза по вертикали вниз и вдоль и/или поперёк вагона. 
Для штучных твёрдотельных грузов, дополнительно закреплённых на вагоне 
гибкими упругими (растяжки и обвязки) (см. рис. 2.16, б) и упорными (бруски) 

средствами крепления, реакциями связей будут натяжения (усилия) iR  упру-

гих и реакции хR .бр  и уR .бр  упорных средств креплений, препятствующие сво-
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бодному перемещению груза относительно пола вагона как вдоль и/или попе-
рёк него, так и относительно вертикальной оси. 

Напомним, что подлежит определению: 

– нормальная составляющая N  реакции связи R  и координаты точки её 

приложения Nx  и Ny  относительно выбранных осей координат Oxy ; 

– касательная составляющая F  реакции связи R , действующая в плоско-
сти пола вагона, возникающая благодаря трению между контактируемыми по-

верхностями (сила трения трF , вдоль вагона xFтр. , а поперёк  yF .тр  (см. п. 2.4, 

(2.63))); 

– упругие силы (натяжения) iR  ( i   количество креплений) гибких упру-

гих и реакции хR .бр  и уR .бр  упорных средств креплений. 

Основное отличие реакции связей от всех других сил состоит в том, что 
реакция связи не вполне определятся самой связью; её модуль, а иногда и на-
правление зависят ещё и от других сил, действующих на систему, и от движе-
ния системы. 

Таким образом, под системой сил в геометрической статике понимают за-
данные силы и реакций связей отдельных точек механической системы. 

 
 
 

2.2. Разделение кинетики на статику и динамику33 
 
 

Кинетика, как известно, посвящена изучению движения и равновесия ме-
ханической системы (в частности, материальной точки) в зависимости от дей-
ствующих на систему сил. Кинетику обычно разделяют на статику – учение о 
равновесии механической системы под действием сил и динамику – учение о 
движении системы под действием сил. 

Если на материальную точку никакие силы не действуют, то она по отно-
шению к инерциальной системе отсчёта находится в покое или движется по 
инерции, т. е. прямолинейно и равномерно (по закону инерции механики). Аб-

солютное твёрдое тело при отсутствии действующих сил (т. е. 0R ), со-
гласно уравнению (2.10), может совершать поступательное, равномерное и 
прямолинейное (или вращательное) движения также по инерции. При действии 
сил движение материальной точки или системы отличается от инерциального. 

                                                 
33  Бухгольц Н.Н. Основной курс теоретической механики.  М.: Наука, 1967. – Ч. 1.  467 с. 
Голубева О.В. Теоретическая механика. – М.: Высш. шк., 1968. – 487 с. 

   Добычин И.А. Геометрическая статика: учеб. пособие. – Екатеринбург, 2004. – 183 с. 
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Однако может случиться так, что при действии некоторой совокупности 
(системы) сил материальная точка или механическая система будет оставаться 
в покое или двигаться инерциально, т. е. вести себя так же, как и при отсутст-
вии сил. Такая система сил находится в равновесии. Следовательно, определе-
ние условий, при которых точка или механическая система могут находиться в 
равновесии, сводятся к нахождению условий равновесия, действующих на точ-
ку или систему сил. В соответствии с этим статику называют учением о равно-
весии сил, действующих на механическую систему. 

 
 

Определения и аксиомы статики 
 

Элементарная и аналитическая статика 
 

Статика есть часть кинетики, посвящённая изучению условий равновесия 
механической системы под действием сил, или, иначе, условий равновесия сил, 
действующих на механическую систему. Статику можно, в свою очередь, раз-
делить на: элементарную (геометрическую) и аналитическую.  

Элементарная (геометрическая) статика представляет собой в основном 
статику абсолютного твёрдого тела. В ней силы рассматривают как некоторые 
определённые заданные величины и изучают методы замены различных сил, 
действующих на абсолютно твёрдое тело, простейшими системами, а затем на-
ходят условия равновесия этих сил. 

Так как сила, действующая на абсолютно твёрдое тело есть вектор 
скользящий, то к изложению элементарной статики может быть применён об-
ширный материал геометрии скользящих векторов [Бухгольц, 1967; Брон-
штейн, Семендяев, 1980], вследствие чего изложение получает геометрический 
характер. 

Отметим, что основоположником геометрической статики является Ар-
химед. Он нашёл строгими геометрическими рассуждениями положение цен-
тра тяжести параллелограмма, треугольника, трапеции и даже, применяя так 
называемый метод «исчерпания», определил центр тяжести параболического 
сегмента и центр тяжести площади параболы, заключённой между двумя па-
раллельными линиями34.  

Аналитическая статика представляет собой развитие одного из основных 
принципов механики, именно принципа виртуальных (возможных) перемеще-
ний, который даёт общий критерий равновесия механической системы, вслед-
ствие чего выводы аналитической статики относятся к какой угодно механиче-
ской системе. В аналитической статике широко применяется математиче-
ский анализ, поэтому изложение носит аналитический характер.  

 
 

                                                 
34  Ильин В.А., Позняк Э.Г. Основы математического анализа. – М.: Наука, 1967. – 571 с. 
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Сила 

 
Понятие силы в элементарной статике является основным. Согласно ос-

новному закону динамики, сила, действуя на материальную точку, сообщает ей 
ускорение, направленное по направлению силы (см. уравнение (2.10)). Поэтому 
действие силы на точку зависит от направления и численного значения силы. 
Направление силы есть то направление, по которому свободная материальная 
точка, находящаяся в покое, начинает двигаться под действием силы. Прямую, 
по которой направлена сила, называют линией действия силы. 

Сила – векторная величина. Поэтому силы изображают векторами, и по 
отношению к ним применимы все положения и операции, которые относятся к 
векторам вообще [Бухгольц, 1967; Бронштейн, Семендяев, 1980].  

Если сила есть вектор, связанный с точкой приложения (закреплённый 
вектор), то её относят к неподвижному вектору. Сила как неподвижный вектор 
характеризуется тремя параметрами: точкой приложения, направлением и мо-
дулем. 

Если сила есть вектор, остающийся неизменным вдоль линии своего дей-
ствия, то её относят к скользящему вектору. В этом случае силу как скользя-
щий вектор, характеризуют двумя параметрами: направлением и модулем. 

 
 

Основные определения 
 

Элементарная (геометрическая) статика имеет систему определений и ак-
сиом, посредством которых вводят основные понятия [Бухгольц, 1967; Добы-
чин, 2004]. 

Определения 1. Совокупность сил (т. е. nFFF ,...,, 21 ), действующих на ка-
кую-либо механическую систему, в частности на твёрдое тело, называется сис-
темой сил. 

2. Система сил (т. е. nFFF ,...,, 21 ), которая, действуя на свободное твёрдое 
тело, находящееся в покое, не сообщает ему никакого движения, находится в 

равновесии или, иначе говоря, эквивалентна нулю (т. е. 0
0




n

k
kF ).  

 
 

Аксиомы статики 
 

Отметим, что как инженер Стевин Симон (1548 – 1620) сделал значитель-
ный вклад в механику и, в частности, установил закон сложения сил по правилу 
параллелограмма (хотя аналогичный закон сложения сил был указан ещё Ар-
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химедом)35. Стивен исследовал законы равновесия тел по наклонной плоскости 
и в результате пришёл к выводу основных законов геометрической  статики 
(аксиом). 

Основная задача статики – выяснение условий, которым должна удовле-
творять система сил, приложенных к телу, чтобы оно находилось в состоянии 
равновесия. 

Кроме того, задачей статики является преобразование системы сил, прило-
женных к абсолютно твёрдому телу, и замена её другой системой, ей эквива-
лентной. Преобразование системы сил производится либо присоединением, ли-
бо отбрасыванием системы сил, эквивалентной нулю, либо заменой двух сил 
одной, статической, ей эквивалентной. 

Пользуясь условиями равновесия, можно определять неизвестные реакции 
связи. 

Решения задач геометрической статики основываются на применении ряда 
аксиом36 и их следствий. 

А к с и о м а  1. Твёрдое тело находится в равновесии под действием двух 
сил только в том случае, если силы равны по модулю и направлены в противо-
положные стороны по общей линии действия (рис. 2.31): 

 

21 FF  .                                               (2.18) 
 

А к с и о м а  2. Не нарушая состояния (движения или покоя) твёрдого 
тела, можно добавлять и отбрасывать уравновешивающие силы. Эти две си-
лы называют уравновешивающими. 

 

 
 

Рис. 2.31. К пояснению аксиомы 1. 
 

Иначе, силы называют уравновешивающими, если твёрдое тело, к которому 
приложены эти силы, находится в покое. 

Следствие аксиомы 2. Не нарушая состояния твёрдого тела, силу можно 
переносить по линии её действия в любую точку тела.  

Две системы сил называются эквивалентными, если одну из них можно за-
менить другой, не нарушая состояния твёрдого тела.  

Равнодействующей называют силу, которая эквивалентна данной системе 
сил. 
                                                 
35 Березкин Е.Н. Лекции по теоретической механике. Ч. 1. Механика. Статика, динамика точ-
ки. – М.: Изд-во МГУ, 1967. – 314 с. 
36  Аксиома (греч. axioma), положение, принимаемое без логического доказательства в силу 
непосредственной убедительности; истинное исходное положение теории. 
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А к с и о м а  3. Равнодействующая двух сил ( 1F  и 2F ), приложенных в 

одной точке M, приложена в той же точке, равна по модулю диагонали парал-
лелограмма, построенного на этих силах, и направлена вдоль этой диагонали 
(рис. 2.32). 

 

 
 

Рис. 2.32. К пояснению аксиомы 3. 
 

По модулю равнодействующая F  равна (см. правило сложения двух век-
торов, вытекающее из теоремы косинусов [Бухгольц, 1967; Бронштейн, Семен-
дяев, 1980]): 

 cos2 21
2

2
2

1 FFFFF .                           (2.19) 
 

А к с и о м а  4 (закон отвердевания). Равновесие нетвёрдого тела не на-
рушается при его затвердевании. 

Силы, приложенные к нетвёрдому телу (гибкий упругий элемент  нить, 
трос, проволочная растяжка и обвязка и т. д.), должны удовлетворять условиям 
равновесия твёрдого тела и, кроме того, добавочным условиям, зависящим от 
физических свойств данного тела, например равновесие гибкого упругого эле-
мента возможно только при его растяжении (см. пп. 2.1.4, Утверждение 2). 

 
 

Несвободное твёрдое тело. Аксиома связей 
 

Тела в механике могут быть свободными и несвободными. Твёрдое тело яв-
ляется свободным, если его движение ничем не ограничено. В большей части 
технических задач встречаются лишь несвободные твёрдые тела. Несвободным 
называется такое твёрдое тело (например, груз, перевозимый на открытом под-
вижном составе), на движение которое наложены ограничения в некоторых на-
правлениях (например, по вертикали вниз). Эти ограничения называется свя-
зями. 

Напомним, что сила, характеризующая действие связи на твёрдое тело 
(объект), называется реакцией связи. Если считать силу, с которой твёрдое тело 
действует на связь, действием, то реакция связи, согласно закону равенства 
действия и противодействия, является противодействием. При этом сила – 
действие – приложена к связи, а реакция связи – к твёрдому телу. В нетвёрдых 
телах (гибкий упругий элемент) понятие «реакция связи» имеет несколько иное 
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определение. В них силу (противодействие), удерживающую твёрдое тело от 
перемещения в каком либо направлении, называют натяжением. При этом на-
тяжение (противодействие) направлено от твёрдого тела (объект) к точке закре-
пления нетвёрдого тела к другому подвижному или неподвижному твёрдому 
телу. Иначе, натяжение направлено противоположно реакции связи.  

Все силы, действующие на твёрдое тело, можно разделить на две группы: 
силы активные и реакции связи (силы реактивные). При этом активными следу-
ет считать все силы, не являющиеся реакциями связей. 

Более подробно о связях изложено в п. 2.1. 
А к с и о м а  5 (аксиома связей, или принцип освобождаемости от связей, 

сформулированный как следствие закона равенства действия и противодейст-
вия механики). Не изменяя движения (а следовательно, и равновесия) любое 
несвободное тело можно рассматривать как свободное, если его мысленно осво-
бодить от связей и их действия заменить соответствующими реакциями связей. 

Этот принцип даёт возможность применить к несвободному твёрдому те-
лу (груз) условия равновесия, справедливые для любого свободного твёрдого 
тела. При этом следует, отбросив связи (гибкие элементы креплений и пол ва-
гона), наложенные на твёрдое тело (груз), заменить их соответствующими ре-
акциями связей. После замены связей, наложенных на твёрдое тело, реакциями 
связей надлежит рассмотреть равновесие несвободного твёрдого тела как сво-
бодного под действием активных сил и реакций связей. 

Утверждение 3. Активные силы не зависят от связей (твёрдые и/или гиб-
кие тела), а значит, и от реакций связей, наложенных на твёрдое (или гибкое) 
тело. Реакции же связей зависят от активных сил. 

Утверждение 4. В задачах креплений груза на открытом железнодорож-
ном подвижном составе величины реакций связей в виде гибких упругих про-

волок iR  ( ni ,1 , где n  количество гибких упругих элементов креплений 

груза) и нормальная составляющая реакции связи (пол вагона) N , координаты 
точки приложения нормальной реакции связи xN и уN, проекции касательной 

составляющей реакции связи в виде силы трения хFтр  и уFтр (см. п. 2.4, 

(2.63)) подлежат определению из рассмотрения условия равновесия простран-
ственной системы сил, действующих на механическую сиcтему «вагон – креп-
ление – груз». 

Согласно принципу осбовождаемости от связей геометрической статики, 

нормальная N  и касательная трτ FF   составляющие реакции основной связи 

R  полностью заменяют опорную поверхность (пол вагона), а дополнительная 

связь iR  – гибкие упругие элементы креплений груза. Поэтому на расчётной 
модели их можно и не показывать (рис. 2.33).  
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Рис. 2.33. Замена опорной плоскости и гибких упругих элементов  

креплений груза реакциями связей N  и iR . 
1 – подкладка; 2 – увязка. 

 
Расчётной моделью (схемой) назовём упрощённую идеализированную мо-

дель, которая отражает наиболее существенные особенности реального объек-
та, определяющие его поведение при воздействии внешних нагрузок37. 

На расчётной модели обозначены: активные силы  вес груза G , динами-

ческие продольная xFF пр  и поперечная силы yFF п ; реактивные силы  

реакции связей iR ; нормальная составляющая N  реакции связи (пол вагона) и 

координаты её точек приложения xN и уN, а также касательные составляющие в 

виде силы трения хFтр  и уFтр . 

Примерами расчётных моделей могут быть модели, показанные на рис. 
2.22; 2.24, б – 2.28, б, а также на рис. 2.34 (см. рис. 2.29). 

 

                                                 
37 Механика материалов и конструкций: Справочные материалы: учебн. пособие / Ю.А. 
Окопный, В.П. Радин, В.Е. Хроматов и др.; под ред. В.П. Чиркова.  М.: Изд–во МЭИ, 2005. 
 124 с.  
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Рис. 2.34. К определению неизвестных реакции связей R  и 6R . 
 

Задачи элементарной статики 
 

В элементарной статике рассматривают различные системы сил, дейст-
вующие на абсолютное твёрдое тело, с целью замены их наиболее простыми 
системами, им эквивалентными, и нахождения необходимых и достаточных ус-
ловий равновесия этих систем. Процесс замены систем сил простейшими сис-
темами, в частности одной равнодействующей, называется ещё процессом 
приведения сил. Однако следует помнить, что это не «сложение сил». Операция 
замены одной силы системой сил, ей эквивалентной, называется «разложени-
ем» сил. 

Для решения различных задач в элементарной статике пользуются или 
аналитическим, или геометрическим методом. При аналитическом методе дан-
ные и искомые величины определяются численно, причём векторные величины 
даются своими проекциями на оси координат. При геометрическом (или графи-
ческом) методе процесс нахождения искомых величин производят посредством 
соответствующих геометрических построений. При этом все величины могут 
задаваться и определяться графически. В дальнейшем будем придерживаться 
только аналитического метода, как более точного, реализуемого на ЭВМ, неже-
ли геометрического. 

 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 



 116

2.3. Пространственная система сил 
 

2.3.1. Система сходящихся сил 
 

Сходящимися называются силы, линии действия которых пересекаются в 
одной точке (рис. 2.35).  

 

 
 

Рис. 2.35. К сложению систем сил. 
 

Поскольку сила является неподвижным (или приложенным) вектором, 
сложение сходящихся сил выполняется аналогично правилу сложения векторов 
[Бухгольц, 1967; Бронштейн, Семендяев, 1980].  

 
 

Пространственная система сходящихся сил 
 

Пространственная система сходящихся сил (например, nFFF ,...,, 21


) при-

водится к равнодействующей: 



n

k
kFR

1
 (см. (2.9)). 

Равнодействующая R  пространственной системы сходящихся сил прило-

жена в точке пересечения A линий действия слагаемых сил nFFF ,...,, 21


 и яв-

ляется замыкающей стороной многоугольника, построенного на этих силах.  
Силовой многоугольник пространственной системы сходящихся сил пред-

ставляет собой ломаную пространственную линию. 
 
 

Аналитический метод проекций пространственной системы  
сходящихся сил  

 
Разложение силы на прямоугольные составляющие, ортогональная проек-

ция силы на ось, модуль и направляющие косинусы полностью определяются 
согласно векторным правилам [Бухгольц, 1967; Бронштейн, Семендяев, 1980]. 
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Разложение силы на составляющие, т. е. по ортам ( kji ,, ) осей x, y, z де-
картовых координат:  

 

kFjFiFF zyx  .                                        (2.20) 

 
Ортогональная проекция силы на ось [Бухгольц, 1967; Бронштейн, Семен-

дяев, 1980]: 
 





n

k
kxx FF

1
; 




n

k
kyy FF

1
; 




n

k
kzz FF

1
.             (2.21) 

 
Модуль и направляющие косинусы полностью определяются согласно век-

торным правилам: 
 

222
zyx FFFF  ;                                       (2.22) 

F

F
Fx x),cos( ; F

F
Fy y),cos( ; F

F
Fz z),cos( .   (2.22а) 

 
В частном случае, когда имеет место плоская система сходящихся сил, из 

(2.20) – (2.22) получим 
 

jFiFF yx  , 





n

k
kxx FF

1
,  




n

k
kyy FF

1
; 

22
yx FFF  .                   (2.23) 

F

F
Fx x),cos( ,  F

F
Fy y),cos( . 

 
 

Уравнения равновесия твёрдого тела при наличии  
пространственной системы сходящихся сил 

 
Для равновесия твёрдого тела, к которому приложена пространственная 

система сходящихся сил, необходимо и достаточно, чтобы равнодействующая 

была равна нулю: 



n

k
kFR

1
 = 0, т. е. чтобы силовой многоугольник был замк-

нут. 
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При этом уравнения равновесия в проекциях на оси координат (т. е. в ана-
литической форме) имеют вид (см. (2.21)) 

 

;0
1




n

k
kxF  0

1




n

k
kyF ,  0

1




n

k
kzF .                    (2.24) 

 
В частном случае уравнения равновесия твёрдого тела при наличии пло-

ской системы сходящихся сил имеют вид 
 

,0
1




n

k
kxF    0

1




n

k
kyF .                                  (2.25) 

 
 

2.3.2. Произвольная система сходящихся сил 
 

Момент силы относительно точки  
при пространственном расположении сил 

 
Отметим, что Леонардо да Винчи первым открыл новое понятие механики 

– момента силы относительно точки. Исследуя равновесие сил, действующих 
на блок, он установил, что роль плеча играет длина перпендикуляра, опущенно-
го из неподвижной точки блока на направление верёвки, несущей груз. Равно-
весие блока возможно только в том случае, если произведения силы на длины 
соответствующих перпендикуляров будут равны. 

При пространственном расположении сил момент силы относительно 
точки О определяется как векторное произведение [Бухгольц, 1967; Брон-
штейн, Семендяев, 1980] 

 

FrFm )(0 ,                                            (2.26) 
 

где r   радиус-вектор, проведённый из точки О в точку приложения силы А. 

Таким образом, вектор )(0 Fm  направлен перпендикулярно к плоскости, 

содержащей линию действия силы и точку О так, что сила с конца этого векто-
ра видна направленной вокруг точки по направлению отсчёта углов (или про-
тив часовой стрелки) (рис. 2.36). 

Модуль вектора )(0 Fm  равен произведению модуля силы на расстояние от 

точки О до линии действия силы (плечо) h, т. е. 
 

FhFm )(0 .                                                 (2.27) 
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Рис. 2.36. К определению момента силы относительно точки. 
 

Плечо силы – это кратчайшее расстояние данной точки до линии действия 
силы.  

Единицей измерения момента силы является ньютон на метр (Нм), ки-
лоньютон на метр (кНм). 

 
 

Момент силы относительно точки при плоском расположении сил 
 

1. Как частный случай при плоском расположении сил момент силы отно-
сительно точки определяют согласно моменту вектора относительно точки в 
плоскости (рис. 2.37).  

 

 
 

Рис. 2.37 К определению момента силы относительно точки. 
 

Момент силы относительно точки )(FmO  – алгебраическая величина, 
численно равная произведению силы на плечо.  

Математически момент силы относительно точки имеет вид 
 

FhFmO )( ,                                      (2.28) 
 

где F  – сила, приложенная на тело; h – плечо силы F . 

Моменты силы 1F  и 2F  относительно точки О запишутся в виде 
 

111)( hFFmO  ;  222 )( hFFmO  .                    (2.28а) 
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Сумма моментов дает меру механического действия, связанного с поворо-
том рассматриваемого тела относительно центра O. 

Пользуясь (2.28), можно определить моменты любых сил относительно 
выбранного центра. 

2. Пара сил (метод Л. Пуансо38). Систему двух параллельных сил 1F  и 2F , 
равных по модулю и направленных в разные стороны, называют парой сил (рис. 
2.38). Расстояние между линиями действия этих сил называют плечом пары (h). 

 

 
 

Рис. 2.38. К определению пары сил. 
 

При этом твёрдое тело, к которому приложена пара сил, не находится в 
равновесии. Пара сил стремится повернуть твёрдое тело, к которому она при-
ложена. Таким образом, момент этой пары позволяет оценить вращательный 
эффект данной системы сил. 

Мерой действия пары сил является алгебраическая величина, называемая её 
моментом. Момент пары сил равен по абсолютной величине произведению 
модуля одной из сил пары на плечо: 

 

hFm 1 .                                                (2.29) 
 

3. Теоремы пары сил: а) не нарушая состояния твёрдого тела, пару сил 
можно переносить в плоскости ее действия. Отсюда следует, что вектор–

момент пары m  можно переносить параллельно самому себе. Поэтому можно 
утверждать, что вектор-момент пары сил есть вектор свободный; 

б) пара сил, моменты которых равны, эквивалентны. Это значит, что, не 
нарушая состояния твёрдого тела, можно изменять величину плеча либо вели-
чину силы, сохраняя при этом неизменным момент пары сил; 

                                                 
38 Пуансо Луи – французский инженер, механик и геометр (1777 – 1859). Родился в Париже. 
Окончил знаменитую Политехническую школу (1797). Работал профессором математики в 
лицее Бонапарта, потом экзаменатором в Политехнической школе, а с 1809 г. в ней – про-
фессором анализа и механики. В книге «Элементы статики» (1804) Л. Пуансо совершенство-
вал геометрические методы исследования задач механики, изложил учение о равновесии 
твёрдых тел и их систем на основе единого закона сложения и разложения сил и пар сил 
(теория пар). Л. Пуансо дал наглядную геометрическую картину движения твёрдого тела в 
случае, исследованного аналитически Л. Эйлером. Ему принадлежит и ряд других работ, в 
частности геометрии, которые касаются звёздчатых многогранников. Четыре правильных 
выпуклых многогранника, описанные им в 1809 г., получили название «тела Пуансо». 
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в) при сложении нескольких пар сил на плоскости получают равнодейст-
вующую пару, момент которой равен сумме моментов слагаемых пар: 





n

k
kn mmmmm

1
21 ... , 

или 

 



n

k
kk

n

k
k hFm

11
.                                      (2.30) 

 
4. Приведение системы сил к данной точке. При приведении силы к данной 

точке добавляется пара сил, момент которой равен моменту данной силы от-
носительно центра приведения. 

Это значит, что, не нарушая состояния твёрдого тела, можно силу прило-
жить к точке В (рис. 2.39), добавив присоединенную пару сил, момент которой 

равен моменту заданной силы F  относительно центра приведения В. 
 

 
 

Рис. 2.39. К приведению сил к данной точке. 
 
 

Момент силы вокруг оси 
 

Момент силы вокруг оси )(Fmz  (рис. 2.40, а) определяется как алгебраи-
ческая величина, абсолютное значение которой равно произведению модуля 

проекции силы HF  на плоскость Н, перпендикулярную к оси z, на расстояние 

hH от точки О пересечения оси с этой плоскостью до линии действия проекции 

силы на плоскость HF , т. е.  
 

HHHHz hFhFFm )( .                              (2.31) 
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Рис. 2.40. К определению момента силы относительно точки. 
 
Выражение момента силы вокруг оси z декартовых координат через проек-

ции силы на эту ось можно выразить в виде (рис. 2.40, б): 
 

xyz yFxFFm )( ,                              (2.32) 

 

где yx FF ,  – проекции силы F  на оси декартовых координат, x, y – координа-

ты точки А приложения силы. 

Здесь yx FF ,  и x, y подставляются в (2.32) с учётом знака. 

Таким образом, момент силы относительно точки – вектор, момент силы 
вокруг оси – алгебраическая величина. 

Если точка лежит на оси, то момент силы вокруг оси равен проекции мо-
мента силы относительно точки на эту ось (рис. 2.41), т. е. 

 

)()( FmFm Ozz  .                                     (2.33) 
 

 
 

Рис. 3.41. К определению момента силы вокруг оси. 
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Зная моменты сил вокруг осей декартовых координат )(Fmx , )(Fmy , 

)(Fmz , можно определить величину момента силы )(FmO  относительно на-

чала координат О и направляющие косинусы [Бухгольц, 1967; Бронштейн, Се-
мендяев, 1980]: 

 

)()()()( 222
0 FmFmFmFm zyx  ,                     (2.34) 

;
)(

)(
)(,cos(

0
0 Fm

Fm
Fmx x  

;
)(

)(
)(,cos(

0

0
Fm

Fm
Fmy y  ,

)(

)(
)(,cos(

0
0 Fm

Fm
Fmz z          (2.34а) 

 
причём можно записать  

 

kFmjFmiFmFm zyx )()()()(0  .                  (2.35) 

 
В общем виде выражения моментов силы вокруг осей декартовых коорди-

нат через проекции силы на эти оси (рис. 2.42) запишутся так: 
 

yzx zFyFFm )( , zxy xFzFFm )( ,  

xyz yFxFFm )( ,                                       (2.36) 

где zyx FFF ,,  – проекции силы F  на оси декартовых координат; x, y, z – ко-

ординаты точки А приложения силы. 
 

 
 

Рис. 2.42. К определению момента силы вокруг осей. 
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Полученные формулы удобнее записать в виде детерминанта [Бронштейн, 
Семендяев, 1980]: 

zyx

x

FFF

zyxFm

001

)( 
;    

zyx

y

FFF

zyxFm

010

)( 
; 

zyx

z

FFF

zyxFm

100

)( 
.                                           (2.37) 

 
Момент силы вокруг оси равен нулю, если линия действия силы и ось ле-

жат в одной плоскости (рис. 2.43), т. е. 
 

 
 

Рис. 2.43. К определению момента силы вокруг оси. 
 

а) если сила параллельна оси (при этом проекция HF  силы F  на плос-

кость, перпендикулярной оси, обращается в нуль: HF  = 0) (рис. 2.43, а); 

б) если линия действия силы пересекает ось (при этом 0Hh ) (рис. 2.43, 
б). 

 
 

Случай произвольной пространственной системы сил 
 

В случае пространственной системы сил главным моментом 0m  относи-

тельно центра О  называют сумму моментов сил, приложенных к твёрдому телу, 
относительно этого центра: 
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Главным моментом пространственной системы сил вокруг оси называют 
сумму моментов всех сил системы относительно этой оси: 
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т. е. 
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Зная главные моменты системы сил вокруг осей декартовых координат, 

можно определить модуль главного момента относительно начала координат О 
и его направляющие косинусы так же, как и (2.34) и (2.34а). 

 
 

Приведение к одному центру сил, произвольно расположенных в пространстве 
 

Главным вектором 
*R  системы сил называют векторную сумму этих 

сил: 





n

k
kFR

1

*
.                                             (2.40) 

 

Проекции 
*** ,, zyx RRR  главного вектора 

*R  на оси декартовых координат 

равны сумме проекций сил на соответствующие оси (см. (2.11)): 
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Модуль и направляющие косинусы определяются так же, как (2.22) и 

(2.22а). 

Величина и направление главного вектора *R  не зависят от центра приве-
дения системы. Главный момент системы при перемене центра меняется.  

Главный момент 0m  через проекции на оси декартовых координат опреде-
ляют [Бухгольц, 1967; Бронштейн, Семендяев, 1980] с учётом того, что 

zyx mmm ,,   главные моменты системы сил вокруг осей декартовых коорди-

нат x, y, z, которые находят по (2.39а). 
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Таким образом, главные моменты системы сил zyx mmm ,,  вокруг осей 

декартовых координат x, y, z одновременно являются проекциями главного мо-

мента 0m  относительно начало координат О на соответствующие оси. 

Зная zyx mmm ,, , можно получить модуль 0m  и направляющие косинусы 

[Бухгольц, 1967; Бронштейн, Семендяев, 1980]. 

В частном случае, главный момент Am  плоской системы сил относительно 

нового центра приведения А равен сумме главного момента этой системы сил 
относительно старого центра О и момента относительно нового центра А глав-

ного вектора *R , приложенного к старому центру О: 
 

)( *
00 Rmmm AA  .                                       (2.42) 

 

Не следует отождествлять силу *R  с равнодействующей R , так как рав-
нодействующая – эта одна сила, которая эквивалентна данной системе сил, а 

сила *R  эквивалентна данной системе сил только в совокупности с парой сил, 

момент которой равен главному моменту 0m . 
 
 

Частные случаи приведения сил, произвольно расположенных на плоскости 
 

Рассмотрим следующие частные случаи: 

а) 0* R , 00 m . Система сил приводится к паре сил, момент которой 

равен главному моменту 0m . В этом случае главный момент не зависит от цен-
тра приведения; 

б) 0* R , 00 m . Главный вектор *R  приводится к равнодействующей 

RR * , приложенной в центре приведения системы; 

в) 0* R , 00 m . Система сил приводится к равнодействующей *RR  , 

линия действия которой отстоит от линии действия силы *R  на расстоянии 

*
0

R

m
h  . Положение линии действия равнодействующей R  должно быть та-

ким, чтобы знак момента силы R  относительно центра приведения О совпадал 

со знаком главного момента системы сил 0m  относительно центра О. 

Сила *R  и равнодействующая R  равны по модулю и параллельны (рис. 
2.44). 
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Рис. 2.44. Приведение системы сил к равнодействующей. 
 

Теорема Вариньона39 для произвольной плоской системы сил. Если систе-
ма сил приводится к равнодействующей, то момент равнодействующей отно-
сительно произвольной точки равен сумме моментов данных сил относитель-
но той же точки: 





n

k
kFmRm

1
00 )()( ;                                    (2.43) 

 

г) 0* R , 00 m . Твёрдое тело, к которому приложена данная система 
сил, находится в равновесии. 

 
 

Теорема Вариньона для системы сходящихся сил 
 (теорема о моменте равнодействующей) 

 

Теорема: Если система сходящихся сил 1F , 2F , …, nF  имеет равнодейст-

вующую R , то момент этой равнодействующей относительно произвольного 
центра O равен алгебраической сумме моментов всех сил системы относи-
тельно того же центра. 

Пусть некоторая система сил 1F , 2F , …, nF  имеет равнодействующую 





n

k
kFR

1
, приложенную в точке O1 (рис. 2.45).  

 

                                                 
39  Вариньон (Varignon) Пьер – французский механик и математик (1654 – 1722). Труды по 
теоретической механике, геометрии, гидромеханике и др. Дал систематическое изложение 
учения о сложении и разложении сил, о моментах сил. Вывел (1687) теорему, названную его 
именем: момент равнодействующей системы сил относительно любого центра (оси) равен 
сумме моментов сил этой системы относительно того же центра (оси). 
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Рис. 2.45. К образованию момента пары сил.  
 

Перенесём равнодействующую R  в произвольную точку O. При этом до-

бавится пара ( R , R  ) с моментом  
 

)(00 Rmm  .                                            (2.44) 
 

С другой стороны, m0 есть главный момент системы относительно центра 
O и равен сумме моментов всех сил относительно этого центра: 

 

)(...)()()( 020100 nFmFmFmRm  ,                  (2.44а) 

где 



n

k
kFR

1
. 

Сравнивая (2.44) и (2.44а), получаем теорему Вариньона 
 





n

k
kFmRm

1
00 )()( .                                      (2.45) 

 
Проецируя обе части (2.45) на любую ось, проходящую через центр O, 

найдём, что теорема Вариньона справедлива и для моментов относительно оси. 
Удобство применения теоремы Вариньона заключается в том, что, минуя 

непосредственное определение равнодействующей, можно вычислить её мо-
мент относительно точки, зная моменты всех слагаемых сил относительно той 
же точки. 

 
 

Равновесие твёрдого тела под действием произвольной  
пространственной системы сил 

 
Для равновесия твёрдого тела под действием произвольной пространст-

венной системы сил необходимо и достаточно, чтобы суммы проекций всех 
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данных сил на произвольно выбранные оси декартовых координат x, y, z и 
суммы моментов всех сил вокруг этих осей равнялись нулю (аналитическая 
форма записи [Бухгольц, 1967; Бронштейн, Семендяев, 1980]): 
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Первые три уравнения называются уравнениями проекций; они обеспечи-

вают равенство нулю главного вектора 
*R . Три последних уравнения назы-

ваются уравнениями моментов; они обеспечивают равенство нулю главного 

момента 0m . 
Уравнения равновесия пространственной системы сил, параллельных оси 

z, имеют вид 
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В частном случае равнодействующая двух параллельных сил, направленных 

в одну сторону, равна по модулю сумме модулей данных сил и направлена в ту 
же сторону (рис. 2.46):     

 

21 FFR  .                                               (2.49) 
 

 
 

Рис. 2.46. О равнодействующей двух параллельных сил. 
 

Линия действия равнодействующей делит внутренним образом расстояние 
между линиями действия данных сил на части, обратно пропорциональные 
этим силам: 
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                                              (2.49а) 
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Уравнения равновесия твёрдого тела под действием  
произвольной плоской системы сил 

 
Рассмотрим следующие частные случаи: 
а) для равновесия твёрдого тела под действием произвольной плоской сис-

темы сил необходимо и достаточно, чтобы сумма проекций всех сил на произ-
вольно выбранные оси декартовых координат х и у и сумма моментов этих сил 
относительно произвольно выбранной точки О равнялись нулю: 
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б) можно ограничиться составлением одного уравнения проекций, напри-

мер на ось х, но при этом составить два уравнения моментов относительно двух 
произвольных точек: 
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в) можно составить уравнения моментов относительно трёх произвольных 

точек: 

;0)(
1




n

k
kA Fm    ;0)(

1




n

k
kB Fm    ;0)(

1




n

k
kC Fm    (2.52)  

 
с) уравнения равновесия твёрдого тела под действием плоской системы па-

раллельных сил имеют вид 
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Разложение произвольной пространственной 
системы сил по координатным осям 

 
При расчёте креплений грузов в вагонах рассматриваются произвольные 

пространственные системы сил, приложенные к грузам. При составлении урав-
нений равновесия таких систем удобно реакции в гибких упругих элементах 
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креплений (растяжка, обвязка) разложить по трём заданным направлениям, не 
параллельным одной плоскости, например по трём взаимно перпендикулярным 
координатным осям [Бухгольц, 1967; Бронштейн, Семендяев, 1980]. Разложе-
ние результирующей силы (реакции) по координатным осям (на три состав-
ляющие) состоит в замене одной силы тремя взаимно перпендикулярными си-
лами, эквивалентными данной силе40.  

На основании правил параллелепипеда достаточно построить такой парал-
лелепипед, рёбра которого имели бы заданные направления, и диагональю ко-
торого являлась бы данная реакция (рис. 2.47). 

 

 
 
 

Рис. 2.47. К определению проекции упругих сил элемента 
 крепления на оси координат.  

1 – гибкий упругий элемент крепления; 2 – стоечная скоба вагона. 
 

Рассмотрим параллелепипед со сторонами: a (длина), b (ширина) и h 
(высота). Одна из боковых сторон параллелепипеда касается боковой верти-
кальной поверхности V груза, а нижняя горизонтальная его поверхность H сов-
падает с полом вагона. На боковых сторонах вагона расположены увязочные 
устройства (или стоечные скобы). На стоечную скобу вагона закрепляют один 
из концов гибкого упругого элемента крепления (растяжки и обвязки). Стороны 
параллелепипеда  a, b и h соответствуют проекциям гибкого упругого элемента 
крепления на координатные оси. 

                                                 
40 Туранов Х.Т., Бондаренко А.Н., Власова Н.А. Крепления грузов в вагонах.  Екатеринбург: 
УрГУПС, 2006.  286 с. 
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На рис. 2.47 обозначено: M – точка, совпадающая с серединой увязочного 
устройства груза; A– точка, совпадающая с серединой увязочного устройства 

вагона; 0A  – проекция монтажной петли груза к полу вагона; 01A  и 02A  – 

проекции точки A на вертикальную V и фронтальную W поверхности паралле-
лепипеда, совпадающие с боковой вертикальной поверхностью груза; AM – 
длина растяжки, равная одной из диагоналей параллелепипеда; γ – угол, образо-

ванный между следом растяжки 01MA , расположенной на боковой поверхности 

груза, и линией 010 AA , лежащей параллельно оси абсцисс; χ – угол, образован-

ный между следом растяжки 02MA , расположенной на фронтальной поверх-

ности W, и линией 020 AA , лежащей параллельно оси ординат; α – угол накло-

на растяжки AM к горизонтальной плоскости H (например, к полу вагона); β – 

угол между проекцией 0AA  линии AM (например, длины растяжки l) на гори-

зонтальную плоскость H и продольной осью x; a, b и h – проекции растяжки 
AM на продольную x, поперечную y и вертикальную z оси. Проекции a, b и h 
растяжки берутся из схемы размещения груза в вагоне в соответствии с приня-
тым масштабом чертежа.  

Иначе, h – высота точки закрепления растяжки на грузе (монтажная или 
грузовая петля) относительно уровня пола вагона (т. е. с учётом высоты h0 де-

ревянных подкладок). Пусть WVH lll ,,  – проекции растяжки AM  (т. е. длины 

растяжки l) на горизонтальную H, фронтальную W и вертикальную V плоско-

сти; R  – реакция (а не натяжение) растяжки, приложенная в точке M (монтаж-
ная петля) груза после освобождения связи, согласно принципу освобождаемо-
сти от связей статики (аксиома связей). Согласно закону равенства действия 
и противодействия механики, натяжение в растяжке равно этой реакции, кото-

рая далее будет отождествляться с натяжением растяжки; xR , yR  и zR  – про-

екции на координатные оси реакции в растяжке; HR , VR  и WR  – проекции на 

горизонтальную H , вертикальную V  и фронтальную W  поверхности парал-

лелепипеда реакции в растяжке R . 
Проекции реакции в растяжке на координатные оси x, y и z определяются 

методом двойного проецирования (см. рис. 2.47): 
 

 cosHx RR ;  sinHy RR ;  sinRRz ,         (2.54) 
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где RH – проекция на горизонтальную плоскость (пол вагона) натяжения в рас-
тяжке: 

 

 cosRRH .                                         (2.55) 
 

Подставляя (2.55) в первое и второе равенство (2.54), получим: 
 

 coscosRRx ;   sincosRRy ;   sinRRz .           (2.56) 

 
Представим проекции координат монтажных (грузовых) петель груза 

),,( zyxM  на оси x, y и z:  
 

aMOAOx  201 ;  1OOy  ;  hMAOOz  021 ,   (2.57) 

где MOAO 201    расстояние от торца груза до увязочного устройства (сто-

ечная скоба) M ; 1OO   расстояние между продольной осью x и монтажной 

петлей груза M или в частном случае  половина ширины груза B; 

MAOO 021    высота от основания до монтажной петли груза x. 
Проекции растяжки на координатные оси в соответствии со схемой разме-

щения и крепления груза можно представить  

aAAx  001 ;   

  bBBBAAOOy в  )()( 0201 ;   (2.57а) 

hMAz  0 ,  

где 101OA   расстояние от торца груза до увязочного устройства (стоечная 

скоба) A; Bв  половина полезной ширины платформы (для моделей 13-401, 
13-4012. 134019 и 13-Н451  2Bв = 2 770 мм). 

Теперь можно отыскать значения функции одного угла41: 

;sin
l

z
  ;cos

l

lH   
;cos

нl

x
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,sin

Hl

y


      (2.58) 

где lH  проекция растяжки AM на горизонтальную плоскость H (т. е. длина 
растяжки l к полу вагона):  

22 yxlH  ; 

l – длина нити АМ (т. е. растяжки)42: 

                                                 
41 Бронштейн И.Н., Семендяев К.А. Справочник по математике. – М.: Наука, 1980. – 976 с. 
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222 zyxl  .                             (2.59) 

Учитывая формулу (2.55), можно получить произведение функции двух 
углов 

l

x

l

x

l

l

H

H 



 coscos ,                              (2.60) 

.sincos
l

y

l

y

l

l

H

H 



                        (2.60а) 

Имея в виду (2.58), (2.60) и (2.60а), окончательно можно получить форму-
лы для определения проекции натяжений (усилий) в растяжке на координатные 
оси x, y и z в удобном для вычисления виде (заменой тригонометрических 
функций отношениями проекции растяжек к их длине): 

 

;
l

x
RRx


     ;

l

y
RRy


 .     .

l

z
RRz


                (2.61) 

или с учётом (2.57а) 

;
l

a
RRx    ;

l

b
RRy    .

l

h
RRz                   (2.61а) 

 
Таким образом, при составлении уравнения равновесия груза должны 

быть учтены знаки проекции реакции растяжки на оси координат x, y и z. 

При необходимости можно выразить проекции усилий VR  и WR  через 

реакции в растяжке R  по формулам  
 

 cosRRV ;  cosRRW ,                               (2.62) 
где  

;cos
l

lV   l

lWcos                                    (2.62, а) 

 
с учётом того, что в них lV и lW – проекции растяжек соответственно на верти-
кальную и фронтальную плоскости: 

 

;22 zxlV      
22 zylW  . 

                                                                                                                                                                  
42  Ландау Л.Д., Лифшищ Е.М. Механика. Т. 1. – М.: Наука, 1965. – 204 с. 
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Таким образом, получены компоненты натяжения (усилия) растяжки в ви-

де проекций на координатные оси:  

xR  – проекция усилия растяжки на продольную ось вагона (или на пол ва-
гона);  

yR  – проекция усилия растяжки на поперечную ось вагона;  

zR  – проекция усилия растяжки на вертикальную ось вагона (или на бо-
ковую поверхность груза). 

Полученные компоненты (или проекции) активно используются при со-
ставлении уравнений равновесия прикреплённого в вагоне груза как в проекци-
ях, так и в моментах вокруг оси. 

 
 

Основная теорема статики (теорема Л. Пуансо) 
(теорема о трёх непараллельных силах) 

 
Теорема. Если твёрдое тело находится в равновесии под действием трёх 

непараллельных сил, лежащих в одной плоскости, то линии действия этих сил 
пересекаются в одной точке (необходимое условие). При этом силовой тре-
угольник должен быть замкнутым (достаточное условие). 

Данная теорема облегчает решение задач на равновесие твёрдого тела в тех 
случаях, когда направление одной из трёх уравновешивающих сил неизвестно. 
Действительно, определив точку пересечения линии действия двух сил, на-
правления которых известны, можно указать направление линии действия 
третьей силы, так как она должна пройти через точку приложения этой силы и 
точку пересечения линии действия первых двух сил. Например, задачи на вы-
дергивание гвоздя из доски [Туранов, Бондаренко, 2006] и устойчивости трубы 
большого диаметра, размещённого на платформе (см. пп. 2.12) [Туранов, 2007], 
могут быть решены с применением этой теоремы. 
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2.4. Сила трения 
 

Понятие о силе трения 
 

Известно, что Леонардо да Винчи первым определил коэффициент трения, 
изучил трение в машинах и движение тел по наклонной плоскости43. 

Сила трения (англ. frictional force) для движущихся элементов в технике 
является чрезвычайно вредной, поскольку приводит к потере энергии в кинема-
тических парах механизма и износу их трущихся элементов. В большинстве 
случаев стремятся уменьшить коэффициент трения между трущимися поверх-
ностями, применяя различные смазочные материалы. Однако в задачах грузо-
вых перевозок сила трения оказывается весьма полезной. Она способствует 
удерживанию груза от сдвига как вдоль, так и поперёк вагона, а также поворота 
вокруг вертикальной оси, при любых условиях движения поезда. Сила трения 
препятствует движению груза с поглощением значительной части работы 
сдвигающих сил (продольной и поперечной переносной сил инерции (см. п. 
4.6), силы аэродинамического сопротивления при попутном ветре (см. (3.11) и 
(3.12))). Поэтому в случаях изменения климатических условий перевозок гру-
зоотправитель должен предпринимать технологические и профилактические 
меры, способствующие увеличению коэффициента трения между контакти-
рующими поверхностями груза и пола вагона, например засыпать пол вагона 
песком44. 

Движение одного тела относительно другого может происходить в режи-
мах сухого и жидкостного трения45. Рассмотрим только режимы сухого трения. 
Случай, когда между телами имеется слой жидкой смазки, требует специально-
го изучения. Так, в условиях жидкостного режима трения работают подшипни-
ки скольжения коленчатых валов двигателей внутреннего сгорания. 

 
 

2.4.1. Трение скольжения 
 

Различают два понятия силы трения – сила трения в покое (сила сцепления) 
и сила трения в движении (сила трения скольжения).  

Силу трения, проявляющуюся между покоящемуся телом и шероховатой 
опорной плоскостью как противодействия со стороны этой плоскости возмож-
ному смещению тела (как реакцию связи), называют силой сцепления и обозна-

чают сцF . 

                                                 
43 Боголюбов А.Н. Математики механики. Библиографический справочник. – Киев: Наук. 
дум., 1983. – 638 с.  
44  Приложение 14 к СМГМ «Правила размещения и крепления грузов в вагонах и контейне-
рах».  М.: Планета, 2005.  191 с. 
45 Решетов Д.Н. Детали машин. – М.: Машиностроение, 1987.  496 с. 
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Силу трения, возникающую при движении тела по шероховатой поверхно-
сти, а также при скольжении одного тела относительно другого, называют си-

лой трения скольжения (англ. sliding friction ) и обозначают трF .  

Силу трения часто в обоих случаях обозначают одинаково через трF . 

Сила сцепления сцF  направлена по касательной к опорной поверхности в 
сторону возможного смещения тела по этой поверхности. Модуль силы сцеп-

ления сцF  изменяется от нуля до максимального значения 
max
сцF  в момент на-

чала движения. Модуль максимальной силы сцепления 
max
сцF  пропорционален 

нормальному давлению N  (нормальной составляющей реакции связи) тела  
на плоскость (см. рис. 2.16, 2.17): 

 

NfF сц
max
сц  , 

 
где fсц  коэффициент сцепления, величина безразмерная. 

Модуль силы сцепления сцF  всегда удовлетворяет условию NfF сцсц  . 

Сила трения трF  направлена по касательной к трущимся поверхностям 

противоположно относительной скорости скольжения тела.  

Сила трения трF  может рассматриваться как касательная составляющая 

полной реакции R  шероховатой поверхности τF , а N  – как нормальная со-
ставляющая этой реакции (рис. 2.48). В связи с этим результирующая (полная) 
реакция опорной поверхности  

трFNR  . 

 

 
 

Рис.2.48. К пояснению угла трения. 

 



 138

Полная реакция связи R  отклонена относительно нормали к поверхности 
на угол трения φтр. В этом случае такую связь называют неидеальной, а по-
верхность – шероховатой. В предельном состоянии покоя φтр = φсц (φсц  угол 
сцепления). 

Угол трения φтр (англ.  angle of friction)  угол между полной реакцией 

связи R  и её нормальной составляющей N  (см. рис. 2.48). 
 
 

Законы Кулона46 
 

1. Величина силы трения зависит от активных сил (движущая сила и сила 

тяжести) и может принимать любые значения от нуля и до 
max
сцпр FF  , назы-

ваемого предельной силой трения. Предельная сила трения достигается в мо-
мент выхода тела из положения равновесия, т. е. 

 
max
сцпртр0 FFF  . 

 
Иначе, равновесие, имеющее место, когда сила трения скольжения Fтр рав-

на предельной силе трения (т. е. Fтр = Fпр), называется предельным равновеси-
ем. 

Сила трения скольжения Fтр направлена по касательной к трущимся по-
верхностям противоположно скорости рассматриваемого движущегося тела.  

2. Модуль силы трения Fтр численно равен произведению коэффициента 
трения при скольжении между контактирующими поверхностями тел (груз и 
пол вагона) на нормальную составляющую реакции связи (пол вагона), т. е. 

 

fNF тр ,                                                 (2.63) 

где f  коэффициент трения скольжения (англ.  static coefficient friction); N  

 нормальная составляющая реакции R  внешней связи, приложенная к телу 

                                                 
46 Шарль Огюстен Кулон – выдающийся французский механик (1736–1806), сформулиро-
вавший четыре закона сухого трения в своём знаменитом научном произведений «Теория 
простых машин» (1781). Автор работ по вязкости жидкости (1801) и магнетизму (1806). 
Впервые описал упрочнение материала (1784), показав, что «если проволока подвергнута 
предварительной деформации далеко за предел упругости, то материал в дальнейшем 
становится более твёрдым и его предел упругости повышается». До сих пор используют 
его теории трения, кручения и прочности, а также законы электростатических и магнитных 
взаимодействий. 
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(груз). В частном случае, когда груз (например, среднетоннажный контейнер) 

размещён на поверхности пола вагона без креплений, N  = G (см. рис. 2.16, а). 

3. Коэффициент трения скольжения несколько меньше коэффициента тре-

ния сцепления (т. е. сцff  ), зависит от материала, физического состояния 
трущихся поверхностей и относительной скорости движущихся тел. Обычно с 
увеличением скорости коэффициент трения скольжения убывает, стремясь к 
некоторому постоянному значению. Коэффициент трения сцепления зависит 
от материала и физического состояния трущихся поверхностей (степень шеро-
ховатости, влажность, температура и другие условия), но не зависит от значе-
ния нормального давления. 

Величина коэффициента сцепления в зависимости от различных усло-
вий устанавливается экспериментально. Значения коэффициента трения 
сцепления для некоторых материалов: кирпич по бетону fсц = 0,76; железо-
бетон по дереву fсц = 0,55; дуб по дубу (волокна параллельны) fсц  = 0,62; 
дуб по дубу (волокна перпендикулярны) fсц = 0,54; сталь по дереву fсц = 0,4; 
метал по металлу fсц = 0,15 ÷ 0.25; сталь по льду fсц = 0.027.  

4. Значение силы трения трF  при прочих равных условиях не зависит от 

размеров (площади соприкосновения) трущихся поверхностей. Из этого закона 
следует, что для того чтобы сдвинуть, например, прямоугольное тело, надо 
приложить одну и ту же силу независимо от того, какой гранью оно положено 
на поверхность, широкой или узкой. 

В нарушение этого закона в п. 10.3.2 ТУ47 приводится расчёт силы трения 
между грузом и контактируемыми поверхностями пола платформы.  

Этот закон экспериментально установил французский ученый Амонтон 
(1663  1705), а французский физик Кулон сформулировал его. 

Из первых двух законов следует, что при равновесии  
 

max
сцпртр FFF  , 

или 

fNF тр .                                                 (2.64) 

Отличие силы трения от других реакций связей заключается в том, что: 
– её модуль не может превысить определенного предела (т. е. Fтр ≤ Fпр); 
– она резко меняет своё направление при изменении направления скольже-

ния; 
– её величину можно считать постоянной. 
Особо отметим, что сила трения в зависимости от условия задачи может 

быть отнесена к активным (движущим) или реактивным (оказывающим сопро-

                                                 
47  Приложение 14 к СМГМ «Правила размещения и крепления грузов в вагонах и контейне-
рах».  М.: Планета, 2005.  191 с. 
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тивление движению) силам. Например, во всех задачах креплений грузов она 
является реактивной (удерживающей) силой. Для заднего колеса автомобиля 
сила трения – активная сила, а для переднего колеса  реактивная. Для человека 
сила трения между подошвой обуви и поверхностью опирания является актив-
ной (движущей) силой. Для колес колесных пар локомотивов и двухребордных 
колёс козловых (см. рис. 2.3) и мостовых кранов  сила трения (сцепления) – ак-
тивная сила, а для колёс колёсных пар вагонов – реактивная. 

 
 

Некоторые замечания 
 

Замечания. 1. Сила трения скольжения возникает лишь тогда, когда сдви-
гающая сила превышает силу трения сцепления (покоя). Иначе, сила трения 
скольжения возникнет только тогда, когда произойдёт сдвиг тел. 

С другой стороны, применительно к грузу, прикреплённому к вагону гиб-
кими упругими связями, появление или изменение натяжений в таких связях 
происходит только при возникновении действительного сдвига (перемещения) 
груза. Иначе, при отсутствии сдвига груза не изменяются натяжения (усилия) в 
креплениях.  

2. Максимальное значение силы трения, используемое при расчёте пре-
дельного равновесия, определяют только по (2.64). 

3. Координата точки приложения нормальной реакции опорной плоскости, 
как равнодействующая реакции этой поверхности, может не совпадать с коор-
динатой проекции центра тяжести на опорную плоскость и в общем случае под-
лежит определению. В частном случае, когда тело свободно лежит на поверх-

ности, xN = 0, поскольку 0F , и только тогда GN   (см. рис. 2.16, а).  
Когда сдвигающая тело сила приложена так, как показано на рис. 2.49, а, 

то xN определяют из условия предельного равновесия тела вокруг ребра АВ 
(рис. 2.49, б): 

 

0)(  NCFу NxGxFzFm . 

 
Отсюда имеем 

,
N

GxFz
x CF

N


                                           (2.65) 

 

где zF – координата точки приложения силы F , м; xС – координата центра тя-

жести тела, м; GN   – из условия равновесия в проекциях по оси z. 
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Рис. 2.49. К определению координаты точки приложения  
нормальной реакции поверхности. 

 
Результат (2.65) может быть получен геометрически, непосредственно из 

основной теоремы статики – теоремы о трёх непараллельных силах (см. пп. 
2.3.2) 

.
1

C
F

N x
zG

F
x                                            (2.65а) 

 
Для грузов с малой опорной плоскостью смещение точки приложения 

нормальной реакции N , вычисленное, например, по (2.65), может превысить 
горизонтальный размер груза в направлении сдвигающей силы, что означает 
переход к другой форме потери устойчивости – опрокидыванию груза относи-
тельно ребра, противоположного ребру AB (см. п. 2.10).  

4. Когда действующая на тело (груз) сила R  направлена под углом α к го-

ризонту (рис. 2.50), нормальная составляющая реакции связи N  и координата 
точки её приложения xN определяются из условия равновесия тела  

 

:0
1




n

k
kzF   0 NGRy ; 

:0)(
1




n

k
ky Fm   0 NCRxx NxGxzR , 

 
откуда получим 

GRN y  ;                                              (2.66) 

,
N

GxzR
x CRx

N
x


                                        (2.66а) 
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где  coscosRRx  и  sinRRy   проекции натяжений в гибком упру-

гом элементе на продольную и вертикальную оси.  

 

 
 

Рис. 2.50. К определению нормальной реакции связи  
и координаты точки её приложения. 

 
 

Равновесие при наличии трения 
 

Изучение равновесия тел с учётом трения скольжения можно свести к рас-

смотрению предельного равновесия, которое имеет место, когда пртр FF  . 

1. При аналитическом решении реакцию неидеальной (шероховатой) связи 
представляют двумя её составляющими (рис. 2.51, а). Затем составляют обыч-

ные уравнения равновесия и присоединяют к ним равенство fNF тр  (см. 

(2.64)). Из полученной таким способом системы уравнений и определяют иско-
мые величины. 

 

 
 

Рис. 2.51. Графическое пояснение предельного равновесия. 
 

Связь между тангенсом угла трения и коэффициентом трения: 
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,tg пр

тр N

F   

или 

fтрtg . 

 

При полном равновесии полная реакция прR  в зависимости от сдвигающих 

сил может проходить где угодно внутри угла трения φтр. Когда равновесие ста-

новится предельным, реакция прR  будет отклонена от нормали на угол трения. 

Если к телу, лежащему на шероховатой поверхности, приложить силу F , 
образующую угол  с нормалью (см. рис. 2.51, б), то тело сдвинется только то-

гда, когда сдвигающая сила Fsinα будет больше αcosпр fFfNF   (если 

пренебречь весом тела). Тогда неравенство  cossin fFF , в котором 

трtgf , выполняется только при трtgtgα  , т. е. при  > тр. Следова-

тельно, никакой силой, образующей с нормалью угол , меньший угла тр, тело 
вдоль данной поверхности сдвинуть нельзя. Этим объясняют известные явле-
ния заклинивания или самоторможения тел [Решетов, 1987]. 

2. Если в задаче требуется определить условия равновесия при всех 

значениях, которые может иметь сила трения, т. е. при пртр FF  , то её тоже 

можно решить, рассмотрев предельное равновесие и уменьшая в полученном 
результате коэффициент трения f0 до нуля. Когда равновесие является предель-

ным, сила трения fNFF  пртр . В остальных положениях равновесия 

fNF тр . Следовательно, в каждом из этих положений можно считать, что 

kNF тр , где k < f. При k = 0 (или f = 0) получим положение равновесия, со-

ответствующее случаю, когда связь является идеальной, а поверхность гладкой. 
Особо отметим, что при решении ряда задач часто допускают ошибку, 

которая состоит в том, что при подсчётах считают fQF тр , в то время как си-

ла давления на плоскость Q равна силе тяжести груза G лишь в случае, когда 
груз свободно лежит на поверхности, т. е. не закреплён гибкими дополнитель-
ными упругими элементами креплений (связями). 

Такая ошибка допущена в п.10.5.3 ТУ48 при выводе формул (34) и (35).  
3. Отметим ещё, что если в задаче надо определить значение силы трения 

трF , когда равновесие не является предельным и пртр FF  , то эту силу следу-

                                                 
48  Приложение 14 к СМГМ «Правила размещения и крепления грузов в вагонах и контейне-
рах».  М.: Планета, 2005.  191 с. 
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ет считать неизвестной величиной и находить из соответствующих уравнений 
равновесия. 

 
 

Пример решения задачи при наличии трения скольжения 
 

Решение любых задач на равновесие твёрдого тела при наличии сил тре-
ния, независимо от взаимного расположения приложенных к нему сил, реко-
мендуют проводить в следующем порядке49: 

1) из реальной схемы (рисунок или фотография реального объекта) выде-
лить твёрдое тело, равновесие которого надо рассмотреть для отыскания неиз-
вестных (или искомых) величин; 

2) изобразить активные силы; 
3) если твёрдое тело несвободно, то, применив принцип освобождаемости 

от связей геометрической статики, приложить к нему соответствующие реак-
ции связей; 

4) рассмотреть равновесие данного несвободного твёрдого тела как тела 
свободного, находящегося под действием активных сил и реакций связей (реак-
тивных сил). Реакцию шероховатой поверхности следует представить двумя со-

ставляющими  нормальной N  и касательной трτ FF   (силой трения) со-

ставляющей реакции R , или, не раскладывая эту реакцию на составляющие, 
направить её под углом трения тр к нормали к поверхности (при максималь-
ной силе трения). В итоге получают расчётную модель. 

Напомним, что расчётной моделью (схемой) назовём упрощённую идеали-
зированную модель, которая отражает наиболее существенные особенности ре-
ального объекта, определяющие его поведение при воздействии внешних на-
грузок. 

Для крепления грузов на железнодорожном подвижном составе следует 
учитывать только минимальное значение силы трения как удерживающей 
груз силы, поскольку при максимальном её значении груз будет закреплён к ва-
гону меньшим количеством креплений, что будет угрожать безопасности дви-
жения. Поэтому при решении задачи крепления грузов на железнодорожном 
подвижном составе для определения силы трения следует воспользоваться зна-
чением коэффициента трения f, которое в 0,7 раза (т. е. на 30 %) меньше вели-
чины коэффициента сцепления fсц, приведённого в ТУ или в справочниках по 
физике50; 

                                                 
49  Бать М.И., Джанелидзе Г.Ю., Кельзон А.С. Теоретическая механика в примерах и задачах. 
В 3 т. Т. 1. Статика и кинематика.  М.: Наука, 1990.  672 с. 
50  Nils Anderson, Peter Anderson, Robert Bylander, Sven Sokjer, Petersen and Bob Zether. Equip-
ment for Rational Securing of Cargo on railway Wagons / VINNOVA Report/Rapport VR 2004:05 
// http://www.vinnova.se/upload / EPiStorePDF /vr-04-05.pdf.  
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5) сопоставить количество неизвестных величин и количество независи-
мых уравнений равновесия, которые должны быть равны для статически опре-
делённых задач. К уравнениям равновесия твёрдого тела (груза) следует доба-
вить зависимость силы трения от нормального давления  закон Кулона (см. 
(2.64)); 

6) выбрать систему координат; 
7) составить систему уравнений равновесия для сил, приложенных к твёр-

дому телу (грузу) или к системе твёрдых тел; 
8) решив систему уравнений равновесия, определить искомые величины. 
 
Задача 151. Штучный груз в ящичной упаковке (тело) силой тяжести G = 

150 кН находится в покое на шероховатом горизонтальном полу платформы 
(рис. 2.52). Коэффициент трения при движении  f = 0,348.  

 

 
 

Рис. 2.52. Груз в ящичной упаковке, размещённый на платформе. 
 

В ящичной упаковке может быть оборудование, например ценные детали 
станка, подлежащие обязательной упаковке по техническим условиям их пере-
возки и транспортировки [Приложение…, 2004]. 

Ящичная упаковка на платформе размещена со смещением центра тяже-
сти относительно продольной оси симметрии вагона на величину уС = уМ = 
0,494 м, согласно ТУ для силы тяжести груза G = 150 кН. Через ящик переки-
нут предварительно натянутый гибкий упругий элемент (обвязка), закреплён-
ный своими концами в стоечные скобы платформы (точки О1 и О2).  

Допускаем, что гибкие упругие элементы креплений расположены перпен-
дикулярно к боковым граням ящичной упаковки. 

Пренебрегая трением между поверхностью ящика и гибким элементом, оп-

ределить натяжение этого элемента S , при котором ящик будет находиться в 
покое. Кроме того, найти координату точки приложения xN нормальной реак-

                                                 
51 Тарг С.М. Краткий курс теоретической механики: учебник для втузов.  М.: Высш. шк., 
1998.  416 с. 
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ции связи N  относительно продольной оси симметрии вагона. Несовпадение 

координаты точки приложения нормальной реакции связи N  с направлением 

вертикальной оси, проходящей через центр тяжести груза G , можно объяснить 
меньшим углом наклона натяжения правой ветви гибкого элемента относитель-
но вертикальной оси, нежели левой ветви. 

Решение. Рассмотрим равновесие ящичной упаковки (объекта). На ящик 
без учёта дополнительной связи (гибкий упругий элемент) действует одна ак-

тивная сила  сила тяжести G  и нормальная составляющая N  реакции связи 

R , приложенная в точке K. В итоге получаем расчётную модель, показанную 
на рис. 2.52, а.  

 

 
 

Рис. 2.52, а. Расчётная модель ящичной упаковки. 
 

На ящичную упаковку наложены две связи  гибкий элемент и пол плат-
формы. Воспользуемся теперь принципом освобождаемости от связей (аксиома 
связи геометрической статики), согласно которому вначале отбросим мысленно 

гибкий элемент, заменяя его действие натяжениями (усилиями) 1S  и 2S , а за-
тем отбросим мысленно также пол платформы, заменяя его действие нормаль-

ной N  и касательной трτ FF   составляющими реакции связи R .  

Так как трение между ящиком и гибким элементом, согласно принятому 
допущению, отсутствует, то натяжение этого элемента будет везде одинако-

вым, т. е. 1S  = 2S  = S . 

Теперь искомые силы 1S , 2S , N  и трτ FF    будут действовать на груз с 

весом G , т. е. на одно и то же тело (груз). Все силы лежат на одной плоскости 
(вертикальной).  

Рассмотрим равновесие груза как свободного тела, находящегося под дей-

ствием пяти сил: сил тяжести G , натяжения гибкого элемента 1S , 2S , нор-

мальной N  и касательной составляющей трτ FF   реакции пола платформы. 
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Составим уравнение равновесия сил для груза, приравняв к нулю сумму 

проекций всех сил на оси x и y и имея в виду 1S  = 2S  = S : 
 

:0
1




n

k
kxF  0βcosαcos тр  FSS ;                        (2.67) 

:0
1




n

k
kyF  0sinsin  SSGN ;                  (2.68) 

:0)(
1

0 


n

k
kFM  

0)(βsinβcosαsinαcos  CCN yABSADSGyODSADSNx . 
(2.69) 

В данном случае независимых уравнений равновесия три, а неизвестных 

четыре: S , трτ FF  , N  и xN. Такая задача относится к разряду статической 

неопределённой системы (см. п. 2.7). Степень статической неопределённости 
равна 1. 

Для решения рассмотрим физическую сторону статической неопределён-
ной задачи. К уравнениям равновесия (2.67)  (2.69) следует добавить закон Ку-
лона  зависимость силы трения от нормального давления (см. (2.64)). 

Из уравнения (2.68) имеем 
 

)sin(sin  SGN .                                  (2.70) 
 

Подставляя (2.70) в (2.64), находим 
 

))βsinα(sin(тр  SGfF .                                 (2.71) 

 
С учётом (2.71) уравнение (2.67) после элементарных преобразований при-

мет вид 
))sin(sin()cos(cos  SGfS . 

 
Результаты решения задачи. Из последнего неравенства получим натяже-

ние гибкого элемента, при котором ящичная упаковка будет находиться в по-
кое: 

 

.
)sin(sin)cos(cos 


f

fG
S                            (2.72) 
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Из (2.72) можно отыскать натяжения гибкого элемента: 
при предельном равновесии груза  

 

)sin(sin)cos(cos 


f

fG
S ,                           (2.72а) 

 
при устойчивом равновесии груза  

 

)sin(sin)cos(cos 


f

fG
S .                           (2.72б) 

 
Из уравнения (2.69) найдём координату точки приложения нормальной ре-

акции связи N  относительно продольной оси симметрии вагона: 
 

 
N

ODADyABADSGy
x CC

N

)αsinα(cos))(βsinβ(cos 
 . (2.73) 

 
Как видно, натяжение (упругая сила) гибкого элемента S обратно пропор-

ционально углу наклона каждой ветви этого элемента.  
 
П р и м е р  р а с ч ё т а в системе MathCAD 
Исходные данные: 

 

 
Результаты решения. 
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Результаты решения задачи при вариации угла наклона  левой ветви гиб-

кого элемента (рис. 2.53 – 2.55): 
 

 
 

 
 

Рис. 2.53. Зависимость S = f(). 
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Рис. 2.54. Зависимости N = f() и Fтр = f(). 
 

 
 

 
 

Рис. 2.55. Зависимость xN = f(). 
 

Анализ полученных графических зависимостей S = f(), N = f(), Fтр = 

f() и xN = f() показывает, что с увеличением угла наклона  левой ветви 
гибкого элемента от 0 до 45: 
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– натяжение элемента S, нормальная N и касательная составляющая Fτ = 

Fтр реакции связи R , необходимая для удержания груза от сдвига, увеличива-
ются по параболическому закону; 

– координата точки приложения xN нормальной реакции связи N уменьша-
ется также по параболическому закону. 

 
 

2.4.2. Трение качения 
 

Трение качения наряду с трением скольжения играет важную роль при ре-
шении прикладных задач, связанных с формированием подвижного состава на 
сортировочных станциях, поскольку при скатывании вагона с грузом (или от-
цепа) с горки колёса колёсных пар тележек относительно рельсовых нитей ка-
тятся без скольжения (если не учитывать тормозные позиции и действие слу-
чайных или «эпизодических» сил сопротивлений), а также с перевозкой и креп-
лением грузов, поскольку грузы цилиндрической формы (трубы, колесные па-
ры, барабаны и др.) и колесная техника составляют существенную часть но-
менклатуры перевозимых грузов на железнодорожном транспорте. 

Трение качения (англ. rolling friction)  это сопротивление, возникающее 
при качении одного тела по другому. 

Пусть цилиндрический каток (колесо колесной пары подвижного состава с 
силой тяжести Q = 15 кН) размещен на горизонтальной плоскости (поверхность 

рельса). В центре катка действует некоторая внешняя сила F , равная, напри-
мер, продольной динамической силе, возникающей при соударении вагона (рис. 
2.56). 

 

 
 

Рис. 2.56. Схема приложение сил к катку. 
 

Каток будет оставаться в покое, пока сила F  небольшая. В этом случае 

действующие на каток силы F  и Q  уравновешиваются сопротивлением не-
подвижной плоскости.  

В точке соприкосновения катка (колеса колесной пары вагона) с плоско-

стью (поверхность рельса) возникают нормальная реакция связи N  этой плос-
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кости, противоположная силе тяжести катка, и сила трения трF , препятствую-

щая скольжению катка по плоскости и равная по модулю силе F , но направ-
ленная в противоположную сторону.  

Для малых значений сдвигающей силы F  сила трения скольжения (сцеп-
ления) остается равной этой силе. 

В случае абсолютно твёрдой опорной поверхности каток не может оста-

ваться в покое при действии самой небольшой, сколь угодно малой силы F . 

Возникающая пара сил ( F , трF ) не может быть ничем уравновешена, кроме 

как другой парой.  
В реальности опорная плоскость не является абсолютно твёрдой и под 

действием давления катка (вертикальной нагрузки, силы тяжести) всегда, хоть 
и немного, деформируется, поскольку из-за кривизны катка контактная область 
чрезвычайно мала и контактные напряжения (удельное давление) имеют весьма 
высокие значения. Примерная эпюра распределения давления опорной поверх-
ности вблизи точки A на каток (в виде погонных реактивных сил, направлен-
ных по радиусам к центру масс катка), показана на рис. 2.57. При этом из-за 

действия силы F  расстояние AB < AD, т. е. давление опорной поверхности 
вблизи точки А распределяется неравномерно, смещаясь в сторону точки D. 

 

 
 

Рис. 2.57. Деформация опорной поверхности. 
 

Характер эпюры распределения давления опорной поверхности вблизи 

точки А останется неизменным и для случая, когда сила F  приложена выше 
или ниже центра тяжести катка. 

В результате смещения и неравномерности эпюры давления нормальная 

реакция опорной поверхности N , как равнодействующая реактивного давле-
ния (контактных напряжений), смещается на некоторую величину a в направ-
лении сдвигающей силы (рис. 2.58). 
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Рис.2.58. Смещение нормальной реакции поверхности. 
 

Образующаяся при этом пара сил ( NQ , ) противоположна по направлению 

вращения рассмотренной ранее паре ( F , трF ) и может её уравновесить. Дан-

ную пару называют парой трения качения ( NQ , ) и её момент равен 
 

aNM  ,                                                 (2.74) 
 

где а – смещение нормальной реакции опорной поверхности, м. 
Сравнение выражений (2.74) и (2.64) позволяет смещение a рассматривать 

как соответствующий коэффициент трения, который теперь является размерной 
величиной. 

Экспериментально установлено, что момент пары трения качения изменя-
ется от нуля до некоторого максимального значения Mmax.  

Максимальное значение момента пары трения качения Mmax не зависит от 
радиуса катка и прямо пропорционально нормальному давлению катка на 

плоскость, или, что одно и то же, нормальной реакции связи N  
 

NfM кmax  ,                                             (2.75) 
 

где fк – коэффициент трения качения, мм, поскольку этот коэффициент равно-
силен плечу пары трения качения a. 

Максимальные значения коэффициента fк для различных трущихся тел, 
мм: дерево по дереву – 0,5÷0,8; мягкая сталь по мягкой стали – 0,05; дерево по 
стали – 0,03÷0,04; колесо по рельсу – 0,005; сталь закаленная по стали – 0,001.  

Для случая, показанного на рис. 2.58, составим условия равновесия сил: 

:0
1




n

k
kxF   ;трFF    

:0
1




n

k
kzF    ;QN                                       (2.76) 



 154

:0)(
1




n

k
kA Fm   NaFh  , 

где h  плечо внешней силы, м. 
Максимальное значение силы трения, согласно формуле (2.64) и второму 

выражению (2.76), имеет вид  

fQfNF тр . 

Следовательно, имея в виду первое равенство (2.76), получим 
fQF  .                                                  (2.77) 

Кроме того, пара трения качения по формуле (2.74) не может быть больше 

NfM кmax  , т. е. кfa  . 
Поэтому можно записать 

NfFh к   
или  

QfFh к . 
Отсюда  

.к Q
h

f
F                                                    (2.78) 

В неравенстве (2.78) отношение h

fк
 для большинства материалов значи-

тельно меньше коэффициента трения скольжения f, т. е. h

f
f к . Поэтому в 

технике стремятся заменить трение скольжения качением (колеса, катки, шари-
ковые или роликовые подшипники качения и т. п.). Например, все колёсные па-
ры тележек локомотивов и вагонов оснащены подшипниками качения, благода-
ря которым их колёса по рельсовым нитям катятся без скольжения.  

Таким образом, при равновесии катка сила F  должна удовлетворять усло-
виям (2.77) и (2.78). 

При соблюдении условий (2.77) и (2.78) не произойдет ни скольжения, ни 
качения катка относительно опорной поверхности.  

Особо отметим, что, если активная сила F  больше предельной силы тре-

ния NfFF сц
max
сц пр  , т. е.  прFF  , то одновременно с качением возмож-

но также скольжение. При этом отношение h

fк
 будет меньше коэффициента 

трения скольжения f, т. е. h

f
f к . 
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Пример решения задач на применение трения качения 

при скатывании вагона с горки 
 

Покажем применение трения качения в задачах, связанных с формировани-
ем подвижного состава на сортировочной горке52. 

З а д а ч а 1. Требуется построить расчётную модель вагона при скатыва-
нии с горки (рис. 2.59) и определить момент трения качения при перекатывании 
колёс колёсных пар тележек вагона. 

 

 
 

Рис. 2.59. Реальная cхема скатывания вагона с горки. 
а – вид с боку; б – вид сверху: 1 – вагон; 2 – груз;  
3 и 4 – наружный и внутренний рельсовые нити. 

 
Р е ш е н и е. Для построения расчётной модели движения вагона с горки 

используют принцип освобождаемости от связей геометрической статики (см. 
п. 2.2). Вначале выбирают объект в виде вагона, скатывающегося с горки. 

Имеют в виду, что для колёсной пары тележек вагона A  (или B ) и A (или B) 
рельсовые нити 3 и 4 являются основными связями, удерживающими её от пе-
ремещения в поперечном направлении, т. е. вдоль подрельсового основания 
(шпал). Иначе, основное назначение рельсовых нитей 3 и 4 как внешних связей 
– это направление колёс тележек вагона при движении на прямых и кривых 
участках пути. Принимают, что на вагон действуют плоская система сил в виде 

силы тяжести G  и силы аэродинамического сопротивления xrF в  и yrF в.  (см. п. 

3.1, (3.9)– (3.12)). 

                                                 
52  Туранов, Х.Т., Ситников С.А., Мягкова А.В. Математическое моделирование скорости 
скатывания вагона на первом профильном участке горки  // Транспорт: Наука, техника и 
управление, 2011, № 1.  С. 24 – 29. 
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В связи с этим вначале освобождают колёсную пару тележек вагона от 

рельсовых нитей, заменяя их влияние реакциями связей AR  и BR ; HAR   и 

HBR   (на рис. 2.59 не показаны). Здесь допускают, что указанные реакции свя-

зей приложены к колёсам колёсных пар передней и задней тележек вагона A  

(или B ) и A (или B), т. е. },{ 21 AAA RRR  , },{ 21 AAA RRR    и 

},{ 21 BBB RRR  , },{ 21 BBB RRR   ; },{ 211 HAHAHA RRR   , },{ 211 HBHBHB RRR   . 

Особо отметим, что появление реакции связей AR  и BR  в плоскости ска-
тывания вагона с горки связано с воздействием на вагон с грузом вертикальных 

составляющих сил тяжести zG  и силы аэродинамического сопротивления zrF в  

и yrF в.  (как сила, оказывающая боковое давление на упорную рельсовую нить). 

В соответствии с этим за упрощённую расчётную модель скатывания ваго-
на с горки, учитывающую трение качения (чистое качение), можно принять мо-

дель, показанную на рис. 2.60. При этом считают, что активные силы в виде G  

и xrF в  уже приложены к расчётной модели. В расчётной модели активную силу 

G  направляют от объекта. Все реактивные силы (реакции связи) AR , BR , 

HAR  , включая xrF в , направляют к объекту. Показывают оси координат Oxz. 
 

 
 

Рис. 2.60. Упрощённая расчётная модель скатывания вагона с горки.  
а – при встречном ветре; б – при попутном. 

 
В точке соприкосновения колеса колесной пары вагона с поверхностями 

рельса возникают нормальная составляющая N  ( },{ BA NNN  ) реакции свя-
зи (рельсовых нитей), противоположная проекции всех сил на вертикальную 
ось Fz: 
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N = – Fz; 

0в0 ψsinψcos xrz FGF  .                                (2.79) 
 

Принимают, что на участках горки, где отсутствуют случайные (или так 
называемые «эпизодические» ) сопротивления колёса с радиусом rк (для грузо-
вого вагона 0,475 м) катятся без проскальзывания с коэффициентом трения ка-
чения колеса по рельсу fк, внутренний радиус rвн внутреннего кольца подшип-
ника качения вращается с коэффициентом трения качения fк0.  

На механическую систему действуют внешние (как активные, так и реак-

тивные) силы: проекции силы тяжести на координатные оси 0ψsinGGx   и 

0ψcosGGz  , проекции силы аэродинамического сопротивления 0в ψcosxrF , 

0в sinψxrF  и yrF в ; нормальная составляющая N реакции рельсовых нитей; мо-

мент трения качения колеса по рельсу },,,{ 2тр1тр2тр1тртр AAAAA MMMMM   и 

},,,{ 2тр1тр2тр1тртр BBBBB MMMMM   (см. (2.75)).  

Момент трения качения колеса по рельсу NfM ктр  , где fк – коэффици-

ент трения качения, м, поскольку этот коэффициент равносилен плечу пары 
трения качения (обычно с учётом влияния гребней колеса по рельсу принимают 
fк = 5·10-6, сталь закаленная по стали fк = 1·10-6). 

Образующаяся при этом пара сил ( zG , N ), называемая парой трения ка-

чения, противоположна по направлению вращения паре ( F , трF ) и для рас-

сматриваемого случая скатывания вагона с горки не может её уравновесить. 
Именно по этой причине подшипники качения в буксовом узле и колеса колёс-
ной пары вагона испытывают момент трения качения.  

Особо отметим, что если активная сила F  больше предельной силы тре-

ния NfFF сц
max
сц пр  , т. е.  прFF  , то одновременно с качением возмож-

но также скольжение. При этом отношение 
к

к

r

f
 будет меньше коэффициента 

трения скольжения f, т. е. 
к

к

r

f
f  . Такой случай возможен при воздействии на 

вагон проекции силы аэродинамического сопротивления xrF в  при попутном 

ветре и силы yrF в  (которая стремится прижать гребни наружных колёс колёс-

ных пар тележек к упорному рельсу), когда активная сила равна 

xrFGF вψsin   и соблюдается условие  прFF  . Тогда расчётная модель, 
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например при воздействии попутного ветра, имеет вид, показанный на рис. 
2.61.  

 

 
 

Рис. 2.61 Упрощённая расчётная модель скатывания вагона  
с горки при качении колёс со скольжением. 

 
На рис. 2.61 видно, что скатыванию вагона с горки противодействуют си-

лы трения скольжения колёс о рельсовые нити в виде FтрA 

( },,,{ 2тр1тр2тр1тртр AAAAA FFFFF  ) и FтрB ( },,,{ 2тр1тр2тр1тртр BBBBB FFFFF  ). 
Силы трения при качении колёс со скольжением, согласно закону Кулона 

(см. (2.64)), 

BAAB FFF  тртр
ск
тр ,                                         (2.80) 

где BAAB FFF тртртр   – силы трения скольжения колёс по рельсовым нитям 

от воздействия нормальной составляющей N  ( },{ BA NNN  ) реакции связи: 

NfF AB сктр  , 

где fск – коэффициент трения скольжения колеса по рельсу (обычно метал по 
металлу – fск = 0,15 ÷ 0,25); 

0тр0тртр BABA FFF    – силы трения скольжения гребней колёс по упор-

ному рельсу от воздействия проекции силы аэродинамического сопротивления 

с боковой стороны вагона yrF в :  

yrBA FfF вск0тр   
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где fск0 – коэффициент трения скольжения гребней колеса по рельсу (обычно 
принимают – fск0 = 0,2553, а в случае применения гребнесмазывателей (или луб-
рикаторов) значение fск0 намного меньше) (в частном случае fск = fск0).  

Подставляя ABFтр  и BAF тр  в (2.80), получают: 

yrFfNfF вск0ск
ск
тр  , 

или, с учётом (2.79), 

yrxr FfFGfF вск00в0ск
ск
тр )ψsinψcos(  .                   (2.80а) 

На механическую систему также действуют внутренние силы в виде мо-
ментов трения качения MтрпA ( },,,{ 2трп1трп2трп1трптрп AAAAA MMMMM  ) и MтрпB 

( },,,{ 2трп1трп2трп1трптрп BBBBB MMMMM  ) в подшипниках буксовых узлов перед-

ней A и задней B тележек вагона, причём Mтрп = MтрпA + MтрпB (см. рис. 2.61). 
В точках соприкосновения с телами качения внутреннего диаметра внут-

реннего кольца подшипника появляются внутренние силы Nпк – нормальная 
составляющая реакции подшипника. В той же точке на тела качения от внут-
реннего кольца подшипника действует такая же по модулю, но противополож-
но направленная реакция Nп (т. е. нормальная составляющая реакции, прихо-
дящейся на один подшипник качения).  

Момент трения качения в подшипниках буксовых узлов передней и задней 
тележек вагона 

п0кбтрп NfnM  ,                                          (2.81) 

где nб = 8 – количество буксового узла в тележках, шт.; fк0 – коэффициент тре-
ния тел качения по кольцам подшипника (обычно принимают 0,001·10–3), м;  
Nп – нормальная составляющая реакции, приходящейся на один подшипник ка-
чения, или сила, действующая на наиболее нагружённое тело качения и опреде-
ляемая по формуле54, кН: 

,
тк

п n

kF
N z                                            (2.81а) 

где nтк – общее количество тел качения, воспринимающих нагрузку в каждом 
подшипнике, шт.; k – постоянный коэффициент, принимаемый в зависимости 
от рядности и типа подшипников качения (для однорядных подшипников k = 4, 
для роликоподшипников с nтк = 10…20 среднее значение k   4. Учитывая 
влияние зазора в подшипниках качения, для расчёта принимают k = 4,6).   

 

                                                 
53 Расчёты и проектирование железнодорожного пути: учебн. пособие для студентов вузов 
ж. – д. трансп. / В.В. Виноградов, А.М. Никонов, Т.Г. Яковлева и др.; под ред. В.В. Виногра-
дова и А.М. Никонова. – М.: Маршрут, 2003. – 486 с. 
54  Решетов Д.Н. Детали машин. – М: Машиностроение, 1989. – 496 с. 
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2.5. Решение задач статики при пространственной системе сил 
 
 

Величина силы, приложенной к внешней связи, используется для опреде-
ления геометрических и других характеристик связи, обеспечивающих её проч-
ность, и равна реакции связи, приложенной к объекту (закон равенства дейст-
вия и противодействия механики). Величину реакции находят из условий рав-
новесия объекта или уравнений его движения.  

Решение задач на равновесие твёрдых тел рекомендуют проводить в сле-
дующем порядке 55: 

1) из реальной схемы выделить объект (твёрдое тело или совокупность 
твёрдых тел), равновесие которого надо рассмотреть для отыскания неизвест-
ных реактивных сил, условно приложенных к объекту; 

2) выбрать начало координат и положение координатных осей; 
3) изобразить активные силы; 
4) отбросить связи; 
5) заменить действие отброшенных связей соответствующими реакциями 

(принцип освобождаемости тела от связей геометрической статики) и полу-
чить расчётную модель; 

6) составить условия (уравнения) равновесия систем сил. 
 
Рассмотрим задачу, когда связь неидеальная, а поверхность шероховатая. 
Задача 1. Исследуем случаи, когда крепление груза цилиндрической фор-

мы от сдвига вдоль вагона можно обеспечить стяжками, а поперёк вагона  
подкладками (обычно используют две деревянные подкладки) (рис. 2.62).  

 

 
 

                                                 
55  Бать М.И., Джанелидзе Г.Ю., Кельзон А.С. Теоретическая механика в примерах и задачах. 
В 3 т. Т. 1. Статика и кинематика.  М.: Наука, 1990.  672 с. (см. также электронное пособие 
http://www.miit.ru/institut/ipss/faculties/trm/main.htm: Бондаренко А.Н. Теоретическая механи-
ка в примерах и задачах. Статика.  Новосибирск, 2002).  
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Рис. 2.62. Размещение и крепление трубы большого диаметра на платформе. 
1  труба; 2  стяжки; 3  подкладки. 

 
Данный случай является дальнейшим развитием задачи крепления труб 

большого диаметра56. Пусть груз в виде трубы большого диаметра размещён на 
шероховатой горизонтальной поверхности (подкладка) симметрично относи-
тельно продольной и поперечной оси симметрии вагона.  

Пусть на груз действует горизонтальная продольная сила F , стремящаяся 
сдвинуть его вдоль вагона. Такая сила может возникать при соударениях ваго-
нов на сортировочных горках, при экстренном торможении поезда, при прохо-
ждении колес вагона через рельсовый стык и при движении поезда под уклон, 
когда применяют служебное торможение, а затем и отпуск. 

Пусть сила тяжести трубы G = 200 кН, его радиус R = 1,3 м, а длина L = 

3 м. Толщина подкладок  = 0,16, а глубина вырубки  h = 0,10 м, хотя в данной 
задаче эти размеры (или площадь контактируемой с трубой поверхности под-
кладок), согласно закону Гука, не влияют на сдвиг груза вдоль вагона. Ширина 
платформы Вв = 2,77 м. 

Определить нормальную составляющую AN   реакции трубы на подкладки 

и найти натяжения стяжки 2S  и 


2S  с каждой стороны трубы.  
Решение. Определим геометрические параметры креплений механической 

системы «вагонкреплениегруз».  
Из рис. 2.62 ясно, что:  
 высота центра тяжести трубы от пола платформы, м 
 

)(0 hRCA  ;                                       (2.82) 
 

 высота центра тяжести трубы от поверхности подкладок, м 
 

hRCB 0 ;                                             (2.83) 
 

 половина ширины вырубки подкладок, м 
 

2
0

2
0 CBRBB   

или с учётом (2.83) 

)2()( 22
0 hRhhRRBB  .                    (2.84)  

Будем иметь в виду, что АА1С   А1СD.   

                                                 
56

 Комаров К.Л., Яшин А.Ф. Теоретическая механика в задачах железнодорожного транспор-
та.  Новосибирск: Наука, 2004.  296 с. 
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Из АА1С находим 

CA

CA

1

0sin     и   CA

B

1

в5,0
βcos  ,                         (2.85) 

где А1С  гипотенуза АА1С 
 

2
0

2
в1 5,0 CABCA   

или с учётом (2.82) 
22

в1 ))δ((5,0 hRBCA  . 
 
Перепишем соотношения (2.85) с учётом выражения (2.82) и последнего 

равенства: 

 ,
))δ((5,0

)δ(
βsin

22
в hRB

hR




  

.
))δ((5,0

5,0
βcos

22
в

в

hRB

B


                              (2.86) 

 
Механическая система «вагонкреплениегруз» состоит из трубы большо-

го диаметра, стяжек, подкладки и платформы.  
На практике стяжки после их обхвата груза и прикреплений обоих концов 

к увязочным устройствам платформы устанавливают предварительным натя-

гом. При этом создаётся предварительное давление 20S  и 20S на подкладки, 
которое будет способствовать удержанию груза от сдвига вдоль вагона из-за 
увеличения силы трения между контактирующими поверхностями груза и под-
кладок. Будем учитывать, что стяжки, как гибкие нити, будут работать только 

на растяжение с натяжениями 2S  и 2S  .  
Согласно принципу освобождаемости от связей (или аксиома связи гео-

метрической статики), отбросим мысленно подкладки вместе с платформой и 
рассечём стяжки, а затем рассмотрим равновесие трубы. Труба находится в 

равновесии под действием шести сил: активных сил  веса G


 и внешней силы 

F , а также реактивных сил  нормальной AN  и касательной трF  составляю-

щих реакции связей (подкладок), а также реакции связей 2S  и 2S   (стяжек).  
Расчётная модель действий активных и реактивных сил на трубу и коорди-

натные оси Axy представлены на рис. 2.63.  
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Рис. 2.63. Расчётная модель действия активных и реактивных сил на трубу. 
 

Особо отметим, что нормальная AN  составляющая реакции связей (под-
кладок) в силу симметричности размещения груза относительно осей симмет-
рии вагона, как в частном случае из-за отсутствия действия поперечных сил, 
приложена к точке А (по отношению к вертикальной оси Аz плоскости Ахz). 
Именно для симметричного размещения груза относительно вертикальной 
плоскости можно составить уравнение равновесия для трубы. Поскольку силы, 
действующие на трубу, являются пространственной системой непересекаю-
щихся сил, то достаточно составить три уравнения равновесия сил в виде 
(2.46) и (2.47), приравняв к нулю сумму проекций всех сил на оси x, y и z:  

 

:0
1




n

k
kxF  02cos2cos 22  SS ;                     (2.87) 

:0
1




n

k
kyF    0тр FF .                                          (2.88) 

:0
1




n

k
kzF  02sin)( 22  SSGN A .               (2.89) 

 
Таким образом, получили три уравнения равновесия, а неизвестных четы-

ре. Такая задача, как известно, является статической неопределённой (см. п. 
2.7). Здесь количество неизвестных превышает количество уравнений. Степень 
статической неопределённости равна 1. Поэтому к полученным уравнениям 
равновесия присоединим закон Кулона (см. (2.64)). 

Поскольку на трубу действует продольная сила F  и труба имеет длину L, 
по которой опирается на подкладки, то координата точки приложения хN реак-

ции связи AN  по продольной оси Aу не будет совпадать с координатой центра 

тяжести груза хС, т. е. имеет место хN  > хС (рис. 2.64).  
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Рис. 2.64. К определению координаты точки 
приложения реакции неидеальной связи. 

 
Для определения координаты точки приложения хN  нормальной состав-

ляющей AN  реакции связи составим уравнения равновесия систем сил вокруг 

оси Ах: 

:0)(
1




n

k
kx Fm    02sin2 2  NAC xNLSxGRF .     (2.90) 

 
Результаты решения задачи. Из уравнения (2.87) находим реакции связей 

стяжек 

22 SS  .                                                   (2.91) 
 

Из уравнения (2.89) с учётом последнего равенства имеем 
 

 2sin2 2SGN A .                                     (2.92) 
 

Из уравнения (2.88) получим 

трFF  .                                                  (2.93) 

Последнее равенство перепишем с учётом неравенства (2.64): 
 

AfNF  .                                                 (2.94) 
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Последнее неравенство с учетом (2.92) запишем в виде 

 
)2sin2( 2  SGfF , 

 
откуда минимальное натяжение стяжек 

 

,
2sin22 




f

fGF
S                                             (2.95) 

 
где  cossin22sin  с учётом (2.86) представим в виде 

 

22
в

в

22
в ))δ(()5,0(

5,0

))δ(()5,0(

)δ(
β2sin

hRB

B

hRB

hR




   

или 
 

.
))δ(()5,0(

)δ(5,0
β2sin

22
в

в

hRB

hRB




                        (2.95а) 

 
Подставляя последнее равенство в (2.95), получим конечную аналитиче-

скую формулу для определения минимального значения натяжения стяжек для 
увязки трубы большого диаметра 

 

  .
)δ(

))δ(()5,0(

в

22
в

2 hRB

hRB

f

fGF
S




                     (2.96) 

 
Из уравнения (2.90) будем иметь координату точки приложения реакции 

связи NA 

.
2sin2 2

A

C
N N

LSxGRF
x


                       (2.97) 

 
Анализ полученных результатов. Из формулы (2.96) вытекает, что трубу 

следует увязывать стяжками лишь при F > fG. Данное условие может соблю-
даться при соударениях вагонов на сортировочных горках и при экстренном 

торможении подвижного состава. Натяжение стяжек 2S  уменьшается с увели-

чением их угла наклона  к плоскости пола платформы или с увеличением 
диаметра трубы.  

Сечение стяжек определяется методом подбора, а количество стяжек – из 
условия прочности их на растяжения по формулам сопротивления материалов.  
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Реакция связи AN  в точке А, вычисленная по (2.92), равна силе давления 

трубы AQ  на подкладки (или на пол платформы), но эти силы направлены про-

тивоположно, т. е. что AQ  = AN . По значению AN  может быть выполнен 
расчёт на прочность (смятия) подкладки или найдены её геометрические пара-

метры (толщина  или ширина b). 
 
Пример расчёта57. В системе MathCAD получены следующие результаты, 

представленные в виде макет-документов. 
Исходные данные 

 

                 
Промежуточные вычисляемые параметры расчёта: 
 

 
 

Результаты расчётов58 

                                                 
57 Комаров К.Л., Яшин А.Ф. Теоретическая механика в задачах железнодорожного транспор-
та.  Новосибирск: Наука, 2004.  296 с. 
58 Туранов Х.Т., Бондаренко А.Н., Власова Н.В. Крепление грузов в вагонах.  Екатерин-
бург: УрГУПС, 2006.  286 с.  
Туранов Х.Т., Бондаренко А.Н. Теоретическая механика в задачах погрузки–выгрузки и пе-

ревозки грузов в вагонах.  Екатеринбург: УрГУПС, 2006.  451 с.  



 167

 

 
Результаты расчётов показывают, что усилия в стяжках почти в 8 раз 

меньше, чем вес груза. Нормальная реакция связи AN  больше, чем вес груза. 
Координата точки приложения реакции связи по продольной оси вагона xN  
расположена дальше, чем координата центра тяжести груза xС, т. е. xN  > xС.  

 

 
 
Результаты расчётов показывают, что для удержания груза от продольной 

сдвигающей силы достаточно двух пар стяжек, которые следует располагать по 
длине груза.  

Вычисление высоты выступа упорного бруска методом итерации с исполь-
зованием функции Given-Find в системе MathCAD.  

Присвоение начальных значений: 
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Представление уравнений равновесия с использованием булевой функции и 
результаты нахождения отыскиваемых параметров: 

 

 

 
 

Анализ результатов расчёта. Ясно, что результаты расчётов по конечным 
аналитическим и численным методам дают одни и те же данные, что показыва-
ет их тождественность. 

Можно получить графические зависимости отыскиваемых параметров при 

вариации продольной силы F  и радиуса трубы R59.   
 

                                                 
59 Туранов Х.Т., Бондаренко АН. Теоретическая механика в задачах погрузки–выгрузки и пе-
ревозки грузов в вагонах.  Екатеринбург: УрГУПС, 2006.  451 с.  
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2.6. Центр тяжести штучных твёрдотельных грузов 
 
 

Точку приложения силы тяжести тела как геометрической фигуры назы-
вают центром тяжести тела. На рисунках центры тяжести тела обозначают 
через С (англ. сentre, амер. сenter). 

При перемещениях и поворотах центр тяжести тела не изменяется. 
В задачах грузовых перевозок знание положения центра тяжести груза по-

зволяет разработать рациональную технологию размещения и крепления груза 
при транспортировке. При определении положения центра тяжести объёмных 
грузов, имеющих постоянное поперечное сечение по длине, используются фор-
мулы координат центров тяжести соответствующей плоской фигуры. При оп-
ределении величины внутренних усилий в связях и деформируемых элементах 
креплений используют различные геометрические характеристики, вычисляе-
мые относительно центральных осей, проходящих через центр тяжести рас-
сматриваемого плоского поперечного сечения. 

Отметим, что ещё Архимед нашёл строгими геометрическими рассуж-
дениями положение центра тяжести параллелограмма, треугольника, 
трапеции, и даже, применяя так называемый метод «исчерпания», опреде-
лил центр тяжести параболического сегмента и центр тяжести площади 
параболы, заключённой между двумя параллельными линиями [Ильин, 
Позняк, 1967]. Этими работами он дал основание геометрической статике. 

Архимед впервые строго определил боковую поверхность прямого ци-
линдра и прямого кругового конуса, нашёл поверхность и объём шара. Его 
метод построения стороны вписанного в круг семиугольника до настояще-
го времени вызывает восхищение математиков всех стран. 

 
1. Приводим формулы определения координат центров тяжести для про-

стейших форм плоских сечений (рис. 2.65): 
 

 
 

Рис. 2.65. К определению координат центров тяжести  
различных геометрических фигур. 
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для треугольника (см. рис. 2.65, а)  

3

h
yC    

или  

31

CBA
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xxx
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 ;  31
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
 , 

 
где h – высота треугольника; xA, xB, xC и yA, yB, yC – координаты вершин дан-
ного треугольника; 

для трапеции (см. рис. 2.65, в)  

,
)(3

2
h

ba

ba
yC 


  

 
где h, a и b – соответственно высота, большое и малое основание трапеции; 

для полукруга (см. рис. 2.65, г)  
 

yC = 0.2122d, 
 

где d – диаметр полукруга; 
для кругового сектора (см. рис. 2.65, д)  

 

,
α3

αsin
3600 dyC   

 
где d – диаметр и α – половина центрального угла (в град) кругового сектора; 

для кругового сегмента (см. рис. 2.65, е)  
 

,
α2sin

360
α2

αsin
33,1

0

3




R
yC  

 
где R и α – радиус и угол (рад) кругового сегмента. 

 
2. В случае более сложных плоских фигур и объёмных тел используют ме-

тод разбиения: рассматриваемое тело разбивают на совокупность тел, для ко-
торых легко определить положение центра тяжести. Координаты центра тяже-
сти составного тела находят по однотипным формулам: 
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где i – номер тела; n – количество тел разбиения; Ai – площадь плоской i-й фи-
гуры разбиения; Vi – объем i-го тела разбиения; xi, yi, zi – координаты центра 
тяжести i-го тела разбиения относительно выбранной общей системы коорди-
нат. 

При наличии отверстий в сечении или полостей в объемном теле приве-
дённые формулы можно использовать, полагая соответствующие площади или 
объёмы отрицательными. 

 

3. Пусть дана система параллельных сил nFFF ,...,, 21 , которые приводятся 

к равнодействующей R . Примем, что точки приложения сил фиксированы. 
Центром параллельных сил называют точку приложения равнодействую-

щей R  систем сил, обладающей таким свойством, что при повороте всех па-
раллельных сил на один угол, с сохранением их параллельности, она поворачи-
вается вокруг центра параллельных сил С на тот же угол. 

Координаты центра параллельных сил С, согласно теореме о моменте рав-
нодействующей плоской системы сил (теорема Вариньона) (см. (2.45)), даются 
формулами  
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П р и м е р  1. Определить центр тяжести системы «спредер – груз» козло-

вого крана как системы твёрдых тел (см. рис. 2.66). 
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Рис. 2.66. Схема приложения сил к корпусу и устройству козлового крана. 
1 – ножки крана; 2 – ферма крана, на которой размещена грузовая тележка; 
3 – полиспасты крана; 4 – спредер; 5 – крупнотоннажный контейнер (груз). 

 
На рис. 2.66 также как и на рис. 2.4 обозначено: C – общий центр масс сис-

темы «спредер – груз»; G1, G2, G3 и G – сила тяжести крана, спредера, груза 
(контейнер) и системы, кН; h1, h2, h3 и h – координаты приложения силы тяже-
сти крана (ножек 1 и фермы 2), спредера 4, груза (контейнер) 5 и системы 
«спредер – груз», м; hO – координата точки подвеса канатов полиспаста к рабо-
чему барабану грузовой тележки, м; 2B – расстояние между опорами крана D и 
E, м; l – длина канатов полиспаста, м.  

Используя формулу (2.99), имеем координату расположения общего центра 
масс системы «спредер – груз» 

,
32

3322

GG

hGhG
h




                                            (2.100) 

 
где h2 и h3 – высота центра тяжести спредера 4 и груза (контейнер) 5 относи-
тельно уровня головок подкрановых путей, м. 

 
П р и м е р  2. Требуется определить высоту общего центра тяжести (ЦТо) 

вагона с грузом относительно уровня головки рельсов (УГР) (рис. 2.67). 
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Рис. 2.67. Схема размещение грузов вдоль вагона.  
 

Используя формулу (2.99), имеем 

,
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в
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где hцт1, hцт2,…, hцт – высота ЦТ единиц груза от УГР; Hв

цт – высоты ЦТ по-
рожнего вагона от УГР (для платформы 800 мм, а для полувагона 1 130 мм); 

1G ,…, iG  –  силы тяжести грузов, кН; R = G0 – равнодействующая силы тяже-

сти всех грузов в вагоне, кН; Gт  – сила тяжести тары вагона (например, для 
платформы 220 кН). 

 
П р и м е р  3. Требуется определить положение общего центра тяжести 

грузов ЦТо
гр (рис. 2.68). 

 

 
 

Рис. 2.68. Схема размещение грузов как вдоль, так и поперёк вагона. 
 
Положение общего центра тяжести грузов ЦТо

гр определяют по следую-
щим формулам: 

для продольного смещения  
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сос lLl  ,                                          (2.101а) 

 
где L – половина внутренней длины кузова вагона, мм (например, 6 650 мм);  
lcо – продольное смещение ЦТо

гр относительно торцевого борта платформы, мм, 
согласно теореме Вариньона (см. (2.45)): 

 

R

lGxGxG
l ii


...2211

со ,                             (2.102) 

 

с учётом того, что 1G ,…, iG  –  вес грузов (кН) (или тс);  

x1, x2,…, xi   –  координаты центров тяжести грузов относительно торцево-
го борта (мм); 

для поперечного смещения  

сос bBb  ,                                            (2.103) 

 
где B – половина внутренней ширины кузова вагона, мм (например, 1 385 мм); 

bcо – поперечное смещение ЦТо
гр относительно продольного борта платфор-

мы, мм, согласно теореме Вариньона (см. (2.45)):  
 

R

bGbGbG
b nn


...2211

со ,                                    (2.104) 

 
где b1, b2, ..., bn – координаты центров тяжести грузов относительно продоль-
ного борта вагона, мм. 

Сопоставлением значений продольного и поперечного смещений общего 
центра тяжести грузов относительно поперечной и продольной оси симметрии 
платформы с половинами внутренней его длины (0,5L = 0,5·13 300 = 6 650 мм) 
и ширины (0,5B = 0,5·2 770 = 1 385 мм) можно найти расположение ЦТо

гр отно-
сительно поперечной и продольной оси симметрии вагона. Например, можно 
найти расположение ЦТо

гр левее (правее) поперечной оси симметрии или же 
ниже (выше) продольной оси симметрии вагона. Эти данные необходимы для 
того, чтобы указать на схеме размещение и крепление грузов в вагоне ЦТо

гр, 
помечая его кругом с крестиком (см. рис. 2.68).  
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2.7. Статически определённые и статически неопределённые задачи 
 
 

Задачу называют статически определённой, если количество неизвестных 
равно количеству независимых уравнений равновесия. Если же количество не-
известных больше количества независимых уравнений равновесия, то задачу 
называют статически неопределённой. В последнем случае задача не может 
быть решена без привлечения дополнительных условий. Разница между коли-
чеством неизвестных реакций связей и количеством уравнений равновесия на-
зывается степенью статически неопределимости задачи. 

Реакции внешних связей как реактивные силы всегда являются заранее не-
известными (см. п. 3.1).  

Условия равновесия, в которые входят реакции внешних связей и которые 
служат для их определения, называют уравнениями равновесия. Задача стано-
вится разрешимой лишь тогда, когда количество уравнений равновесия будет 
равно количеству неизвестных реакций, входящих в эти уравнения.  

Задачи, в которых количество неизвестных реакций связей равно количест-
ву уравнений равновесия, содержащих эти реакции, называют статически оп-
ределёнными, а системы тел (конструкции), для которых это имеет место,  
статически определимыми.  

1. Например, горизонтальная балка (рама платформы), лежащая на двух 
опорах (надрессорные балки) (рис. 2.69), будет статически определённой, так 

как здесь две неизвестные реакции внешних связей AR  и BR  входят в два 

уравнения равновесия плоской системы параллельных сил 0
1




n

k
kzF  и 

0)(
1




n

k
kA FM  (см. (2.53)). 

 

 
 

Рис. 2.69. Статически определённая система.  
 

Задача 1. Пусть расстояние между надрессорными балками (опорами) 

АВ рамы платформы (балки) 2lв = 9,72 м (см. рис. 2.69). Силы 1F  и 2F  прило-

жены на расстоянии друг от друга а + в = 6 м, причем а = в. Пусть сила тяжести 
платформы G = 10 кН и F1 = F2 = 300 кН. 

Определить реакции надрессорных балок AR  и BR  на раму платформы. 
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Решение. Согласно принципу осбовождаемости от связей геометрической 

статики, имеем расчётную модель (рис. 2.70), где активные ( 1F  и 2F ) и реак-

тивные (в виде AR  и BR ) силы будут действовать на одно и то же тело силой 

тяжести G , т. е. на платформу.  
 

 
 

Рис. 2.70. Расчётная модель двухопорной балки.  
 

Так как на раму платформы действует плоская система параллельных сил, 
то, проведя координатные оси так, как показано на рис. 2.70, воспользуемся 
только двумя аналитическими условиями равновесия: 
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Из уравнения (2.106) находим 
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Из уравнения (2.105) получим 

 

0)( 21  BA RGFFR .                            (2.108) 
 

2. Горизонтальная балка, лежащая на трёх опорах (см. рис. 2.18), будет 
статически неопределённой, поскольку здесь три неизвестные реакции внеш-

них связей AR , BR  и ER  входят в два уравнения равновесия плоской системы 

параллельных сил 0
1




n

k
kzF  и 0)(

1




n

k
kA FM  (см. уравнение (2.53)). Такая 

задача является один раз статически неопределённой. 
3. Пример статически неопределённой задачи – нахождение упругих сил 

(внутренних усилий) Ri ( ni ,1 ) в гибких элементах креплений штучного груза, 
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размещённого на открытом железнодорожном подвижном составе, при любом 
количестве n элементов креплений с учётом натяжений R0i предварительных 
скруток проволоки. При этом механическая система «путь  вагон  крепление 
 груз» является статически неопределённой системой (рис. 2.71).  

 

 
 

Рис. 2.71 Схема размещения штучного груза на платформе. 
 
В такой задаче гибкие упругие элементы креплений штучного груза отно-

сительно боковой стороны груза и пола вагона размещаются пространственно, 
количество неизвестных реакций внешних связей и перемещений груза равно 8, 
количество гибких элементов креплений в зависимости от силы тяжести пере-
возимого груза может достигать от 4 до 24 и более. Количество уравнений рав-
новесия, как известно, равно 6 (см. уравнения (2.46) и (2.47)). Неизвестными в 
этой задаче являются:  

– упругие силы (натяжение) в гибких элементах креплений в зависимости от 
силы тяжести перевозимого груза, которые могут достигать от 4 до 24 и более  

iR ;  

– касательные составляющие реакций связей в виде силы трения хFтр  и 

уFтр , направленные противоположно перемещениям груза по продольной и 

поперечной осям вагона (2 неизвестных);  
– нормальная составляющая реакций связи N  и координаты точки её при-

ложения относительно оси симметрии вагона xN и yN (3 неизвестных);  
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– сдвиг груза вдоль и поперёк вагона x и y, а также поворот груза во-

круг вертикальной оси  (3 неизвестных).  
В данной задаче степень статической неопределимости механической сис-

темы «путь  вагон  крепление  груз» не может быть установлена заранее, а 
может быть выявлена лишь при рассмотрении конкретной технологии (спосо-
ба) размещения и крепления груза. Она может быть решена рассмотрением фи-
зической (закон Кулона (см. п. 2.4, (2.64)), закон Гука (см. п. 3.1, (3.1))) и де-
формационной (совместность деформации) сторон задачи. 

4. Другим примером статически неопределённой задачи является нахож-
дение опорных реакций сферического А и цилиндрического (петля) В шарни-
ров, а также реакций закидок DK и EN крышки грузового люка полувагона 
(рис. 2.72).  

 

 
 

Рис. 2.72. Схема крышки грузового люка полувагона. 
 

Крышка грузового люка полувагона силой тяжести G (1 кН) прикреплена 
посредством сферического шарнира А и петли (подшипника) В. После закры-
тия крышки грузового люка она удерживается от падения г-образными хвости-
ками двух закидок DК и ЕN, шарнирно прикрепленных к раме полувагона в 
точках К и N. Закидки DК и ЕN расположены в плоскости Axz. На крышку 
грузового люка в точке М приложен груз силы тяжести G1 = 60 кН с координа-
тами хМ и уМ. Закрытое положение крышки грузового люка соответствует по-
ложению, показанному на рис. 2.72 штриховой линией AD0E0B. 

В данной задаче к крышке грузового люка полувагона приложена про-
странственная система параллельных сил. Условия равновесия такой системы 
параллельных сил записывают тремя уравнениями, в то время как неизвестных 



 179

четыре. Количество неизвестных превышает количество уравнений равновесия. 
Задача является статически неопределённой. Степень статической неопреде-
лённости равна 1. 

5. Пример статически неопределённой задачи – нахождение реакции ком-
плектов пружин тележек вагона с грузом от воздействия силы тяжести механи-
ческой системы «грузрама вагонанадрессорная балка» при несимметричном 
размещении центра тяжести груза относительно продольной оси симметрии 
вагона (ось х) на величину уМ60 (рис. 2.73). 

 

 
 

Рис. 2. 73. К определению реакции комплектов пружин тележки. 
1  рама вагона; 2 и 3  надрессорные балки; 4 - 7  комплекты пружин. 

 
На рис. 2.73 обозначено: ЦМс  положение центра тяжести системы 

«грузрама вагонанадрессорная балка»; хМ = 0 и уМ = уМ  координаты обще-

го центра тяжести груза (ЦТо
гр); 

о
грG   общий вес груза (для штучных грузов – 

G ); сG  = сQ   сила тяжести механической системы «груз  рама вагона  

надрессорная балка»; хс = 0, уС = уС  координаты системы; AR , BR , CR  и DR  

 реакции комплектов пружин тележки 4  7, которые подлежат определению; 

                                                 
60  Туранов Х.Т. Теоретическая механика в задачах грузовых перевозок.  Новосибирск: 
Наука, 2009.  376 с. 
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l = lнб  длина надрессорной балки (2,036 м); lв  база вагона (9,72 м);   угол 
наклона рамы вагона и надрессорной балки передней и задней тележки вслед-
ствие смещения центра масс (тяжести) ЦМс

рг механической системы «груз  
рама вагона» на величину уМ. 

В данной задаче к раме вагона с грузом приложена пространственная сис-
тема параллельных сил. Условия равновесия такой системы параллельных сил 
определяются тремя уравнениями (см. уравнение (2.46)), в то время как неиз-
вестных четыре. Число неизвестных превышает число уравнений равновесия. 
Задача является статически неопределённой. Степень статической неопреде-
лённости равна 1. 

Для решения такой задачи, считая раму вагона абсолютно твёрдым телом 
(т. е. неизгибаемой), следует: 

– определить перемещение центра рамы вагона, которое можно выразить 
через вертикальный прогиб i (мм) диагонально противоположных комплектов 
пружин тележек; 

– написать условие совместности деформации комплектов пружин теле-
жек; 

– выразить силы упругости (реакции) комплектов пружин тележек 

DCBA RRRR ,,,  согласно закону Гука (см. (3.1)) с перемещением, т. е. соста-
вить физическое уравнение, связывающее силу и перемещения.  

 
 

2.8. Определение внутренних сил (усилий) 
 

Внутренние силы, возникающие в каком-нибудь сечении тела при дейст-
вии внешних сил, называют внутренними усилиями или просто усилиями (англ. 
power). Из курса физики известно, что прочность твёрдого тела или конструк-
ции определяют силами межмолекулярного взаимодействия (внутренними си-
лами). Усилия, приходящиеся на единицу площади сечения, называют напря-
жением (англ. stress). Таким образом, напряжение является мерой интенсивно-
сти внутренних сил, распределенных по сечениям. Единицей измерения напря-
жения является паскаль (Па), или килопаскаль (кПа), или мегапаскаль (МПа) 
(1Па = 1 Н/м2, 1МПа = 103 кПа = 106 Па). 

Чтобы найти внутренние усилия, необходимо рассмотреть равновесие все-
го тела (конструкции) в целом (см. рис. 2.26) и, используя принцип осбовож-
даемости от связей (аксиома статики 5), получить реакции внешних связей RA и 
RB двухопорной балки (см. рис. 2.26, б) и определить реакции RA и RB. Затем 
переходят к нахождению внутренних усилий в сечении балки. 

Если конструкция состоит из систем тел, соединённых внутренними связя-
ми так, как показано на рис. 2.18, то перед тем как приступить к определению 
реакции внешних связей RA и RB, следует отдельно рассмотреть условия равно-
весия балки KL. Определить реакции внешней связи RE, а затем и реакции 
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внутренней связи RK. Далее, используя закон равенства действия и противодей-
ствия механики, приложить реакцию RK к балке АВ, затем найти реакции 
внешних связей RA и RB из условия равновесия плоской системы сил, прило-
женной к этой балке. 

Метод определения внутренних усилий (сил) аналогичен методу, приме-
няемому при изучении равновесия систем тел, и носит название метода сече-
ний. Суть его состоит в том, что тело следует мысленно рассекать (разделять) 
каким-нибудь сечением на две части. Если система действующих на тело 
внешних сил, например, является плоской, то к каждому из этих сечений левой 
и правой частей следует приложить неизвестную по модулю и направлению 

плоскую систему внутренних усилий в виде N   нормальной силы, Q   по-

перечной силы и My  изгибающего момента, соответствующих внутренним 
усилиям, действующим в реальном теле (см. рис. 2.18).  

Если система действующих на тело внешних сил является пространствен-
ной, то к каждому из этих сечений левой и правой частей следует приложить 
неизвестную по модулю и направлению пространственную систему внутренних 

усилий в виде N   нормальной силы, xQ  и zQ   поперечных сил и Mх и My  
изгибающих моментов, соответствующих внутренним силовым факторам. Эти 
внутренние силы (усилия) следует «перевести» во внешние по отношению к 

каждой из отсечённых частей тела. Затем определить неизвестные ( N , xQ  и 

zQ , Mх и My) из условий равновесия каждой из отсечённых частей в отдельно-
сти. 

 
Задача 1. Требуется найти внутренние усилия в поперечном сечении рамы 

платформы (балки), отстоящем от опоры А на расстоянии АЕ = 2 м (точка Е 
правее точки С).  

Решение. Воспользуемся методом сечений, согласно которому рассечём 
балку в сечении Е (рис. 2.74) и рассмотрим условия равновесия левой отсечен-
ной части АЕ, заменяя действия отброшенной части ЕВ внутренними силовы-

ми факторами в виде N  = xN   нормальной силой, zQ   поперечной силой и 

парой с моментом ME = My (изгибающим моментом) (рис. 2.74, б). 
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Рис. 2.74. Расчётная модель для определения внутренних усилий 

 в сечениях балки.  
 

Составляя для расчётной модели, нагруженной активной силой 1F , реак-

тивной силой AR  и внутренними силовыми факторами N , zQ  и MЕ, показан-
ной на рис. 2.74, б, условия равновесия, получим 
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Результаты решения. Из составленных уравнений равновесия (2.26) – 

(2.28) найдём искомые внутренние усилия 
 

0N ;                                                  (2.112) 

Az RFQ  1 ;                                            (2.113) 

 )(1 alxFxRM bIIAE  .                           (2.114) 
 

Анализ результатов решения. Результаты решения задачи позволяют от-
метить, что на левую часть рамы платформы в сечении Е:  

– продольная сила N  не действует, поскольку действующие на неё силы 
являются плоской системой параллельных сил;  

– действует поперечная сила zQ , стремящаяся сдвинуть примыкающую к 
сечению часть балки вдоль линии I–I;  

– действует пара сил с моментом MЕ, называемым изгибающим моментом 
Mх, которая в данном случае вызывает растяжение (или сжатие) верхних воло-
кон балки и сжатии (растяжение) нижних.  

Для решения задачи, приведённого в примере статически неопределённой 
задачи (см. рис. 2.71), необходимо рассмотрение её физической (закон Кулона, 
см. пп. 2.4.1) и геометрической сторон (закон Гука, см. п. 3.1, (3.6) или (3.8)). 
Иначе, решение такой задачи выходит за рамки курса «Теоретической механи-
ки». 

Задача определения внутренних сил (или упругих сил, или натяжений) в 
гибких элементах креплений груза в зависимости от количества неизвестных в 
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настоящее время является аналитически разрешимой задачей. Для её решения 
также вполне возможно привлечение численного метода61. 

Таким образом, определение натяжений в гибких элементах крепления 
груза на открытом подвижном составе при воздействии пространственных (или 
плоских) систем сил представляет собой достаточно сложную и к настоящему 
времени в полном объёме решённую прикладную задачу. 

В технических условиях размещения и крепления грузов в вагонах и кон-
тейнерах (ТУ) определение натяжений в такой системе сведено к решению 
статически определённой задачи. В результате натяжения во всех гибких эле-
ментах креплений штучного груза независимо от их расположения относитель-
но пола вагона (т. е. их геометрии крепления) получаются одинаковыми, что не 
соответствует действительности.  

 
 

2.9. Распределённые силы 
 

Внешние силовые воздействия на тело в курсе физики принято называть на-
грузкой (англ.  load). Нагрузки бывают распределёнными (англ. distribution) по 
поверхности тела и сосредоточенными (англ. concentration). Примером распреде-
лённой нагрузки (англ. load distribution) является давление жидкости или газа на 
поверхность тела (котла цистерны). Это давление направлено по нормали к по-
верхности и характеризуется интенсивностью (англ. intensity), т. е. удельным 
давлением q. Примером сосредоточенной нагрузки (англ. load concentration) яв-
ляется сила тяжести (англ. force gravitation) тела. 

При погрузке грузов на открытом подвижном составе часто встречаются 
случаи, в которых поверхности средств креплений грузов в вагоне в виде упор-
ных брусков, а также их опорные элементы в виде подкладок и пола вагона на-
гружены распределёнными нагрузками, имеющими тот или иной характер.  

Рассмотрим некоторые простейшие примеры распределённых сил, лежа-
щих в одной плоскости. 

Плоская система распределённых сил характеризуется её интенсивностью 

q , т. е. значением силы, приходящейся на единицу длины нагруженного уча-
стка. Эту интенсивность нередко называют погонной нагрузкой. Интенсивность 
измеряют в ньютон на метр (Н/м), или килоньютон на метр (кН/м). 

1. Силы, равномерно распределённые вдоль отрезка прямой (рис. 2.74, а).  
 

                                                 
61 Туранов Х.Т. Теоретическая механика в задачах грузовых перевозок. – Новосибирск: Нау-
ка, 2009. – 376 с. 
   Туранов Х.Т. Взаимодействие открытого подвижного состава и твёрдотельного груза: 
учебн. пособие для студентов вузов ж.-д. трансп. – М.: ФГОУ «Учебно-методический центр 
по образованию на железнодорожном транспорте», 2011. – 374 с. 



 184

 
 

Рис. 2.75. Характер распределённых сил. 
 
Для такой системы сил интенсивность q  имеет постоянное (англ. constant) 

значение ( constq ). При статических расчётах эту силу можно заменить рав-

нодействующей (англ. resultant) R .  

По модулю сила R  равна  

aqR                                                (2.115) 
 

и приложена в середине отрезка АВ. 

Примером такой нагрузки могут быть силы давления 1Q  и 2Q  штучного 

груза длиной l, размещённого на платформе, на подкладки С и D (рис. 2.76). На 
рис. 2.76 буквами А и В обозначено место расположения надрессорных балок 
тележек, а линией АВ  рама платформы. 

 

 
 

Рис. 2.76. Размещение штучного груза на платформе. 
 

Примером такой нагрузки могут быть и силы давления Q  штучного груза 
на подкладку (англ. support), размещённую между грузом и полом вагона, и на 
упорный брусок (англ. bar persistent), прикреплённый к полу платформы кре-
пёжными элементами  гвоздями (англ. nail) (рис. 2.77).  
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Рис. 2.77. Силы давления груза на подкладку и упорный брусок. 
1 – доска пола вагона; 2 – подкладка; 3 – груз; 
4 – упорный брусок; 5– крепёжный элемент. 

 

На рис. 2.77 обозначено: q   интенсивность силы давления Q  груза на 

упорный брусок, кН/м; 0q   интенсивность силы давления 0Q  груза на под-

кладку, кН/м; b и h  ширина и высота упорного бруска, мм;  и bпол  толщина 
и ширина пола вагона, м; L  длина гвоздя, м. 

Примером такой нагрузки (в случае, когда на упорный брусок, прикреплён-
ный к полу платформы, не действует сила давления со стороны груза) могут 
быть силы давления крепёжного элемента на упорный брусок (рис. 2.78, а), 
упорного бруска на пол вагона (рис. 2.78, б) и крепёжного элемента на пол 
платформы (рис. 2.78, в). На рис. 2.71, г показано концентричное распределение 

нагрузки q  по полу платформы. 
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Рис. 2.78. Крепление упорного бруска к полу вагона. 
1 – доска пола вагона; 2 – упорный брусок; 3– крепёжный элемент. 

 
2. Силы, распределённые вдоль отрезка прямой по линейному характеру 

(см. рис. 2.75, б). Примером такой нагрузки могут быть силы давления крепёж-
ного элемента  гвоздя упорного бруска на пол платформы при действии рас-

пределённой силы со стороны груза на брусок. Для этих сил интенсивность q  

является переменной (англ. variable) величиной ( q  = var), возрастающей от 

нуля до максимального значения maxq . Равнодействующая распределённых 

сил Q  определяется аналогично равнодействующей сил тяжести G , дейст-
вующих на однородную треугольную пластину. Так как сила тяжести однород-
ной треугольной пластины пропорционален её площади, то по модулю эта сила 
равна  

 

aqQ max5,0                                           (2.116) 
 

и приложена на расстоянии а/3 со стороны ВС треугольника АВС (см. рис. 
2.75). 

 
П р и м е р  1. На упорный брусок, размеры которого указаны на схеме 

(рис. 2.79), действует равномерно распределённая нагрузка интенсивностью 

q .  
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Рис. 2.79. К определению значений наибольших интенсивностей пола вагона. 
1 – доска пола вагона; 2 – подкладка; 3 – груз; 
4 – упорный брусок; 5– крепёжный элемент. 

 
Пусть нагрузка действует на участок бруска, равный  
 

 nhh под ,                                          (2.117) 
 

где hпод  высота подкладки, м; n  целые числа.  
Пренебрегаем силой тяжести упорного бруска и считаем, что силы давле-

ния пола вагона на крепёжный элемент (гвоздь) распределены по линейному 
закону.  

Определить значения наибольших интенсивностей maxq  и maxq  этих 
сил. 

Решение. Используя формулы (2.115), (2.116) и равенство (2.117), заменя-

ем распределённые силы их равнодействующими Q , R  и R  :  
 

 qnhhqQ )( под ;                                  (2.118) 

 max5,0 qR ;                                           (2.119) 

 max5,0 qR .                                           (2.120) 
 

Составляем условия равновесия для действующих на крепёжный элемент 
параллельных сил: 
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Из выражения (2.121) найдём 
 

RQR  .                                             (2.123) 
Подставляя последнее равенство в (2.122), будем иметь 
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После элементарных преобразований полученного соотношения, запишем 
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Подставляя (2.124) в (2.123), после элементарных математических выкла-

док находим 
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Результаты решения. С учётом равенств (2.118) – (2.120) из выражений 

(2.124) и (2.125) имеем 
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Анализ полученных решений. При любых значениях n > 0 наибольшие ин-

тенсивности имеют различные значения, причем maxq  > maxq . Например, при  

n = 1  
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n = 2  
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(4max 
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h
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(4max 


 h
qq  

 
3. Силы, распределённые вдоль отрезка прямой, имеют произвольный ха-

рактер (рис. 2.75, в). Равнодействующая таких сил Q , по аналогии с силой 

тяжести G , по модулю равна площади фигуры АВДЕ и проходит через центр 
тяжести C этой площади, определяемый разбиением площади на элементарные 
фигуры. Так, например, вначале следует найти центр тяжести прямоугольника 
АВДЕ0  C1, затем  ЕДЕ0  C2 и в последующем параболы ЕЖД  C3. В конце 

следует найти центр тяжести C1C2C3   С как пересечение медиан этого тре-
угольника или по формулам геометрии. 

4. Силы, равномерно распределённые по дуге окружности62 (рис. 2.80).  
 

 
 

Рис. 2.80. Силы гидростатического давления, распределённые  
по стенке котла цистерны.  

 
Примером действия таких сил могут быть силы гидростатического давле-

ния на боковые стенки котла цистерны (цилиндрического сосуда) для перевоз-
ки наливных грузов (газ или нефть и нефтепродукты, например, бензин). 

Пусть радиус дуги равен R, ОД  ось симметрии, вдоль которой направле-
на ось симметрии Ох, а ВОД = АОД = . Действующая на дугу система 
сходящихся сил имеет равнодействующую Q , направленную в силу симметрии 

вдоль оси Ох; при этом численно xQQ  .  

                                                 
62 Тарг С.М. Краткий курс теоретической механики: учебник для втузов.  М.: Высш. шк., 
1998.  416 с. 
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Для определения величины Q  выделим на дуге элемент, положение ко-

торого определяется углом , а длина дуги  Rdds . Действующая на этот 

элемент сила численно равна произведению интенсивности q  силы Q  на 

длину дуги ds, т. е.  
 qRdqdsdQ , 

 
а проекция этой силы на ось Ox будет  

 

 dqRdQdQx coscos . 
Тогда 










 dqRdQQ xx cos . 

 
Интегрируем данное выражение 

 

))sin((sinsincos  






 qRqRdqRQx . 

Учитывая, что sin(-) = - sin(), последнему выражению придадим вид 
 

 sin2qRQx .                                              (2.128) 
 

Из рис. 2.80 ясно, что R sin = 0,5AB. Следовательно, так как xQQ  , то 
 
qhQ  ,                                                  (2.129) 
 

где h = AB  длина хорды, стягивающей дугу АВ.  
 
П р и м е р  263. Котёл цистерны для перевозки опасных грузов (англ. car-

goes danger), например, пропана, наполнен под давлением р (англ. pressure) 
кН/м2 и опирается на две опоры А и В (рис. 2.81). Пусть длина цилиндрической 
части котла типа 30 L = 9,49 м и внутренний диаметр d = 2,8 м. Толщина ци-
линдрических стенок котла a = 410-3 м. 

                                                 
63 Тарг С. М. Краткий курс теоретической механики: Учеб. для втузов.  М.: Высш. шк., 
1998.  416 с. 
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Постановка задачи. Определить испытываемые этими стенками растяги-
вающие напряжения в продольном 1 и поперечном 2 направлениях, считая 
отношение a/d малым.  

 

 
 

Рис. 2.81. Котёл цистерны, наполненный газом. 
 
Воспользуемся законом Паскаля, согласно которому давление в закрытом 

сосуде распределяется во все его стороны равномерно. Для определения на-
пряжений в продольном 1 и поперечном 2 направлениях используем метод 
сечений.  

Решение данной задачи общеизвестно64.  
 
 
 

2.10. Опрокидывание или потеря устойчивости твёрдых тел 
 
 

При исследовании твёрдого тела возникает необходимость в определении 
предельных значений сил или размеров, обеспечивающих сохранение этого со-
стояния (т. е. устойчивости).  

Имеются задачи, в которых при величине силы, превышающей наибольшее 
допустимое значение, обеспечивающее покой твёрдого тела (или систем твёр-
дых тел), происходит опрокидывание (или потеря устойчивости65) тела вокруг 
одной из точек опоры (например, опоры E, показанной на рис. 2.4, 2.29 и 2.66).  

При этом твёрдое тело (например, козловой кран) теряет связь в виде од-
ной из опор (например, D) и приобретает другую связь в виде оси вращения, 
проходящей вдоль другой опоры (например, E) (см. рис. 2.4 и 2.66). Такие за-
дачи решаются в предположении, что твёрдое тело начинает отрываться от-
носительно одной из опор (например, D). Поэтому реакции этой опоры (напри-

                                                 
64 Тарг С.М. Краткий курс теоретической механики: учебник для втузов.  М.: Высш. шк., 
1998.  416 с.  
65 Устойчивость равновесия – способность механической системы, находящейся под дейст-
вием сил в равновесии после незначительного отклонения возвращаться в положение равно-
весия. 
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мер, DR ) не следует учитывать. Тогда при равновесии твёрдого тела реакция 

оставшейся опоры (например, ER ) должна уравновешиваться с равнодейст-

вующей всех активных сил (например, R ). Это значит, что линия действия 

равнодействующей всех активных сил (например, R ) проходит через остав-
шуюся опору (например, E) и, следовательно, момент равнодействующей от-
носительно точки опоры равен нулю. 

Таким образом, при равновесии в соответствии с теоремой Вариньона (см. 
(2.45)) сумма моментов всех активных сил относительно точки опоры O равна 
нулю: 

 

0)(
1

0 


n

k
kFm .                                          (2.130) 

 
Из этого уравнения определяют предельные значения сил или размеров 

твёрдого тела, при которых ещё не наступит опрокидывание, т. е. потеря устой-
чивости. 

 
П р и м е р  1. Проверить устойчивость козлового крана как системы твёр-

дых тел при внезапной его остановке по допустимой величине коэффициента 
запаса устойчивости (рис. 2.82). 

 

 
 

Рис. 2.82. Схема приложения сил к корпусу и грузозахватному 
 устройству  козлового крана. 
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1 – ножки крана; 2 – ферма крана, на которой размещена грузовая тележка; 
3 – полиспасты крана; 4 – спредер; 5 – крупнотоннажный контейнер (груз). 

 
На рис. 2. 82 так же как и на рис. 2.4 и 2.66 обозначено: C – общий центр 

масс системы «спредер – груз»; G – сила тяжести системы, кН; H1 и H2 – коор-
динаты приложения силы аэродинамического сопротивления Frвx1 и Frвx2 (см. 
(3.9) – (3.12)), м; h1 и hM – координаты приложения силы тяжести крана G1 и 
системы «спредер – груз», м; M – точка, на которую может подняться система 
при внезапной остановке крана; 2B – расстояние между опорами крана D и E, 
м; φ – максимальный угол, на который может отклониться груз относительно 
вертикали, рад.; 2φ – максимальный угол размаха центра масс системы, рад; l – 
длина канатов полиспаста, м; Δx – расстояние, на которое по горизонтали мо-
жет переместиться груз, м. 

Покажем вывод формул, по которым выполняют проверку устойчивости 
козлового крана при внезапной его остановке, используя понятия «удерживаю-
щего» и «опрокидывающего» моментов, широко применяемые в технике66. 

Из условия равновесия механической системы «кран  груз» (см. рис. 2.82), 
соблюдая правило знаков момента сил (см. пп. 2.3.2), имеем  

 

:0)(
1




k

n

k
E Fm   0)(122в11в  xBGBGHFHF xrxr .    (2.131) 

 
Назовём абсолютные величины моментов сил тяжести крана G1, системы 

«спредер – груз» G и силы аэродинамического сопротивления Frвx1 и Frвx2 от-
носительно опоры E удерживающим и опрокидывающим моментами: 

 

уд1 )( MxBGBG  ; 

опр22в11в MHFHF xrxr  .                             (2.132) 

 
Тогда на границе устойчивости  

 

опруд MM  .                                         (2.133) 

 
При устойчивом состоянии тела (крана) 

 

                                                 
66 Яблонский А.А., Никифорова В.М. Курс теоретической механики. Ч. 1. Статика. Кинемати-
ка.  М.: Высш. шк., 1977.  368 с. 
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опруд MM  .                                         (2.134) 

 
Устойчивость при опрокидывании в технике принято определять отноше-

нием величины удерживающего момента к величине опрокидывающего мо-
мента 

.
опр

уд

M

M
                                                 (2.135) 

 
Это отношение называют коэффициентом устойчивости. 
Очевидно, что в случае предельной устойчивости коэффициент устойчи-

вости η = 1, а в случае устойчивого состояния η > 1.  
На железнодорожном транспорте принято, что безопасная работа (т. е. га-

рантированная устойчивость) погрузочно-разгрузочных машин будет обеспе-
чена, если будет соблюдено условие, при котором η > 1,25. 

 
П р и м е р  2. Проверить устойчивость груза в вагоне по величине коэффи-

циента запаса устойчивости от опрокидывания незакреплённого на вагоне груза 
(рис. 2.83). 

 

 
 

Рис. 2.83. Схемы для определения устойчивости груза. 
 

На рис. 2.83 обозначено: G , exI  и eyI , уFв  – соответственно сила тяжести 

груза, продольные и поперечные силы (см. п. 4.6.1) и сила аэродинамического 

сопротивления (см. (3.9) – (3.12)); 
o
прl  – кратчайшее расстояние от проекции 

центра тяжести груза (ЦТгр) на горизонтальную плоскость до ребра опрокиды-
вания вдоль вагона (рис. 2.83, а); hцт – высота ЦТгр груза над полом вагона или 

плоскости подкладок; 
пр
уh  – высота продольного упора от пола вагона или 

плоскости подкладок; 
o
пb  – кратчайшее расстояние от проекции ЦТгр груза на 

горизонтальную плоскость до ребра опрокидывания поперёк вагона (рис. 2.83, 

б); 
п
нпh  – высота центра проекции боковой поверхности груза от пола вагона 
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или плоскости подкладок; 
п
уh  – высота поперечного упора от пола вагона или 

плоскости подкладок.  
Покажем вывод формул, по которым выполняют проверку устойчивости 

груза в вагоне, используя понятия «удерживающего» и «опрокидывающего» 
моментов, широко применяемые в технике67. 

Из условия равновесия механической системы «грузупорный брусок» (см. 
рис. 2.83, а) имеем  
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O Fm   
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упцт )( GlhhIex  .              (2.131а) 

 

Назовём абсолютные величины моментов сил G  и exI  относительно точ-

ки O удерживающим и опрокидывающим моментами: 
 

уд
о
пр MGl  ; опр

пр
упцт )( MhhIex  .                  (2.132а) 

 
Если η < 1, то груз следует дополнительно крепить от опрокидывания. На-

пример, если условия обеспечения устойчивости груза относительно точки O 
платформы (см. рис. 2.83) невыполнимы по ряду причин (например, геометри-
ческие размеры основания груза небольшие), то такой груз следует разместить 
в специально разработанную конструкцию в виде металлических кассет (рис. 
2.84). 

 

                                                 
67 Яблонский А.А., Никифорова В.М. Курс теоретической механики. Ч. 1. Статика. Кинемати-
ка.  М: Высш. шк., 1977.  368 с. 
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Рис. 2.84. Одна из возможных конструкций металлических кассет. 
1 – груз; 2 – металлическая кассета; 3 – балластировочный груз. 

 
По ТУ груз является устойчивым и не требует дополнительного крепле-

ния от опрокидывания, если при упругом креплении груза η не менее 1,25, т. е. 
η > 1,25, а при жёстком креплении  η = 2. 

Подставляя в неравенства (2.135) соотношения из (2.132а), получим 
 

)( пр
упцт

о
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пр hhI
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ex 
 .                                       (2.136) 

 
Из условия равновесия механической системы «грузупорный брусок» (см. 

рис. 2.83, б) запишем 
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Абсолютные величины удерживающего и опрокидывающего моментов 

сил G  и eyI , уFв  относительно точки O представим в виде 
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Подставляя в неравенства (2.135) соотношения из (2.138), находим 
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2.11. Равновесие системы твёрдых тел 

 
 

В статике твёрдого тела рассматриваются сочленённые системы матери-
альных точек, т. е. совокупность твёрдых тел, касающихся друг друга своими 
поверхностями или соединённых друг с другом шарнирами, гибкими нитями 
или стержнями. 

В статике системы твёрдых тел важным является определение реакций свя-
зей. Для этого используют способ расчленения, при котором наряду с равнове-
сием всей системы тел рассматривают равновесие отдельных тел (или групп тел 
системы). При этом все остальные тела системы и соответствующие связи мыс-
ленно отбрасывают и заменяют реакциями. 

При рассмотрении всей системы твёрдых тел реакции связей между тела-
ми, входящими в систему, не должны учитываться; они не входят в уравнения 
равновесия как внутренние, взаимно уравновешенные силы. При рассмотрении 
равновесия каждого тела в отдельности или какой-либо группы тел, входящих в 
систему, соответствующие реакции связей, которые были мысленно расчлене-
ны, становятся внешними силами и входят в уравнения равновесия. 

Задачи на равновесие системы твёрдых тел, находящихся под действием 
произвольной плоской системы сил, решаются с применением уравнений рав-
новесия твёрдого тела, рассмотренных в п. 2.3 (см. уравнения (2.50) ÷ (2.53)).  

Для примера решим задачу, когда связь является идеальной и представляет 
собой контакт цилиндрической поверхности с плоскостью. 

 
Задача 168. Две гладкие трубы большого диаметра А и В размещены в по-

лувагоне (см. рис. 2.8, а и рис. 2.85).  
 

                                                 
68 Задача решена канд. техн. наук, доцентом А.Н. Бондаренко (см. Туранов Х.Т., Бондаренко 
А.Н. Теоретическая механика в задачах погрузки–выгрузки и перевозки грузов в ваго-
нах.  Екатеринбург: УрГУПС, 2006.  451 с.). 
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Рис. 2.85. Размещения труб больших диаметров в полувагоне. 
Труба А весит G2 = 200 кН и её радиус r2 = 2.4 м; труба В весит G1 = 120 

кН и её радиус r1 = 1.4 м. Длины и внутренние диаметры труб для данной зада-
чи не используются. 

Определить реакции труб на вертикальные боковые стены CN  и EN  в 

точках С и Е, на горизонтальный пол вагона BN  в точке В и реакции между 

трубами FN  и FN  , если ширина полувагона Bпв = 2,77 м. Здесь a = r2, с = r1, 

поэтому r2 + r1  = 1,2 + 0,7 = 1,9 м и b = Bпв – (r2+ r1) или b = 0,87 м. 
 
Решение. Система твёрдых тел состоит из двух труб большого диаметра и 

полувагона. Искомые силы действуют на разные тела: труба В на боковую сте-
ну вагона и на трубу А, а труба А на боковую стену вагона, на плоскость пола 
вагона и на трубу В. 

Задачу решим в следующей последовательности69: 
1) выбираем объект равновесия – труба B; 

2) показываем активные силы – силу тяжести 1G ; 
3) отбрасываем связи – правую вертикальную плоскость стенки вагона и 
трубу A, ограничивающую перемещение объекта равновесия;  
4) согласно принципу освобождаемости от связей (аксиома статики 5), за-
меняем действие отброшенных связей реакциями – нормальной состав-

ляющей EN  реакции вертикальной плоскости ER  и нормальной состав-

ляющей FN  реакции от гладкой поверхности трубы A AR . Отметим, что 

ER  и AR  на расчётной схеме (модели) не показывают. 

                                                 
69 Бать М.И., Джанелидзе Г.Ю., Кельзон А.С. Теоретическая механика в примерах и задачах. 
В 3 т. Т. 1. Статика и кинематика.  М.: Наука, 1990.  672 с. (см. также электронное пособие 
http://www.miit.ru/institut/ipss/faculties/trm/main.htm: Бондаренко А.Н. Теоретическая механи-
ка в примерах и задачах. Статика.  Новосибирск, 2002.) 
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Таким образом, объект (труба B) находится в равновесии под действием 

трёх сил: силы тяжести 1G , реакции вертикальной плоскости EN  и реакции 

цилиндрической поверхности трубы FN . В соответствии с этим будем иметь 
расчётную модель, показанную на рис. 2.86. Заметим, что эти реакции и рас-
сматриваемые далее являются равнодействующими распределённых сил по ли-
нии контакта труб со стенками и между собой. Выберем систему координат, 
как показано на рис. 2.86;  

5) составляем уравнения равновесия для полученной системы сил. 
Полученная система сил представляет собой плоскую сходящуюся систему 

сил (см. рис. 2.86) ), т. к. все силы лежат на одной плоскости и сходятся в точке 
С  центре тяжести поперечного сечения трубы. Данная система сил удовле-
творяет уравнениям равновесия систем сил (см. уравнение (2.50)): 
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Рис. 2.86. Расчётная модель размещения верхней трубы B на вагоне. 
 

Составим уравнение равновесия систем сил для объекта (трубы B) 
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где sin и cos определяются из OO1H: 
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где 
22

21 )( brrd  .  

Из полученных уравнений находим реакции связей в точке E и F: 
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;
sin
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Согласно закону равенства действия и противодействия механики, реакции 

боковой стенки вагона EN  (противодействия) равны силе давления (действия), 

т. е. EE QN  . Точно так же и реакция FN  равна давлению трубы B на трубу 

A, т. е. FF QN  . 
Для определения других неизвестных сил необходимо выбрать новый объ-

ект:  
1) выбираем объект равновесия – труба A; 

2) показываем активные силы – силу тяжести 2G ; 
3) отбрасываем связи – левую вертикальную плоскость стенки вагона, го-
ризонтальную плоскость пола вагона и трубу B, ограничивающую пере-
мещение объекта равновесия; 
4) заменяем действие отброшенных связей реакциями – нормальной со-

ставляющей EN  реакции вертикальной плоскости ER  и нормальной со-

ставляющей FN  реакции от гладкой поверхности трубы A AR . 

Таким образом, объект (труба A) находится в равновесии под действием 

четырёх сил: силы тяжести 2G , реакции вертикальной плоскости СN , реакции 

пола вагона DN  и реакции цилиндрической поверхности трубы FN  . В соот-
ветствии с этим получим расчётную модель нижней трубы (рис. 2.87). Выберем 
систему координат, как показано на рис. 2.87. 

5) составляем уравнения равновесия для полученной системы сил. 
 

 
 

 Рис. 2.87. Расчётная модель размещения нижней трубы A на вагоне. 
 

Данная система сил представляет собой плоскую сходящуюся систему сил, 
так как все силы лежат на одной плоскости и сходятся в точке O – центре попе-
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речного сечения трубы A. Такая система сил удовлетворяет уравнениям равно-
весия (2.50). 

Заметим, что силы давления между трубами FQ  и FQ   равны между собой, 

но противоположно направлены, т. е. FQ  = – FQ  . Для данной задачи эти силы 

направлены по прямой, соединяющей центры О и О1 обеих труб (см. рис. 2.87). 

Нормальные реакции FN  и FN   равны между собой и противоположно на-

правлены, т. е. FN  = – FN  . Не следует думать, что здесь речь идёт о четырёх 
силах. Все дело в принятой в прикладной механике терминологии. На самом 

деле при взаимодействии двух тел сила давления трубы В на трубу A, сила FQ , 

является реакцией FN  , т. е. это одна и та же сила. Точно так же  сила давления 

трубы A на трубу B, сила FQ  , является реакцией FN . 
Составим уравнения равновесия систем сил, приложенных к объекту (см. 

рис. 2.87): 
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Отсюда получим реакции связей в точке С и D: 

 
;cos FC NN                                               (2.147) 

2sin GNN FD   
 

или с учётом формулы (2.143) 
 

.21 GGND                                             (2.148) 
 

Замечание. Следует заметить, что при рассмотрении систем, состоящих из 
нескольких тел (пакетные грузы, штабели), приходится принимать последова-
тельно в качестве объектов равновесия каждое из тел и количество уравнений 
равновесия пропорционально количеству твёрдых тел, составляющих систему. 
Полученные результаты решения уравнений для одного из тел далее использу-
ются при решении уравнений равновесия другого тела. Ошибки, допущенные в 
предыдущем расчёте, вызывают соответствующие ошибки в дальнейших вы-
числениях, даже если далее никаких новых ошибок не допущено. Для контроля 
рекомендуется составить независимые уравнения равновесия для всей системы 
в целом. Например, для рассматриваемой задачи, выбирая в качестве объекта 
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равновесия систему, состоящую из двух труб (рис. 2.88), и повторяя вышепри-
веденный порядок действий, получаем произвольную плоскую систему сил, ко-
торая должна удовлетворять следующим уравнениям: 
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где точка K в последнем уравнении выбрана в левом нижнем углу поперечного 
сечения полувагона. 

 

 
 

Рис. 2.88. Объект равновесия – система из двух труб в целом. 
 

Подстановка полученных значений внешних реакций связей должна обра-
тить эти уравнения в тождества или, по крайней мере, левые части уравнений 
должны быть близки к нулю. Заметим, что во многих практических задачах 
расчёта креплений груза и силы распора на боковые стенки вагона можно огра-
ничиться определением только реакций внешних связей (силу взаимодействия 
(давления) между штучными грузами (трубами) не определяют). 

Для определения таких внешних реакций связей в данной задаче достаточ-
но решить вышеприведенную систему уравнений равновесия для системы из 
двух труб в целом. При количестве труб больше двух количество внешних ре-
акций будет превышать количество независимых уравнений равновесия и рас-
сматривать равновесие каждой из труб будет необходимо, даже если определе-
ние силы взаимодействия между трубами не требуется. 

Результаты решений задачи. Силы давления трубы А на трубу В FQ , на 

вертикальную стенку CQ  и на пол полувагона DQ  равны реакциям связей FN , 

CN  и DN  в точке F, C и D, но, согласно закону равенства действия и проти-
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водействия механики, направлены противоположно, т. е. FF NQ  , 

CC NQ   и DD NQ  . Силы давления трубы B на трубу A FQ  и на верти-

кальную стенку полувагона EQ  равны реакциям связей FN  и EN  в точке F и 

E, но направлены противоположно, т. е. FF NQ   и EE NQ  . 
 
Пример расчёта. В системе MathCAD70 получены следующие результаты, 

представленные в виде макет-документов. 
Исходные данные: 

 

 
 

Промежуточные вычисляемые параметры расчёта: 

 
Результаты расчётов: 

 
Результаты расчётов при вариации размера r1 трубы B общеизвестно71.   

 

                                                 
70  Кирьянов Д.В. Самоучитель MathCAD 13.  СПб.: БХВ-Петербург, 2006.  528 с. 
71 Туранов Х. Т., Бондаренко А.Н. Теоретическая механика в задачах погрузки–выгрузки и 
перевозки грузов в вагонах.  Екатеринбург: УрГУПС, 2006.  451 с. 
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2.12. Решение задачи статики при плоской системе сил 
 
 

В этом разделе рассмотрены решения ряда задач, результаты которых мо-
гут быть востребованы в практической деятельности специалистов железнодо-
рожного транспорта. 

Решение задач на равновесие твёрдых тел рекомендуется проводить по-
рядке, изложенном в п. 2.5. 

 
I. Рассмотрим задачу, когда связь идеальная и представляет собой контакт 

цилиндрической поверхности с плоскостью. 
Задача 1. Груз в виде трубы большого диаметра размещён на гладкой (без 

трения) горизонтальной поверхности (платформа) (см. рис. 2.8, в, рис. 2.89).  
 

 
 

Рис. 2.89. Размещение трубы большого диаметра на платформе. 
 

Такой случай соответствует образованию ледяной поверхности между кон-
тактирующими поверхностями груза и полом платформы при перевозке, зави-
сящей от климатических условий перегона. На груз действует горизонтальная 

поперечная сила F , прижимающая его к упорному бруску В. Труба весит G = 
200 кН и её радиус r = 1,3 м. Высота выступа упорного бруска h = 0,16 м. 

Требуется определить реакции пола платформы AN  и упорного бруска 

BN  в точках А и В. Найти высоту выступа упорного бруска h0 > h, при кото-
ром не произойдет отрыва трубы от плоскости. Определить количество кре-
пёжных изделий (гвоздь), удерживающих упорный брусок от сдвига поперёк 
вагона. 

Решение данной задачи общеизвестно72.  

                                                 
72 Туранов Х.Т., Бондаренко А.Н. Теоретическая механика в задачах погрузки–выгрузки и пе-
ревозки грузов в вагонах: учебн. пособие.  Екатеринбург: УрГУПС, 2006.  451 с. 
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II. Рассмотрим задачу, когда связью (причём идеальной) является шарнир-
но-неподвижное и шарнирно-подвижное опорное устройство. 

Задача 2. Балка на двух опорах нагружена системой параллельных сил. 
Примером такой задачи является симметричное размещение трёх штучных 

грузов относительно продольной и поперечной осей симметрии платформы по-
средством деревянных подкладок (рис. 2.90).  

 

 
 

Рис. 2.90. Схема размещения грузов на платформе.   
 

Изображенные на рис. 2.90 шарнирно-неподвижная (A) и шарнирно-
подвижная (B) опоры  условные конструкции, отражающие характер работы 
связей. Здесь опоры А и В представляют собой надрессорные балки тележек, 
опирающиеся на комплекты пружин. Малость опорных площадок в точках A и 
B допускает малые повороты объекта относительно этих точек или краев опор-
ных площадок. Наличие зазоров в шкворнях допускает малые перемещения 
объекта. Отсюда одна из опор рассматривается как неподвижная, а другая  
подвижная. Предполагается, что комплекты пружины находятся в полностью 
сжатом состоянии и не допускают вертикальных перемещений [Туранов, 2007].  

Пусть на платформе размещены три штучных груза с силами тяжести G1, 
G2 и G3. Все геометрические размеры расположения подкладок по длине балки 
обозначены в виде a, b, c, d, e и f. Пусть пролет балки АВ равен базе вагона 2lв 
= 9,72 м и a = b = 1,0 м, c = d = 1 м, e = f = 1,0 м. Пусть G1 = G3 = 150 кН, G2 = 
350 кН.  

Требуется определить давления штучных грузов AQ  и BQ  (рис. 2.91) на 
надрессорные балки, необходимые для расчёта рамы вагона с собственной си-
лой тяжести Gрв = 120 кН, и комплектов пружин передних и задних тележек на 
прочность. 

 

                                                                                                                                                                  
Туранов Х.Т. Размещение и крепление грузов в вагонах: учебн. пособие.  Екатеринбург: 

УрГУПС, 2007.  365 с. 
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Рис. 2.91. Схема приложения сил на платформе. 
 

Решение данной задачи общеизвестно73. 
III. Рассмотрим задачи, когда связь (причём неидеальная) представляет 

собой гибкую нерастяжимую нить и цилиндрический шарнир. 
 
Задача 3. В технике часто встречаются конструкции механизмов и машин, 

где используются сочетания связей различных видов. Так, в конструкции стре-
лового крана на железнодорожном ходу КЖДЭ-4-25м, широко используемого 
для выполнения погрузочно-выгрузочных операций на грузовых пунктах же-
лезнодорожных станций, в качестве связей использованы гибкие нерастяжимые 
нити 4 и 6 для подъёма и опускания поворотной стрелы и грузового крюка, и 
цилиндрический шарнир А для соединения поворотной стрелы 8 с корпусом 1 
стрелового крана (см. рис. 2.28, рис. 2.92). 

 

 
Рис. 2.92. Пример применения цилиндрического шарнира  

и гибких нитей в стреловом кране. 
1 и 2  корпус и противовес крана; 3  приводной барабан, соединённый по-
средством редуктора с валом электродвигателя подъёма и опускания поворот-
ной стрелы; 4 и 6  канаты; 5  приводной барабан, соединённый через редук-
тор с валом электродвигателя подъёма и опускания груза; 7 и 9  блоки с не-
подвижным и подвижным осями вращения; 8  поворотная стрела; 10  крю-
ковая обойма; 11  четырёхзвенный строп. 

                                                 
73 Туранов Х. Т., Бондаренко А.Н. Теоретическая механика в задачах погрузки–выгрузки и 
перевозки грузов в вагонах.  Екатеринбург: УрГУПС, 2006.  451 с.  
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Один конец поворотной стрелы крана 8 соединен с корпусом крана 1 по-

средством цилиндрического шарнира А, а другой конец удерживается в равно-
весии гибкой нитью 4. Причём один конец гибкой нити 4 привязан к вершине 
стрелы В (блок 7 с неподвижной осью вращения), а другой конец  намотан на 
приводной барабан, связанный посредством редуктора с валом электродвигате-
ля 3 подъёма и опускания поворотной стрелы 8. К блоку с подвижной осью 
вращения 9 через грузовой крюк подвешен груз весом Gгр. Причём одна ветвь 
гибкой нити 6, обхватывающей блок с подвижной осью вращения 9, привязана 
к поворотной стреле в точке M, а другая ветвь перекинута через блок с непод-
вижной осью вращения 7, а затем намотана на приводной барабан, связанный 
посредством редуктора с валом электродвигателя 5 подъёма и опускания груза. 
Расстояние 2S между кругами катания колесной пары вагона колеи 1 520 мм 
равно 1,58 м. Вылет стрелы крана – а. Угол наклона поворотной стрелы крана  

; угол наклона гибкой нити 4, служащей для подъёма и опускания поворотной 

стрелы 8 крана   = 195; угол наклона гибкой нити 6, служащей для подъёма и 

опускания блока 9 с подвижной осью вращения (т. е. грузового крюка),  = 200; 
диаметр блока 7 с неподвижной осью вращения  D2. 

Можно выделить следующие четыре самостоятельные задачи: 
1) определение силы давления крана на рельсы в точках С и D;  
2) нахождение условий устойчивого равновесия крана относительно точки D;  
3) определение натяжения гибких нитей 4 и 6, удерживающих поворотную 

стрелу и груз, и нахождение реакции в цилиндрическом шарнире А, соединяю-
щем поворотную стрелу с корпусом крана; 

4) отыскание натяжений канатов 11 четырёхзвенного стропа. 

Решение первой задачи. Активные силы в виде силы тяжести крана 1G , 

поворотной стрелы 8G , груза грG  и реактивные силы рельсовой колеи в виде 

DN  и EN  будут действовать на объект, т. е. на стреловой кран (рис. 2.93).  
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Рис. 2.93. Расчётная модель стрелового крана.  
 

Все силы, действующие на стреловой кран, являются параллельными, поэто-
му можно считать, что на кран действует плоская система параллельных сил (см. 
пп. 2.3.1). 

Рассмотрим условия равновесия плоской системы параллельных сил, кото-
рая описывается двумя уравнениями равновесия сил (см. уравнения (2.53) и 
(2.53а)): 
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(2.152) 
где E  точка контакта правого колеса крана. 

Результаты решения. Из уравнения (2.151) находим 
 

S
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Из уравнения (2.150) имеем 

 

ED NGGGGN  )( 821гр .                       (2.153) 

 
Анализ полученных результатов. Тележка крана, в отличие от показанного 

на рис. 2.93, в действительности имеет две колёсные пары. Поэтому реакция 
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связи каждого железнодорожного пути на колёса тележки крана равны по 
0,5ND и 0,5NE. 

Решение второй задачи. Условия устойчивого равновесия крана относи-
тельно точки E при условии NE  0 получим из (2.152):  

 
0))5,0()()( 8гр12  sbaGsbaGsGScG ,  (2.154) 

где уд12 )( MsGScG    удерживающий момент;  

опр8гр )5,0()( MsbaGsbaG    опрокидывающий момент. 

В предельном равновесии Mуд = Mопр (см. (2.133)). При устойчивом со-
стоянии крана Mуд > Mопр (см. (2.134)). 

Результаты решения. Устойчивость равновесного состояния на случай 
возможного опрокидывания при изменении внешних воздействий оценивается 
величиной коэффициента запаса (см. (2.135)) 
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Анализ полученных результатов. Условие (2.157) при изменении вылета а 

поворотной стрелы крана обеспечивается подбором либо силы тяжести проти-

вовеса 2G  при постоянной величине плеча этой силы, т. е. при constc , ли-

бо плеча c при постоянном значении силы const2 G . 
 
Решение третьей задачи. Определение натяжения гибких нитей 4 и 6, 

удерживающих поворотную стрелу и груз, и нахождение реакции в цилиндри-
ческом шарнире А, соединяющего поворотную стрелу 8 с корпусом крана 1, 
выполним в следующей последовательности.  

Решение. Воспользуемся принципом освобождаемости от связей геометри-
ческой статики, согласно которому мысленно отбросим корпус крана 1, и его 

влияние заменим реакцией связи AR . Кроме того, мысленно рассечём гибкие 

нити 4 и 6, и их влияния заменим реакциями связей 4R  и 6R  . Будем иметь в 

виду, что в цилиндрическом шарнире А неизвестными являются модуль и на-

правление  реакции связи AR . Координатные оси направим так, как показано 
на рис. 2.94.  
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Рис. 2.94. Расчётная модель поворотной стрелы стрелового крана.  
 

На расчётной модели четыре неизвестных: AR , , 4R  и 6R  , а количест-
во уравнений равновесия плоской системы сил, как известно, три. Такая задача 
становится статически неопределённой. Степень статически неопределённости 
равна единице. 

Для решения задачи следует рассмотреть условие равновесия блока 9 с 
подвижной осью вращения (см. рис. 2.94). Гибкие связи, будучи односторон-
ними связями (см. п. 2.1), не дают телу удаляться от точки подвеса нити по её 

направлению. Поэтому реакции гибких связей 6R   и 6R   направлены вдоль 

связей к точке подвеса нити, т. е. вверх к точкам M и В (рис. 2.95). 
 

 
 

Рис. 2.95. Расчётная модель подвижного блока 3. 
 

Так как силы тяжести груза грG  приложен к оси блока с подвижной осью 

вращения 9, то из уравнения моментов относительно оси блока натяжения обеих 
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параллельных концов гибкой нити 6, охватывающей этот блок, равны между со-
бой и составляют половину веса груза (из суммы проекций всех сил на верти-
кальную ось):  

гр66 5,0 GRR  .                                      (2.156) 

Согласно закону равенства действия и противодействия механики, натяже-

ния нижних ветвей блока 66 RR   и 66 RR  , но противоположно направле-

ны и соответственно приложены к неподвижной точке M поворотной стрелы 8 
и блоку с неподвижной осью вращения 7. 

В результате рассуждений получим расчётную модель поворотной стрелы 
8 (рис. 2.96, а). Однако, учитывая, что пока неизвестным является направление 

(угол ) реакции связи AR , удобно разложить эту реакцию по осям координат 

на две прямоугольные составляющие в виде AxR  и AyR  (рис. 2.96, б). 

 

 
 

Рис. 2.96. Расчётная модель поворотной стрелы стрелового крана. 
 

Составим условие равновесия поворотной стрелы 8, на которую действует 
произвольная плоская система сил (см. уравнения (2.50)): 

 

:0
1




n

k
kxF  0coscos 64  RRRAx ;             (2.157) 

:0
1




n

k
kzF  0sinsin гр864  QGRRRAy ;    (2.158) 
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k
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.05,0ζsin

)5,0tgβ(ζcosγsintgγcos

гр86

2644




aGaGaR

DaRaRaR
    (2.159) 

 
Результаты решения задачи. Из равенства (2.159) имеем 

 

.05,0ζsin

)5,0tgβ(ζcos)γsintgβγ(cos

гр86

264




aGaGaR

DaRaR
 

 
Из последнего равенства получим 

 

.

γsin
βcos

βsin
γcos

5,0ζsin)5,0tgβ(ζcos гр8626
4














a

aGaGaRDaR
R

   

(2.160) 
 

Из равенства (2.157) и (2.158) находим проекции на координатные оси ре-
акции в цилиндрическом шарнире А: 

 

)coscos( 64  RRRAx ,                             (2.161) 

гр864 )ζsinγsin( GGRRRAy  .           (2.162) 

 
Полная реакция в шарнире А и угол наклона, характеризующий направле-

ние этой реакции относительно оси Ах, равны: 
 

22
AyAxA RRR  ,    










A

Ax

R

R
arccos .                    (2.165) 

 
Решение четвёртой задачи. Для нахождения натяжений в четырёхзвенном 

стропе рассматривают штучный груз как объект, а канаты 11  в качестве внеш-
них связей (рис. 1.97).  
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Рис. 2.97. Расчётная модель поворотной стрелы стрелового крана. 
 

Длину, ширину и высоту груза принимают соответственно равными M1N1 
= 0,4a, M1M0 = 0,2a и KL = 0,2a. Считая, что длины ветвей четырехзвенного 
стропа KM1 и KM0 равны ветвям KN и KN0, определяют проекции этих ветвей 
на продольную ось груза x. Угол λ соответствует проекции ветви KM1 на гори-
зонтальную плоскость, а угол χ  на продольную ось груза x. 

Согласно принципу освобождаемости от связей геометрической статики 
мысленно отбрасывают крюковую обойму 10 и рассекают канаты 11 четырёх-

звенного стропа, а их влияние заменяют натяжениями 11R   и 11R  . Канаты, как 
гибкие нити, являются неидеальными и неудерживающими (односторонними) 
связями, не позволяющими удаляться грузу по вертикали вниз. Координатные 
оси направим так, как показано на рис. 2.97, в.  

Записывают условие равновесия штучного груза (см. рис. 1.97, в), имея в 
виду, что к нему приложена пространственная система сходящихся сил, кото-
рые двойным проецированием можно привести к плоской системе сил. Для оп-
ределения искомых натяжений достаточно составить два уравнения равновесия 
типа (1.157) и (1.158). 

 
П р и м е р  р а с ч ё т а  в системе MathCAD74 
Исходные данные: 
 

 

 

 

                                                 
74  Кирьянов Д.В. Самоучитель MathCAD 13.  СПб.: БХВ-Петербург, 2006.  528 с. 
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Результаты расчётов 
1. Реакции рельсовых нитей на колёса тележки крана, кН 
 

 
 

 
 

 
При заданных исходных данных реакция правой рельсовой нити E в 10 раз 

больше, чем реакция левой рельсовой нити D. 
2. Определение коэффициента устойчивости при устойчивом равновесии 

крана 
 

 

 

 
Поскольку  < 1,25, устойчивость стрелового крана при заданных исход-

ных данных не обеспечена. 
Устойчивость крана может быть обеспечена подбором плеча с при посто-

янном значении силы const2 G . Поэтому будем варьировать значением пара-

метра с в виде 
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Графическая зависимость (с) представлена на рис. 2.98. 

 

 
 

Рис. 2.98. Графическая зависимость (с). 
 

Отсюда ясно, что устойчивость стрелового крана будет обеспечена при 
с   3,17 м. Поэтому плечо с силы тяжести противовеса примем равным 3,2 м. 

3. Определение натяжения гибких нитей 4 и 6, кН 
 

 
 

 

 
 
4. Вычисление проекции на координатные оси реакции в цилиндрическом 

шарнире А, полной реакции AR  и угла наклона этой реакции : 
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IV. Рассмотрим задачу, когда система тел «тело – связь – тело» обла-

дает внутренней связью в виде гибкого тела, а внешняя связь в виде твёр-
дого тела представляет собой шероховатую поверхность. 

При решении любых задач на равновесие твёрдого тела при наличии сил 
трения, независимо от взаимного расположения приложенных к нему сил, сле-
дует руководствоваться рекомендациям п. 2.5.  

Задача 4. На наклонной плоскости, образующей угол  = 30 с горизонтом, 
лежат два груза как система тел силой тяжести G1 = 4 кН и G2 = 6 кН, соеди-
нённые гибкой нитью (тросом) (рис. 2.99). Здесь гибкая нить является внутрен-
ней связью. Коэффициенты трения скольжения грузов о наклонную плоскость 
соответственно равны: f1 = 0,4 и f2 = 0,55. 

 

 
 

Рис. 2.99. Два взаимосвязанных груза, лежащих на наклонной плоскости. 
 

Такое взаимосвязанное расположение штучных грузов может соответство-
вать смещению их общего центра тяжести поперёк вагона уС = уМ, в результа-
те чего рама вагона будет находиться в наклонённом относительно горизонта 
положении. При этом будут перегружены комплекты пружин под надрессорной 
балкой, расположенной в проёмах боковой рамы со стороны смещения ЦТо

гр, и 
разгружены комплекты пружин, расположенные на другой боковой раме (см. п. 
2.7, рис. 2.73). Величину уС = уМ определяют в зависимости от силы тяжестиа  
груза и высоты расположения общего центра тяжести вагона с грузом по ТУ75. 

Найти натяжение троса S и модули сил трения, действующих на грузы, 
Fтр1 и Fтр2. Будут ли грузы в покое или в движении? 

Решение задачи общеизвестно76.   

                                                 
75  Приложение 14 к СМГМ «Правила размещения и крепления грузов в вагонах и контейне-
рах».  М.: Планета, 2005.  191 с. 
76 Туранов Х.Т., Бондаренко А.Н. Теоретическая механика в задачах погрузки–выгрузки и пе-
ревозки грузов в вагонах.  Екатеринбург: УрГУПС, 2006.  451 с.  
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3. АНАЛИТИЧЕСКАЯ СТАТИКА77 
 
 

Предварительные замечания 
 
В элементарной статике были выведены необходимые и достаточные усло-

вия равновесия абсолютно твёрдого тела. Для всякой иной системы материаль-
ных точек эти условия, согласно принципу отвердевания (см. п. 2.2), будут 
только необходимы, но недостаточны. Определение достаточных условий рав-
новесия механической системы методами элементарной статики требует рас-
смотрения условий равновесия каждого из твёрдых тел (или точек), входящих в 
систему (см. п. 2.11). Расчёт при этом существенно усложняется необходимо-
стью вводить большое количество новых неизвестных – реакций внутренних 
связей (см. п. 2.11, решение задачи 1, условие равновесие сил трубы А).  

Как отмечали ранее (см. Введение), аналитической статикой называют 
часть статики, в основе которой лежит принцип виртуальных (возможных) 
перемещений, выражающий собой необходимое и достаточное условие равно-
весия для любой механической системы. При этом условия равновесия опреде-
ляют методами, принципиально отличными от методов геометрической стати-
ки. Основываются эти методы на понятиях о виртуальном (возможном) пере-
мещении системы и о работе силы. 

В аналитической статике широко применяется математический анализ, 
поэтому изложение носит аналитический характер (см. п. 2.2).  

Изучение аналитической статики начнём с ознакомления основных видов 
сил. 

 
 
 

                                                 
77 Бухгольц Н.Н. Основной курс теоретической механики. Ч. 1. – М.: Наука, 1967. – 467 с. 
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3.1. Основные виды сил78 
 

1. С и л а  т я ж е с т и (или объёмная сила) G . Является постоянной и, со-
гласно закону всемирного тяготения, действует на любое тело, которое нахо-
дится вблизи земной поверхности. Модуль силы тяжести равен весу тела (гру-

за). G  – активная сила, поскольку, начав действовать на покоящееся тело, мо-
жет привести его в движение (см. пп. 2.1.5).   

Силу G  условно прикладывают к центру масс материальной системы 
(груза) C , и её воздействие испытывает внешняя связь (платформа, полувагон, 
гибкие упругие и упорные элементы креплений) (см. рис. 2.16, 2.17). 

В расчётной модели силу тяжести груза направляют от объекта. 
Применительно к сортировочным горкам внешними силами, ускоряющими 

движение вагона, можно считать проекции силы тяжести G (как движущей си-
лы, ускоряющей движение) на направление скатывания вагона с горки: 

0ψsinGGx   (см. рис. 2.60).  

2. С и л а  т р е н и я  трFF   (см. п. 2.4). Касательную составляющую 

F  реакции связи R  называют силой трения трF  (например, вдоль вагона xFтр  

и поперёк вагона yFтр ). Иначе, сила сухого трения (или сила трения сколь-

жения). Различают два понятия силы трения – сила трения в покое (сила сцеп-
ления) и сила трения в движении (сила трения скольжения).  

Вспомним, что силу трения, проявляющуюся между телом в покое и не-
идеальной (шероховатой) опорной плоскостью как противодействие со стороны 
этой плоскости возможному смещению тела (т. е. как реакцию связи), называют 
силой сцепления и обозначают Fсц. 

Силу трения, возникающую при движении тела по неидеальной поверхно-
сти, а также при скольжении одного тела относительно другого, называют си-

лой трения скольжения и обозначают трF .  

Силу трения определяют, согласно закону Кулона по (2.64). 
Более подробно о силе трения изложено в п. 2.4. 
Сила трения – реактивная сила и относится к категории внешних сил. Для 

груза, находящегося в вагоне, сила трения является удерживающей. В этом 
смысле в задачах грузовых перевозок она представляет весьма полезную силу, 
удерживающую груз от сдвига (т. е. линейных ( x , y ) и угловых (  ) пере-

                                                 
78 Туранов Х.Т. Теоретическая механика в задачах грузовых перевозок.  Новосибирск: 
Наука, 2009.  376 с. 
  Туранов Х.Т. Взаимодействие открытого подвижного состава и твёрдотельного груза.  М.: 
ФГОУ «Учебно-методический центр по образованию на железнодорожном транспорте», 
2011.  374 с.   
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мещений). Поэтому грузоотправители обязаны принимать ряд профилактиче-
ских мер для повышения значения силы трения, например насыпать песок меж-
ду грузом и полом вагона. 

 

3. С и л а  у п р у г о с т и упрF . Среди различных сил, которые могут дей-

ствовать на материальную точку, особое место занимают силы упругости (или 
восстанавливающие силы), т. е. силы, стремящиеся вернуть точку в положе-
ние равновесия. Такие силы зависят от отклонения точки от положения равно-
весия и направлены к положению равновесия. Восстанавливающие силы при-
дают движению колебательный характер [Бутенин и др., 1998]. 

Сила упругости упрF  ( хFупр.  или уFупр. ) зависит от изменения длины (де-

формации) упругой связи. Значение силы определяют по закону Гука, согласно 
которому напряжение (сила, отнесённая к единице площади) пропорционально 
деформации. Силу упругости упругого элемента постоянного сечения опреде-
ляют по закону Гука 

iii lсF упр. ,                                           (3.1) 

 
где Δli  удлинения i-го упругого элемента по его длине, м; ci  коэффициент 
жёсткости упругого элемента крепления, кН/м, т. е. отношение жёсткости на 
растяжение гибкого упругого элемента EAi к его длине li:  

 

i

i
i l

EA
c  .                                                    (3.2) 

 
Здесь EAi  физико-геометрическая характеристика (жёсткость на растяже-
ние) гибкого упругого элемента креплений, кН; E  модуль упругости материа-
ла гибкого упругого элемента, скрученного из стальной отожжённой проволоки 

(
7101E  кН/м2); Ai  площадь поперечного сечения гибкого упругого эле-

мента, м2: 

4

10 26
i

ii

d
nA


   или iii ndA 26107854,0                (3.3)  

 
с учётом того, что ni – число нитей в i-м упругом гибком элементе, шт.; di – 
диаметр проволоки гибкого упругого элемента, мм; li  длина гибкого упругого 
элемента, м (величина вычисляемая). 

Выражение (3.1) относится к классу физических уравнений, связывающих 
силу и перемещения.  

П р и м е р  1. Определить обобщённый и/или приведённый, и/или эквива-
лентный и/или квазиупругий коэффициент жёсткости двух параллельно со-
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единенных гибких упругих элементов (пружин) с коэффициентами жестко-
сти с1 и с2, на концы которых подвешен груз силой тяжести G (рис. 3.1). 

 

 
 

Рис. 3.1. Параллельно соединённые упругие элементы. 
 

Р е ш е н и е.  Заменяем две параллельные пружины одной эквивалентной.  
Применительно к рис. 3.1, а при смещении груза вниз обе пружины растя-

гиваются на xстδ  силой G, т. е. 1стδ  = 2стδ  = стδ , в пружинах возникают 

восстанавливающие силы 1упрF  и 2упрF , сумма которых равна F , т. е. 

2упр1упр FFF  .  

Учтем, что 1ст11упр δcF  , 2ст22упр δcF   и стэквупр δcF  . Разделив 

последнее равенство почленно на стδ  и учитывая, что 2ст1стст δδδ  , полу-

чим 

.
δδδ

21 ст

2

ст

1

ст

FFF
  

 

Так как ,
δ экв
ст

c
F

  ,
δ 1

1ст

1 c
F

  ,
δ 2

2ст

2 c
F

  то окончательно получим (рис. 

3.1, б) 

21экв ccc  .                                                (3.4) 
 

Применительно к рис. 3.1, в верхняя пружина растягивается с какой-то си-
лой G1, а нижняя сжимается с силой G2, причем G1 + G2 = G. Тогда для этих 
пружин будут  

,δ
1

1
1ст c

G
    .δ

2

2
2ст c

G
  
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Но, очевидно, ст2ст1ст δδδ   и по свойству пропорций 
 

,δ
экв2121

21

2

2

1

1
ст c

G

cc

G

cc

GG

c

G

c

G








  

 
где сэкв – коэффициент жёсткости эквивалентной пружины, заменяющей две 
данные пружины, определяемый по формуле (3.4). 

В частности, при с1 = с2 получим 
 

cc 2экв  .                                              (3.4а) 
 

П р и м е р  2. Определить обобщённый и/или приведённый, и/или эквива-
лентный и/или квазиупругий коэффициент жёсткости двух последовательно со-
единённых гибких упругих элементов (пружин) с коэффициентами жёсткости 
с1 и с2, на концы которых подвешен груз силой тяжести G (рис. 3.2). 

 

 
 

Рис. 3.2. Последовательно соединённые упругие элементы. 
 

Р е ш е н и е.  Заменяем две последовательные пружины одной эквивалент-
ной пружиной. Каждая из пружин в статическом положении растягивается с 
силой G. Следовательно, статическое удлинение пружин будет  

 

,δ
1

1ст c

G
    .δ

2
2ст c

G
  

 
Тогда общее удлинение пружин 

 

,δδ
экв21
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2ст1ст c
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где сэкв – коэффициент жёсткости эквивалентной пружины, заменяющей две 
данные пружины (см. рис. 3.2, б): 

.
21

21
экв cc

cc
c




                                            (3.5) 

 
В частности, при с1 = с2 имеем 

.
2

1
экв cc                                               (3.5, а) 

К выводу формулы (3.1) применительно к гибким упругим средствам креп-
лений. Отметим, что вывод формулы выходит за рамки курса теоретической 
механики. Вместе с тем ниже приведём такой вывод. 

Согласно закону Гука, напряжение (сила, отнесённая к единице площади) 
пропорционально деформации 

 E ,                                                    (3.6) 
 

где   напряжение, кН/м2; Е  модуль упругости материала гибкого упруго-
го элемента, скрученного из стальной отожженной проволоки (Е = 1107 кН/м2); 

  относительная деформация. 
Умножая обе части (3.6) на площадь поперечного сечения гибкого упруго-

го элемента А, находим 
 

 EAA . 
 

Учитывая, что A = R = Fупр  натяжение (усилие) в гибком упругом эле-

менте и l

l
   относительное удлинение (l  абсолютное удлинение,  

l  длина гибкого упругого элемента), последнее соотношение перепишем в ви-
де 

.
l

l
EAR


                                                 (3.7) 

 
Имея в виду, что отношение жёсткости на растяжение гибкого упругого 

элемента к его длине есть не что иное, как коэффициент жёсткости этого 
элемента c (см. (3.2)), окончательно получим  

 
lcFR  упр ,                                              (3.8) 

 
что и требовалось доказать. 
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Анализируя формулу (3.8), можно выдвинуть гипотезу о том, что натяже-
ния в гибких упругих средствах креплений можно определить по критерию до-
пускаемого значения (ограничения) сдвига груза как вдоль, так и поперёк ваго-
на. Следует выразить сдвиг груза через удлинение гибкого упругого элемента, 
используя либо геометрию креплений, либо метод строительной механики. 

Сила упругости является реактивной силой упрF  и относится к категории 

внутренних сил. В расчётной модели силы упругости упрF  гибких упругих 

элементов креплений как реакции этих элементов iR  к объекту направляют от 
объекта (груз). 

 
4. С и л а  а э р о д и н а м и ч е с к о г о  с о п р о т и в л е н и я  (или давле-

ние воздушного потока, или сопротивление воздуха) вrF . Сила вrF  относится к 

классу реактивной силы, зависит от относительной скорости вrv  (см. (1.51)) и 
действует на объект, движущийся в такой, например, среде, как воздух. Сила 
аэродинамического сопротивления воздуха  это результат учёта отбрасывае-
мой среды. Как и другая реакция, она препятствует движению, в данном случае 

относительно скорости движения воздушного потока (встречный ветер) вrv . 
Вместе с тем она может быть отнесена к числу активных сил, поскольку, начав 
действовать на объект, может привести его в движение, если направление ско-
рости воздуха (попутный ветер) совпадает с направлением скорости вагона 
[Туранов, Бондаренко, 2006]. 

Силу вrF  определяют по аэродинамической формуле79, кН  

,ρ105,0 2
ввв

3
в rr AvcF                                       (3.9) 

 
где cв  безразмерный экспериментальный коэффициент сопротивления возду-
ха, зависящий от формы тела и от того, как оно ориентировано при движении 
(обычно принимают в зависимости от формы поверхности в пределах от 0,55 до 
1,2, например для цилиндрических тел, имеющих в сечении круг (труба), cв = 
0,6; для плоской поверхности cв = 1,1); ρв  средняя плотность воздуха (кг/м3) 
(обычно принимают 1,261,29); A  максимальная площадь сечения плоскости, 

перпендикулярной воздушному потоку (м2) ( },{ бт AAA  – площадь либо 

торцевой, либо боковой поверхности вагона с грузом); вrv  ( },{ .вв.в yrxrr vvv  ) 

 скорость воздуха относительно вагона с грузом (м/с). 

                                                 
79  Комаров К.Л., Яшин А.Ф. Теоретическая механика в задачах железнодорожного транспор-
та.  Новосибирск: Наука, 2004.  296 с. 
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Если вычисляется сила аэродинамического сопротивления на вагон (отцеп) 

в поперечном направлении, то yrr vv в.в    поперечная составляющая скорости 

воздуха относительно вагона, а если в продольном направлении, то xrr vv в.в    
продольная составляющая этой скорости. 

В (3.9) безразмерный экспериментальный коэффициент сопротивления 
воздуха cв соответствует коэффициенту воздушного сопротивления одиночных 
вагонов или первого вагона в отцепе80. 

В расчётной модели силу вrF  направляют к объекту (груз) и относят к ка-
тегории внешних сил. 

П р и м е р 3. Вагон движется поступательно с переносной скоростью 

вvvve   (отыскиваемая величина) с сортировочной горки (рис. 3.3) (см. рис. 
1.36).  

 

 
 

Рис. 3.3. Физическая модель скатывания вагона с горки. 
1 – вагон; 2 – груз; 3 и 4 – наружный и внутренний рельсовые нити; 
а – вид с боку; б – вид сверху. 

 

На рис. 3.3 обозначено: G  – сила тяжести вагона с грузом (или без груза), 

кН; xFв  и yFв  (точнее, xrF в.  и yrF в. ) – проекции силы аэродинамического со-

противления на продольную и поперечную оси вагона, кН; 2L, 2B и 2H – соот-
ветственно длина, ширина и высота груза, м; ψ (или ψ0) – уклон профиля сор-
тировочной горки относительно горизонтали, рад.  

                                                 
80 Правила и нормы проектирования сортировочных устройств на железных дорогах колеи 
1 520 мм. – М.: ТЕХИНФОРМ, 2003. – 168 с. 
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Скорость ветра по отношению к вершине горки (земле) (т. е. абсолютная 

скорость частиц воздуха) в.av  (по данным гл. 5 СНиП «Строительная климато-
логия и геофизика»81 величина задаваемая) направлена по горизонтали в плос-
кости Oxy.  

Требуется найти проекции силы аэродинамического сопротивления xFв  и 

yFв  в зависимости от относительной скорости частиц воздуха (скорость ветра) 

вrv  (относительно подвижных осей O1x1y1z1, связанных с вагоном). 
В соответствии с (1.54) и (1.55) силу аэродинамического сопротивления 

воздуха вrF  определяют82, кН: 

– для встречного ветра на ось Ox (рис. 3.3, а) 
 

 2в0твв
3

в )ξcos()ψcos(ρ105,0 aexr vvAcF  
;        (3.10) 

 
– для попутного ветра на ось Ox (рис. 3.3, б) 

 

 20втвв
3

в )ψcos()ξcos(ρ105,0 eaxr vvAcF  
;    (3.11) 

 
– для встречного и попутного ветра на ось Oy (рис. 3.3, а, б) 

 

 20вбвв
3

.в )λsin(ρ105,0 ryr vAcF  .               (3.12) 

 
В последних формулах Aт – площадь торцевой поверхности вагона с гру-

зом, м2: BHA 22т   (где 2B и 2H – ширина и высота наветренных поверхно-

стей вагона с грузом, м); Aб – площадь боковой поверхности вагона с грузом: 

HLA 22б  (где 2L – длина боковых наветренных поверхностей вагона с 
грузом, м), м2. 

В (3.10) – (3.12) коэффициент воздушного сопротивления одиночных ваго-
нов или первого вагона в отцепе cв, как и в [Железнодорожные …, 2002; Пра-
вила и нормы…, 2003], можно принять по табл. 7.3 в зависимости от рода ваго-

на и направления угла ξ между результирующим вектором вav  (абсолютная 

скорость частиц воздуха (скорость ветра)) и продольной осью Ox, рад.  
                                                 
81  Строительные нормы и правила Российской Федерации. Строительная климатология 
СНиП 23-01-99. – М.: Госстрой России, ГУП ЦПП, 2003. 
82  Туранов Х.Т. Воздействие силы аэродинамического сопротивления на вагон при его ска-
тывании с горки / Х.Т. Туранов [и др.]. // Материалы V-ой научн.  практич. конф. «Про-
блемы безопасности на транспорте».  Гомель: БелГУТ, 2010. – С. 86–90. 
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Отметим, что проекции силы аэродинамического сопротивления вrF  мож-
но отнести к ускоряющим и замедляющим движение вагона при скатывании с 

горки. При этом проекции силы аэродинамического сопротивления xrF в  на на-
правление скатывания, как силы сопротивления при встречном ветре (см. 
(3.10)), замедляют движение вагона при скатывании с горки, а при попутном 
ветре (см. (3.11)), как движущие силы, ускоряют движение вагона. Проекции 

силы аэродинамического сопротивления yrF в  (см. (3.12)), независимо от того, 

встречный ветер или попутный, замедляют движение вагона. 
 
 

3.2. Работа силы 
 

Для характеристики действия, оказываемого силой на материальную точку 
(тело) при некотором его перемещении, вводится понятие о работе (англ. 
work). Работа это динамическое понятие, поскольку определяется работа силы. 

Сначала введём понятие об элементарной работе. 
 
 

Элементарная работа силы 
 

Обозначим элементарную работу через W. Пусть точка М движется по 

дуге М0М1 кривой L. Разбиваем дугу на элементарные участки s, считая их 
прямыми (рис. 3.4). 

 

 
 

Рис. 3.4. Движение точки по кривой 
 

Элементарной работой W cилы F , приложенной в точке М, называют 

скалярную величину, равная произведению проекции F  силы F  на касатель-

ную M к траектории точки M, направленную в сторону перемещения этой точки 

(или проекции F  на направление скорости v  точки M), на модуль элементарного 

перемещения s  точки M: 
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.τ sFW                                            (3.13) 

 
Такое определение83 работы силы соответствует представлению о работе, 

как о мере того действия силы, которое приводит к изменению модуля скорости 

точки v . Если разложить силу F  на составляющие F  (оговоримся, что эта 

не сила трения, как в прежних обозначениях, а составляющая активной силы) и 

nF , то изменять модуль скорости v  (см. п. 1.7, (1.20)) будет F , так как 

am
dt

vd
mF   (составляющая nF  изменяет или направление вектора v  

(см. п. 1.7, (1.21)), или при несвободном движении  силу давления на связь). 
Учитывая, что 

 cosFF ,                                           (3.14) 
 

а также то, что в ней   угол между проекцией F  силы F  и касательной M, 
из равенства (3.13) получим 

 

.cos sFW                                            (3.15) 

 
Этот же результат можно получить из (3.14), учитывая, что скалярное  про-

изведение двух векторов есть величина скалярная [Бронштейн, Семендяев, 
1980]. 

Если в равенстве (3.15) угол  острый, то работа положительная. В частно-

сти, при  = 0 элементарная работа 
 

.sFW                                             (3.16) 

 
Если в равенстве (3.15) угол  тупой, то работа отрицательная. В частно-

сти, при  = 1800 элементарная работа 
 

.sFW                                            (3.16а) 

 
Если угол  = 90, т. е. сила направлена перпендикулярно перемещению, то 

элементарная работа силы равна нулю. 

                                                 
83 Тарг С.М. Краткий курс теоретической механики: учебник для втузов.  М.: Высш. шк., 
1998.  416 с. 



 228

Знак работы имеет следующий смысл: работа отрицательна, когда направ-

ление составляющей F  противоположно направлению движения (сила замед-

ляет движение); работа положительна, когда составляющая F  направлена в 
сторону движения (сила ускоряет движение). 

Единица измерения работы джоуль (Дж) или ньютон–метр (Нм) (1Дж = 
1 Нм). 

 
 

Работа силы в зависимости от длины пути 
 

Известно, что на материальную точку могут действовать как постоянные 

( F  = const ), так и переменные силы ( F  = var ). 

1. Пусть на материальную точку действует постоянная сила ( F  = const ) 
(рис. 3.5). 

 

 
 

Рис. 3.5. Действие на точку постоянной силы. 
 

Если точка приложения М постоянной силы F  движется по прямой, сов-
падающей с линией действия силы, то работа этой силы W  равна произведе-
нию её модуля на длину пути s, пройдённого точкой приложения силы, взято-
му с определённым знаком (плюс или минус). 

Математически работа выражается равенством 
 

FsFW )( .                                             (3.17) 
 

Если материальная точка весом G  движется по негладкой (шероховатой) 
горизонтальной поверхности, то работа силы трения на пути s равна 

 

fGsFW )( тр ,                                           (3.18) 

 
где  f  коэффициент трения скольжения. 

П р и м е р  1.  Пусть вагон скатывается с горки при условии качения колёс 

со скольжением под воздействием проекции силы тяжести xG  (см. пп. 2.4.2, 
задача 1, рис. 2.60). 

Требуется найти работу сил трения скольжения колёс о рельсовые нити.  
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Работа сил трения скольжения колёс о рельсовые нити )( ск
трFW  (см. (2.79)) 

sGfFW 0ск
ск
тр ψcos)(  .                               (3.18а) 

 
В (3.18а) обозначения те же, что в (2.80). 

2. Пусть направление действующей на точку М силы F  образует с на-

правлением перемещения этой точки угол  в плоскости Oxy (рис. 3.6). Тогда 
работа этой силы на пути s равна (см. (3.15)) 

 
 cosFsW .                                        (3.19) 

 

 
 

Рис. 3.6. Действие силы под углом. 
 

3. Пусть по некоторой кривой L движется точка M под действием пере-

менной силы iF , которая меняется как по величине ( iF  = var), так и по на-

правлению (i = var.) (рис. 3.7). 
 

 
 

Рис. 3.7. Движение точки по кривой. 
 

Для вычисления работы силы iF  на конечном перемещении s (в пределах 

дуги М0М1 кривой L), разобьём длину дуги М0М1 на весьма большое количе-

ство n (n ) очень малых (элементарных) промежутков is  (i = n,1 ).  
Тогда элементарная работа равна (см. (3.15)) 

 

.cos iiii sFW   
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Работа на конечном перемещении Δs будет равна пределу суммы элемен-
тарных работ, когда количество промежутков n стремится к бесконечности 
(n ), а сами промежутки стремятся к нулю (Δsi  0):  

 

i

n

i
ii

s
n

sFW

i

 



 1

0

coslim  

или 

i

L

ii dsFW   cos . 

 
Здесь буква L, стоящая под знаком интеграла, указывает на то, что интегриро-
вание совершается вдоль кривой L, а dsi – элементарное перемещение. 

Последнее выражение можно представить в виде 
 

.cos)(
)( 10

i

MM

iii dsFFW                                     (3.20) 

 
Буквы M0 и M1, стоящие вместо пределов интегрирования, заключены в 

скобки в знак того, что это не числа, а обозначения концов линии, по которой 
берется криволинейный интеграл.  

В частном случае, если точка приложения М переменной силы iF  движет-
ся по прямой (рис. 3.8), то вместо выражения (3.20) будем иметь обычный инте-
грал 


s

iiii dsFFW
0

.cos)(                                  (3.21) 

 

 
 

Рис. 3.8. Действие переменной силы под углом. 
 
 

Работа момента трения качения в зависимости от угла поворота колёс 
 

Напомним, что в пп. 2.4.2 за упрощённую расчётную модель скатывания 
вагона с горки, учитывающую трение качения без скольжения (чистое качение), 
принята модель, показанной на рис. 2.60.  
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Отметим, что условие чистого качения сплошного однородного кругового 
цилиндра по наклонной плоскости на основе теоремы о движении центра масс 
и/или о движении системы вокруг центра масс приведено в работе [Тарг, 1998] 
(см. задачу 151, 154): 

;
1




n

k

e
kC FaM   




n

k

e
kCC FmJ

1

),(    

где M и JC – масса системы и момент инерции тела относительно центра масс; 

Ca  и   – вектор линейного и углового ускорения центра масс; 
e

kF  – вектор 
внешних сил. 

Проекции последних выражений на координатные оси представляют собой 
дифференциальные уравнения плоскопараллельного движения твёрдого тела. 

В пп. 2.4.2 принято, что на участках горки, где отсутствуют случайные 
(или так называемые «эпизодические») сопротивления колёса с радиусом rк ка-
тятся без проскальзывания с коэффициентом трения качения колеса по рельсу 
fк, внутреннее кольца подшипника качения с радиусом rвн вращается с коэффи-
циентом трения качения fк0.  

Отмечено, что при воздействии вертикальных составляющих силы тяжести 

вагона с грузом 0ψcosGGz   и силы аэродинамического сопротивления 

0в sinψxF  момент трения качения колеса по рельсу 

},,,{ 2тр1тр2тр1тртр AAAAA MMMMM   и },,,{ 2тр1тр2тр1тртр BBBBB MMMMM  , 

найденный в виде (2.75), с учётом (2.79) запишется как  
 

 0в0ктр ψsinψcos xFGfM  ,                               (3.22) 

 
где fк – коэффициент трения качения колеса по рельсу (обычно принимают 
5·10-6), м.  

В пп. 2.4.2 также учтено, что на механическую систему действуют внут-
ренние силы в виде моментов трения качения MтрпA ( ,{ 1трптрп AA MM  2трпAM , 

}, 2трп1трп AA MM  ) и MтрпB ( ,{ 1трптрп BB MM  ,2трпBM  }, 2трп1трп BB MM  ) в под-

шипниках буксовых узлов передней A и задней B тележек вагона, причём Mтрп 
= MтрпA + MтрпB (см. рис. 2.61). 

В точках соприкосновения с телами качения внутреннего диаметра внут-
реннего кольца подшипника появляются внутренние силы Nпк – нормальная 
реакция подшипника, и в той же точке на тела качения от внутреннего кольца 
подшипника действует такая же по модулю, но противоположно направленная 
реакция Nп (т. е. нормальная реакция, приходящаяся на один подшипник каче-
ния).  
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Момент трения качения в подшипниках буксовых узлов передней и задней 
тележек вагона (см. (2.81)) 

п0кбтрп NfnM  ,                                          (3.23) 

 
где nб = 8 – количество буксового узла в тележках, шт.; fк0 – коэффициент тре-
ния тел качения по кольцам подшипника (обычно принимают 1·10–6), м; Nп – 
нормальная реакция, приходящаяся на один подшипник качения, или сила, дей-
ствующая на наиболее нагружённое тело качения и определяемая по (2.81а) в 
виде 

 0в0
тк

п ψsinψcos xFG
n

k
N  ,                               (3.24) 

где nтк – общее количество тел качения, воспринимающих нагрузку в каждом 
подшипнике, шт.; k – постоянный коэффициент, принимаемый в зависимости 
от  рядности и типа  подшипников  качения  (для  однорядных  подшипников  k 
= 4, для роликоподшипников с nп = 10 ÷ 20 среднее значение k   4. Учитывая 
влияние зазора в подшипниках качения, для расчёта принимают k = 4,6 [Реше-
тов, 1987]). 

Подставляя (3.24) в (3.23), найдём момент трения качения Mтрп в подшип-
никах качения во всех буксовых узлах:  

 

).ψsinψcos( 0в0
тк

бк0трп xFG
n

k
nfM                     (3.25) 

Работа момента трения качения колеса по рельсу Mтр (см. (3.22))  
 





0

тртр )( dMMW , 

или, учитывая, что колесо катится по рельсу без скольжения, то для малых уг-
лов φ элементарная длина дуги dφ колеса равна элементарной длине отрезка 
ds, т. е. ds = φrк (rк – радиус колеса)84, запишем 

 


s

кr

ds
MMW

0

тртр .)(                                           (3.26) 

                                                 
84  Яблонский Н.В., Никифорова В.М. Курс теоретической механики. учебник для тех. вузов. 
Ч. 1 и 2.–– СПб.: Изд–во «Лань», 1998. – 768 c. 
  Бронштейн И.Н., Семендяев К.А. Справочник по математике для инженеров и учащихся 
втузов. – М.: Наука, 1980. – 976 с.  
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Подставляя (3.22) в последнее выражение и произведя интегрирование, по-
лучим 

  .ψsinψcos)( 0в0
к

к
ктр sFG

r

f
nMW x                   (3.27) 

Так как величина fk/rк мала, то при наличии других сопротивлений сопро-
тивлением качению можно в первом приближении пренебречь [Тарг, 1998]. 

Работа момента трения качения Mтрп в подшипниках качения во всех бук-
совых узлах 

 



0 0 вн

трптрптрп )(
s

r

ds
MdMMW , 

 
где rвн – внутренний радиус внутреннего кольца подшипника качения ( у грузо-
вых вагонов 65 мм). 

После подстановки (3.25) в последнее выражение получим 
 

  .ψsinψcos)( 0в0
вн

к0

тк

б
трп sFG

r

f

n

n
kMW xr               (3.28) 

Так как величина fk0/rвн мала, то им можно пренебречь. 
 
 

Работа силы в зависимости от времени 
 

Пусть точка М из положения М0 при t = t0 в положения М1 при t = t1 пере-
мещается  со скоростью v  за время t , пройдя путь s (рис. 3.9).  

 

 
 

Рис. 3.9. Движение точки по кривой. 
 

Так как tvs   и dtvds  , то подынтегральное выражение криволинейно-
го интеграла (3.20) можно записать в виде 

 

iiiiiii dtvFdsF  coscos  
или 
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,)(cos iiiiii dtvFdsF   

где ii vF    скалярное произведение двух векторов [Бронштейн, Семендяев, 
1980]. 

Следовательно, подынтегральное выражение криволинейного интеграла 
(3.20) можно представить как 

 
t

MM dtvFW
0

)( .)(
10                                       (3.29) 

Имея в виду, что 
dt

rd
v   с учётом того, что rd   дифференциал радиус-

вектора точки M, подынтегральное выражение в (3.29) примет вид 
 

dt
dt

rd
FdtvFdW )()(   

 
или, сокращая на dt , имеем 

rdFdW  ,                                         (3.29а) 

где dr  – элементарное перемещение. 

Элементарной работой силы dW  называют скалярное произведение век-

тора силы F  на дифференциал радиус-вектора rd  её точки приложения. 
В связи с этим, подынтегральное выражение в (3.29) можно записать в ви-

де: 

.)(
)(

)(

)(

1

0

10  
M

M

MM rdFW                                        (3.30) 

 

Проекции силы F  и дифференциала радиус-вектора rd  на координат-
ные оси связаны с вектором силы и радиус-вектором соотношениями (см. (1.2)) 
[Бухгольц, 1967; Бронштейн, Семендяев, 1980] 

 

;kFjFiFF zyx   

kzjyixr   
или 

,kdzjdyidxrd   
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где zyx FFF ,,   проекции силы F  на координатные оси; x, y, z  проекции 

радиус-вектора r  на координатные оси (координаты точки), причём 

dtxdx  , dtydy   и dtzdz   являются проекциями дифференциала rd . 

Известно, что скалярное произведение векторов a  и b  выражается через 
их проекции на координатные оси в виде суммы произведений [Бухгольц, 1967; 
Бронштейн, Семендяев, 1980]. 

Проекции на координатные оси скалярного произведения векторов rdF   
подынтегрального выражения криволинейного интеграла (3.30) можно пред-
ставить в виде 

.)(
)(

)(

)(

1

0

10  
M

M

zyxMM dzFdyFdxFW                         (3.31) 

 
Следовательно, работа силы на любом перемещении M0M1 равна взятому 

вдоль этого перемещения интегралу от элементарной работы. 
Криволинейный интеграл (3.31) представляет собой аналитическое выра-

жение работы переменной силы iF  ( iF  = var). 
В частном случае, если на материальную точку действует постоянная сила 

F  ( F  = const ) (см. рис. 3.5), то работа вычисляется по (3.19). 
Для получения криволинейного интеграла (3.31) кривая задаётся в пара-

метрическом виде (см. (1.3) и (1.4)): ),(txx   )(tyy   и ),(tzz  где t  

параметр времени. Тогда ,dtxdx   ,dtydy   .dtzdz    

Допустим, что в точке М0  t = t0 и в точке М1 t = t1. Следовательно, кри-
волинейный интеграл (3.31) можно представить обычным определенным инте-
гралом 

.)(
1

0

 
t

t

zyx dtzFyFxFW 
                                 (3.32) 

 
 

Работа равнодействующей силы  
 

Докажем, что работа равнодействующей силы R  равна работе состав-
ляющих сил. 

Пусть материальная точка М перемещается по дуге М0М1 кривой L под 

действием  сил 1F , 2F ,…, nF  (рис. 3.10). 
По определению равнодействующей (см. (2.9)) можно записать 
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Рис. 3.10. Схема приложения систем сил к точке. 
 

Умножим это равенство скалярно справа на rd  и проинтегрируем полу-
ченное равенство в пределах от М0 до М1: 
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,... )(3)(2)(1)()( 1010101010 nMMMMMMMMMM WWWWW     (3.32а) 

 
что и требовалось доказать. 

 
 

Примеры вычисления работы 
 

1. Р а б о т а  с и л ы  т я ж е с т и.  Пусть точка М, на которую действует 

сила тяжести G , перемещается из положения ),,( 0000 zyxM  в положение 

),,( 1111 zyxM . Выберем оси координат так, чтобы ось Oz была направлена 
вверх (рис. 3.11).  

Тогда Fx = 0, Fy = 0, Fz = –G. Подставляя эти значения в (3.31) и учитывая, 
что переменной интегрирования является z, получим 
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(3.33) 
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Рис. 3.11. Движение точки под действием сил тяжести. 
 

Если точка М0 выше точки М1, то hzz  10 , где h – величина вертикаль-

ного перемещения точки; если же точка М0 ниже точки М1, то 
hzzzz  )( 0110 . 

Окончательно получаем 
.)( 10

GhW MM                                               (3.34) 

 
Следовательно, работа силы тяжести равна взятому со знаком плюс или 

минус произведению силы на вертикальное перемещение точки её приложения. 
Работа положительна, если начальная точка выше конечной, и отрицательна, 
если начальная точка ниже конечной. 

Работа силы тяжести не зависит от вида той траектории, по которой пере-
мещается точка её приложения. Силы, обладающие таким свойством, называют 
потенциальными. 

2. Р а б о т а  с и л ы  у п р у г о с т и. Работа упругой силы ( cxFx  ) на 

прямолинейном перемещении по линии действия силы из точки М1 с абсциссой 

1x  в точку М2 с абсциссой 2x  (рис. 3.12) определяется по (3.31): 
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Работа упругой силы отрицательна, если точка движется в сторону возрас-

тания модуля упругой силы, положительна, если точка движется в сторону 
убывания модуля упругой силы. 
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Рис. 3.12. К определению упругой силы. 
 

Работа упругой силы rcF   на конечном перемещении по криволи-
нейной траектории пропорциональна разности квадратов конечного и началь-
ного радиус-векторов точки (рис. 3.13): 

 

)(
2

2
1

2
2)( 10

rr
c

W MM  ,                              (3.35а) 

 
т. е. подобно работе силы тяжести, работа упругой силы зависит от начального 
и конечного положений точки и не зависит от формы кривой, по которой пере-
мещается материальная точка. Следовательно, упругая сила также является по-
тенциальной. 

 

 
 

Рис. 3.13. Действие упругой силы по криволинейной траектории. 
 

П р и м е р  1. Груз А с силой тяжести G  удерживается в равновесии на 

наклонной плоскости, расположенной под углом  к горизонту, посредством 
гибких упругих элементов креплений (пружины). Ось этих элементов парал-
лельна линии наибольшего ската наклонной плоскости (рис. 3.14).  

Вследствие полученного толчка груз переместился вниз вдоль наклонной 
плоскости на l. Вычислить сумму работ сил, приложенных к грузу А на этом 
перемещении, если коэффициент упругости (жёсткости) пружины  c. 
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Рис. 3.14.Действие силы упругости на наклонной плоскости. 
 

Силой трения скольжения груза А о наклонную плоскость можно пренеб-
речь. 

Р е ш е н и е.  К грузу приложены следующие силы: G  – сила тяжести гру-

за, упрF  – упругая сила пружины, N  – нормальная реакция наклонной плоско-

сти. 
Направим параллельно линии наибольшего ската наклонной плоскости оси 

х, выбрав начало отсчёта О в конце недеформированной пружины.  

В положении равновесия груза пружина растянута на ст . Записав сумму 

проекций всех сил, приложенных к грузу, на ось х, находим 0sin упр  FG . 

Так как величина упругой силы при растяжении пружины на ст  равна 

ступр  cF , то 

0sin ст  cG , 
т. е.  

.
sin

ст с

G 
                                             (3.36) 

 
Сумма работ сил имеет вид 

 

)()()( упр NWFWGWWk  .                              (3.37) 

 
Работа силы тяжести положительна, так как груз A  скатывается вниз по 

наклонной плоскости (например, по профилю сортировочной горки, согласно 
рис. 2.59):  

GhGW )( . 
 

Учитывая, что  sin)sin(lh , находим 
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 sin)( GlGW  
или с учётом (3.36) имеем 

lcGW ст)(  .                                             (3.38) 
 

Работа упругой силы пружины )( упрFW определяется формулой (3.35). 

Учитывая, что ст1 x , а llxx  ст12 , находим 
 

)2(
2

)( ступр l
cl

FW  .                                 (3.39) 

 

Работа нормальной составляющей N  реакции связи равна нулю, так как 
эта сила перпендикулярна перемещению груза, направленному вдоль наклон-
ной плоскости 

0)( NW .                                               (3.40) 
 

Подставив выражения работ из (3.38), (3.39) и (3.40) в (3.37), получим ис-
комую работу сил, приложенных к грузу 

 

.
2

2cl
Wk                                                (3.41) 

 
3. Р а б о т а  с и л ы  т р е н и я.  Рассмотрим точку, движущуюся по какой-

нибудь неидеальной (шероховатой) поверхности (рис. 3.15) или кривой.  
 

 
 

Рис. 3.15. Схема приложение сил к реальной поверхности. 
 

Действующая на точку сила трения трFF   равна по модулю fN , где 

f  – коэффициент трения скольжения, а N  – нормальная составляющая реак-
ции поверхности (см. (2.63)). Направлена сила трения противоположно пере-
мещению точки.  
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Следовательно, fNF тр  и по (3.31) 
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Если величина силы трения постоянна (см. (3.17)), то sFW MM тр)( 00
 , 

где s – длина дуги кривой М0М1, по которой перемещается точка. 
Таким образом, работа силы трения при скольжении всегда отрицательна. 

Величина этой работы зависит от длины дуги М0М1. Следовательно, сила тре-
ния является силой непотенциальной. 

В этом случае скатыванию вагона с горки (см. пример 1 настоящего пара-
графа) противодействуют силы трения скольжения колёс о рельсовые нити в 
виде FтрA ( },,,{ 2тр1тр2тр1тртр AAAAA FFFFF  ) и FтрB ( },,,{ 2тр1тр2тр1тртр BBBBB FFFFF  ). 

Тогда работу силы трения при скольжении колёс в сочетании с качением 
(см. (3.27) и (3.28)) по рельсовым нитям находят следующим образом:  

 

sFFMW BAAB )()( тртртр  , 

или 
sFGfFW xrAB )ψsinψcos()( 0в0трстрс  ,                (3.43) 

 
где fтрc – коэффициент трения скольжения колёс о рельсовые нити («метал по 
металлу» – fтп = 0,15 ÷ 0,25). 
 

4. Р а б о т а  с и л ы  аэродинамического сопротивления (в е т е р) вrF . Эта 

сила зависит от относительной скорости частиц воздуха вrv  и действует на те-
ло, движущееся в такой, например, среде, как воздух (см. (3.9)). 

Считая силу вrF  постоянной по направлению и величине, по (3.9) находим 

sFFW rr вв )(  ,                                            (3.44) 
 

где знак «плюс» соответствует случаю, когда сила аэродинамического сопро-
тивления направлена в сторону перемещения точки (попутный ветер), а знак 
«минус» – если направление ветра противоположно направлению движения 
подвижного состава (встречный ветер).   

В пп. 2.4.2 особо отмечено, что если активная сила F , воздействующая на 
вагон при его скатывании с горки, больше предельной силы трения 

NfFF сц
max
сц пр  , т. е.  прFF  , то одновременно с качением возможно 
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также скольжение. При этом отношение 
к

к

r

f
 будет меньше коэффициента тре-

ния скольжения f, т. е. 
к

к

r

f
f  . Такой случай возможен при воздействии на ва-

гон попутного ветра xrF в  и силы аэродинамического сопротивления с боковой 

стороны вагона yrF в  (которая стремится прижать гребни наружных колёс ко-

лёсных пар тележек к упорным рельсам), когда активная сила F  представляет 

собой сумму сил ψsinGGx  , xrF в , yrF в  и соблюдается условие  прFF  . 

Тогда расчётная модель имеет вид, показанный на рис. 2.61. 
П р и м е р  1.  Пусть вагон скатывается с горки при условии качения колёс 

со скольжением под воздействием силы аэродинамического сопротивления xFв  

и yFв . При этом неважно, что ветер встречный или попутный (см. пп. 2.4.2, за-

дача 1, рис. 2.52). 
Требуется найти работу сил трения скольжения колёс о рельсовые нити.  

Работа сил трения скольжения колёс о рельсовые нити )( ск
трFW  (см. 

(2.80а) с учётом (2.79)) будет 
 

sFfFfFW yrx )ψsin()( вск00вск
ск
тр  .                     (3.45) 

 
В (3.45) обозначения те же, что в (2.79) и (2.80а). 

Работа сил трения скольжения колёс о рельсовые нити )( ск
трFW  при одно-

временном воздействии активных сил F  в виде ψsinGGx   (см. (3.18а)), 

xrF в  и yrF в  (см. (3.44)) примет вид 

 

  sFfFGfFW yrx )ψsinψcos()( вск00в0ск
ск
тр  .          (3.46) 
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3.3. Статика системы материальных точек 
 

Принцип возможных перемещений 
 

Предварительные замечания 
 

Вывод условий равновесия свободной и несвободной материальной точки, 
а также условий равновесия твёрдого тела, которые получены в разделе геомет-
рической статики (см. п. 2.3), основывался на рассмотрении систем сил и чисто 
геометрических соотношений между ними. 

Для несвободного твёрдого тела при наложенных идеальных связях ранее 
удавалось специальным выбором осей координат приводить количество усло-
вий равновесия к количеству реакции связей (см. п. 2.11), исключая из соотно-
шении равновесия реакции связей.  

Особо отметим, что в задачах грузовых перевозок вовсе отсутствуют иде-
альные связи (т. е. связи без трения), хотя была решена задача на равновесие 
систем тел (см. п. 2.11). Поэтому в задачах грузовых перевозок весьма ценным 
остаётся принцип Д’Аламбера, с применением которого решаются задачи при 
наличии реакции связей (см. пп. 4.6.3). 

Для механических систем точек можно установить общий принцип, благо-
даря которому реакции идеальных связей будут полностью исключаться при 
установлении условий равновесия систем тел. Этот принцип называют принци-
пом виртуальных (возможных) перемещений. 

Частная формулировка этого принципа, исходящего из рассмотрения работы активных 
сил, была известна ещё Стевину (1548 – 1620), который применял его для изучения равнове-
сия блоков. Галилей обобщил приём Стевина на случай равновесия тел на наклонной плос-
кости и широко пользовался этим методом для решения практических задач. Однако общая 
формулировка принципа виртуальных (возможных) перемещений была дана И. Бернулли 
(1717). Окончательно этот принцип сформулировал Ж.Л. Лагранж в книге «Аналитическая 
механика» в 1759 г. (издана в 1772 г.). Наиболее важные результаты исследований механиче-
ского движения и равновесия материальных тел он получил на основе общего метода, назы-
ваемого принципом виртуальных (возможных) перемещений.  

В предисловии к своей книге Лагранж пишет: «В этой работе отсутствуют какие бы то 
ни было чертежи. Излагаемые мной методы не требуют ни построений, ни геометрических 
или механических рассуждений. Они требуют только алгебраических операций, подчинён-
ных планомерному и однообразному ходу. Все любящие анализ с удовольствием убедятся в 
том, что механика становится новой отраслью анализа, и будут мне благодарны за то, что 
этим путём я расширил область его применения». 

Лагранж показал весьма большую общность принципа виртуальных (возможных) пере-
мещений. 

Существенное расширение принципа возможных перемещений выполнил знаменитый 
русский математик и механик М.В. Остроградский (1801 – 1861). Он обобщил этот принцип 
на случай, когда на систему наложены нестационарные и освобождающие связи. Пользуясь 
данным принципом, Остроградский математически строго установил дифференциальные 
уравнения движения механических систем как для случая геометрически освобождающих 
связей, так и для случая кинематических связей линейного вида. Общую теорию движения 
механических систем Остроградский дополнил общей теорией удара (теорией импульсных 
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сил) и получил ряд классических результатов по аналитической механике (интегрированию 
уравнений механики).  

 
 

Обобщенные координаты 
 

Количество независимых координат, определяющих положение системы, 
называют количеством степеней свободы системы. 

Если система состоит из n точек и на систему наложены m связей, описы-
ваемых уравнениями (см. уравнение (2.12)) 

 

0),,,...,,,( 111 nnnq zyxzyxf  ( mq ,1 ),             (3.47) 

 
то количество степеней свободы системы в пространстве равно k = 3n – m. 

Независимые параметры, определяющие положение системы, называют 
обобщёнными координатами. 

Наименьшее количество параметров, необходимое для задания возможного 
положения системы, называют количеством её независимых обобщённых ко-
ординат. 

Очевидно, количество обобщённых координат равно количеству степеней 
свободы. 

Если система имеет k степеней свободы, то её положение будет определено 

обобщёнными координатами: nqqqq ,...,,, 321 . Например, для груза, разме-
щённого на вагоне без дополнительных (среднетоннажный контейнер) (см. рис. 
2.16, а) и с дополнительными (штучный груз) креплениями в виде гибких упру-
гих элементов (см. рис. 2.16, б; 2.17) за обобщённую координату можно при-
нять перемещение (сдвиг) груза вдоль ∆x и поперёк ∆y вагона, а также возмож-
ный его поворот ∆φ вокруг вертикальной оси. Поэтому груз, размещённый на 
вагоне, имеет три степени свободы. 

Декартовы координаты могут быть выражены как функции обобщённых 
координат: 

 













),...,(

),...,(

),...,(

1

1

1

nkk

nkk

nkk

qqzz

qqyy

qqxx

   ( nk ,1 ).                     (3.48) 

 
При движении системы её обобщённые координаты будут с течением вре-

мени непрерывно изменяться. Закон этого движения определяют уравнениями 
 

)(11 tfq  , )(22 tfq  ,…, )(tfq nn  .                 (3.49) 
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Уравнения (3.48) представляют собой кинематические уравнения движе-

ния системы в обобщённых координатах. 
Производные от обобщённых координат по времени называют обобщён-

ными скоростями системы. Эти скорости обозначаются символами 
 

1q , 2q ,…, 1nq , 
где  

,1
1 dt

dq
q 

dt

dq
q 2

2       и т.д.                            (3.50) 

 
Размерность обобщенной координаты зависит от размерности соответст-

вующей обобщенной координаты. Если q  линейная величина, то q   линей-

ная скорость, а если q  угловая величина, то q   угловая скорость. 
 
 

Понятие о возможном перемещении 
 

Бесконечно малые перемещения механической системы из возможного по-
ложения, которые допускают наложенные связи (например, средства креплений 
груза), называют возможными перемещениями. Возможное перемещение явля-
ется воображаемым перемещением в данный момент (т. е. при фиксированном 
значении аргумента – времени t)85. 

Возможные перемещения не зависят от действия приложенных к системе 
сил, а целиком и полностью определяются лишь характером наложенных связей. 

Перемещение, фактически совершаемое системой под действием сил, на-
зывают действительным перемещением. В отличие от возможного, действи-
тельное перемещение точки происходит в определённом направлении под дей-
ствием системы приложенных сил при непрерывном изменении аргумента – 
времени. Поэтому возможное перемещение точки является вариацией, а дейст-
вительное – дифференциалом. 

В случае стационарной связи действительное элементарное перемещение 
точки является одним из числа возможных перемещений этой точки, а для не-
стационарных связей действительное перемещение уже не является частным 
случаем возможного.  

Если r  – радиус-вектор точки, то r  – возможное перемещение точки, а 
rd – действительное перемещение точки. В разложении по ортам осей декарто-

вых координат возможное перемещение имеет вид kzjyixr  , где 
                                                 
85 Более подробно см. книгу: Бать М.И., Джанелидзе Г.Ю., Кельзон А.С. Теоретическая ме-
ханика в примерах и задачах. Т. 2 (специальные главы механики). – М.: Наука, 1966. – 663 с.  
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δx, δy и δz – проекции возможного перемещения r  точки на соответствующие 
оси декартовых координат. Действительное перемещение выражается 

kdzjdyidxrd  , где dx, dy и dz – проекции действительного перемеще-

ния rd  точки на эти оси, причём dtxdx  , dtydy   и dtzdz  . 

Иначе, возможное перемещение r  можно записать в виде ),,( zyxr  , 

где δx, δy и δz – вариации (бесконечно малые или элементарные изменения) де-

картовых координат, а действительное перемещение rd  – ),,( dzdydxrd , 

где dx, dy и dz  дифференциалы перемещений. 
Пусть точка М с координатами x, y и z некоторой кривой М0М1 вынужде-

на двигаться по поверхности. Действительное перемещение rd  этой точки 
M(x,y,z) расположено по касательной плоскости к поверхности. Орт нормали 
поверхности n  проходит через точку М перпендикулярно к касательной по-
верхности (рис. 3.16). 

 

 
 

Рис. 3.16. Перемещение точки по касательной плоскости. 
 

Пусть уравнение кривой М0М1 в параметрической форме будет иметь вид 

(см. (1.3)): )(tfx  , )(tfy   и )(tfz  . 

Очевидно, вариации δx, δy и δz декартовых координат x, y и z (см. (3.48)) 
могут быть выражены через вариации обобщённых координат по аналогич-

ным формулам полного дифференциала :dt
t

x
dx
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 ( nk ,1 , ni ,1 ),   

 (3.51) 

где kq   обобщённая координата. 
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Понятие об идеальных связях 
 
 

Пусть при движении несвободной системы на её точки Mi (i = 1, 2,…, n) 

действует равнодействующая реакции связей iR  (см. п. 2.1.4), причём 

iii NFR   , где iF  и iN  – касательные и нормальные составляющие реак-
ции внешних связей. Вспомним, что касательную составляющую реакции связи 

F  называют силой трения трF  (см. п. 3.1). Далее предположим, что связь иде-

альная (или совершенная), а поверхность гладкая и потому F  = 0, а 0iN . 
Связи, наложенные на механические системы, называют идеальными, если 

сумма работы A их реакции на любом возможном перемещении точек сис-
темы равна нулю, т. е. 

0
11

 


i

n

i
i

n

i
i rRW .                                     (3.52) 

где ir  – возможное перемещение i–й материальной точки системы. 
Примерами идеальных связей являются идеально гладкие плоскости и по-

верхности (см. рис. 2.19) (в отличие от негладкой), абсолютно жёсткий стер-
жень (см. рис. 2.7, рис. 2.23), абсолютно твёрдое тело (например, шарик шари-
коподшипника) и т. д. Для жёсткого стержня (как абсолютно твёрдого тела) ну-

лю равны суммы сил реакций iN , с которыми одни точки стержня (тела) дей-
ствуют на другие (см. (3.40)). 

Покажем, что все встречающиеся в механике связи в виде гладкой поверх-
ности являются идеальными связями. 

1. Поверхность гладкая неподвижная (рис. 3.17). Если точка М вынуждена 
двигаться по поверхности, то реакция N поверхности направлена по нормали n, 
а возможные перемещения лежат в касательной плоскости, т. е. nr  . 

Следовательно, работа нормальной реакции 
 

.0)(  rNWN                                   (3.52а) 
 

 
Рис. 3.17. Перемещение точки по гладкой неподвижной поверхности. 
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2. Два или более неподвижных шарниров (рис. 3.18). Если тело закреплено 

в точках А и В, то они не имеют возможных перемещений: 0 BA rr . 
 

 
 

Рис. 3.18. Балка, закреплённая на двух неподвижных шарнирах. 
 
Негладкая плоскость (см. рис. 2.21, 3.15) в отличие от гладкой представ-

ленной на рис. 2.19, является связью, работа которой не равна нулю. Поэтому 
на рис. 3.15 возможное перемещение точки r  направлено по касательной к 
поверхности, а на рис. 2.21 – вдоль плоскости. При вычислении суммы работ 

составляющих сил реакции связей F  и N  на возможном перемещении r  

работа силы N  оказывается равной нулю (см. (3.40)), в то время как работа си-

лы трения скольжения F  не равна нулю (см. (3.42)). Следовательно, условие 
(3.52), определяющее идеальность связи, не выполняется. 

В действительности не существуют ни абсолютно гладких, ни абсолютно 

твёрдых тел и нерастяжимых нитей. В реальных условиях работа )( трFW  ре-

акций неидеальных связей ( трFF  ) не равна нулю, т. е. 0)( тр FW  (см. 

(3.18), (3.42)). Часто эта работа бывает малой и в некотором приближении 
может считаться равной нулю. Этот факт и приводит к возможности примене-
ния в прикладной механике важнейшего класса связей, рассматриваемых в тео-
ретической механике как идеальные (или совершенные). 

 
 

Принцип возможных перемещений (принцип Лагранжа) 
 

Системы с большим количеством сочленённых (связанных между собой) 
тел удобнее решать, используя принцип возможных перемещений:  

для равновесия механической системы, подчинённой идеальным, односто-
ронним и стационарным связям, необходимо и достаточно, чтобы сумма 
работ активных сил на любых возможных перемещениях точек системы 
равнялась нулю: 

.0)(
1

 


i

n

i
i rFW                                (3.53) 

 
В соответствии с этим основным отличием принципа Лагранжа (принцип 

возможных перемещений) для механической системы от условия равновесия 



 249

материальных точек геометрической (элементарной) статики Л. Пуансо (где 
должно соблюдаться равенство нулю систем сил, действующих на объект) 
является равенство нулю суммы работ активных (или задаваемых) сил на лю-
бых возможных перемещениях точек системы. 

Таким образом, условия равновесия механической системы основывается 
на использование кинематического представления о перемещениях системы и 
динамического понятия работы сил. 

Особо отметим, что под системой сил в аналитической статике понимают 
заданные силы (сила тяжести, сила аэродинамического сопротивления) и реак-
ции связей (сила трения, учитывающая воздействие вагона на груз) и силы уп-
ругости (гибких элементов креплений груза) механической системы. 

Докажем необходимость этого принципа. 
Если система с реальной связью находится в равновесии, то равнодейст-

вующие заданных сил iF  и реакций связи iR  (при F  = 0 и 0N ), прило-

женных к каждой точке M, уравновешиваются (рис. 3.19): 
 

0 ii RF  ( ni ,1 ).                                        (3.54) 
 

Уравнение (3.54) выражает, как известно, условие равновесия сил геомет-
рической (элементарной) статики. 

 

 
 

Рис. 3.19. Схема приложения сил к реальной связи. 
 

Умножив последнее уравнение скалярно справа на возможное перемеще-

ние точки ir  и просуммировав, получают 

.0)()(
11

 


i

n

i
ii

n

i
i rRrF                            (3.55) 

С учётом определения идеальных связей (см. уравнение (3.52) или (3.52а)) 
последнее уравнение переписывают в виде 

,0)(
1




i

n

i
i rF   

или 

.0)(
11

)(  


i

n

i
i

n

i
F rFW

i                           (3.56) 

Уравнение (3.56) выражает условие равновесия механической системы. 



 250

Отметим, что в п. 3.5 (см. уравнение (3.85)) и п. 5.3.3 (см. уравнения (5.48)) 

будет показано, что коэффициенты при возможном перемещении точки ir  на-
зываются обобщёнными силами. Здесь уместно напомнить, что возможные пе-

ремещения точки ir  по величине малые и потому не равны нулю, т. е. 0 ir . 
Докажем достаточность принципа возможных перемещений. 
Допустим, условие (3.56) выполнено, но система в равновесии не находит-

ся. Тогда каждая точка системы, если в начальный момент система находилась 
в покое, под действием неуравновешенных заданных сил и реакций связей при-
дёт в движение и совершит за малый промежуток времени некоторое малое 
действительное перемещение в направлении действия равнодействующей сил 

iF  и iR . 
Поскольку малые действительные перемещения в случае стационарных 

связей являются возможными перемещениями, примем их за возможные пере-
мещения.  

Так как перемещение каждой точки из состояния покоя произойдёт в на-

правлении равнодействующей 
*

iR  сил iF  и iR , т. е. iii RFR *
 (при F  = 0 

и 0N ), то совершаемая работа будет положительной: 

0)δ( *
)(  iiR rRW

i  ( ni ,1 ). 

Отсюда 

0)δ( *  ii rR , 
или 

,0))((
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
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n

i
i rRF  

или 

,0)()(
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 


i

n

i
ii

n

i
i rRrF  

или с учётом уравнения (3.52) или (3.52а) окончательно получим (см. (3.56)): 

.0)(
1




i

n

i
i rF                                           (3.57) 

Условие (3.57) противоречит условию (3.56).  
Следовательно, при условии (3.56) движение системы материальных точек 

невозможно. 
Уравнение (3.53) и/или (3.56) в проекциях на оси декартовых координат 

для идеальных связей может быть записано так: 

,0)(
1




kkzkkyk

n

k
kx zFyFxF                       (3.58) 

или 
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 
 


n

k
kkzkkyk

n

k
kxF zFyFxFW

k
1 1

)( ,0)(        (3.58а) 

 
где δxk, δyk и δzk, как и ранее, – вариации (элементарные изменения) декартовых 
координат. 

 
 

Эффективность применения принципа Лагранжа в механике 
 

Достоинством принципа возможных перемещений (принципа Лагранжа) 
является отсутствие в его формулировке сил реакций идеальных связей86 (см. 
уравнение (3.53) и/или (3.56)). 

Принцип Лагранжа широко применяется в механике. На основе этого 
принципа достаточно просто решать задачи о равновесии твёрдого тела и сис-
тем твёрдых тел, а также определять зависимости между величинами актив-
ных (задаваемых) сил. Особенно эффективно применение принципа Лагранжа 
при решении задач о равновесии систем твёрдых тел (см. рис. 2.85, рис. 3.24). 

Исходя из принципа Лагранжа можно вывести уравнения равновесия 
твёрдого тела при наличии как плоской, так и пространственной системы сил. 

Если не все связи, наложенные на систему, являются идеальными, т. е. 
имеются негладкие опорные плоскости (в виде пола вагона) и поверхности, то к 
активным силам следует добавить силы трения и, следовательно, приравнять 
нулю сумму работ не только активных сил, но и сил трения на любых возмож-
ных перемещениях точек системы. Составленное уравнение определяет зави-
симость между активными силами и силами трения.  

Если требуется определить какую-либо силу реакции идеальной связи, для 

которой 0 rR , то следует, применяя принцип освобождаемости тел от 
связей (см. аксиому связей статики), мысленно отбросить соответствующую 
связь и заменить её искомой силой реакции. При составлении уравнения равно-
весия надо к числу активных сил добавить эту силу реакции связи (т. е. услов-
но относя реакции связи к активным силам). Такой метод решения задач о 
равновесии систем твёрдых тел чрезвычайно эффективен, поскольку искомая 
сила реакции связи непосредственно определяется из составленного уравнения 
равновесия (см. решение задачи 1, рис. 3.21; задачи 3, рис. 3.24). При примене-
нии обычных приёмов геометрической статики приходится составлять систему 
уравнений равновесия и определять искомую силу реакции связи в результате 
решения этой системы уравнений. 

При применении принципа Лагранжа количество получающихся уравне-
ний равно количеству степеней свободы системы, которое всегда намного 
меньше количества уравнений равновесия, которые составляются для сочле-

                                                 
86 Бать М.И., Джанелидзе Г.Ю., Кельзон А.С. Теоретическая механика в примерах и задачах. 
Т. 2 (специальные главы механики). – М.: Наука, 1966. – 663 с. 
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нённых систем. Если тело несвободное, то его можно сделать свободным пол-
ностью или частично, удалив одну или несколько связей и заменив их соответ-
ствующими реакциями согласно принципу освобождаемости тел от связей (см. 
аксиому связей статики). 

 
 

Способы нахождения возможных перемещений87 
 

Первый способ – геометрический. Используется понятие малости переме-
щений, при которых, согласно кинематическому представлению о перемещени-
ях твёрдого тела88, перемещение точки твёрдого тела δs, совершающего пово-
рот на некоторый малый угол δφ, считается происходящим по касательной к 
окружности с центром O, совпадающим с центром поворота или мгновенного 
центра скоростей (МЦС), т. е. перпендикулярно радиусу вращения OA (рис. 
3.20). 

Модуль возможного перемещения точки A равен 

 OAsA .                                          (3.59) 
 

 
 

Рис. 3.20. К геометрическому способу нахождения малых перемещений. 
 
Проекции возможного перемещения на координатные оси определяются из 

подобия прямоугольных треугольников OAB и CAD и стандартных определе-
ний тригонометрических функций. Знак присваивается в соответствии с обыч-
ным правилом для проекций векторов на оси: 

.)cos()cos(

,)sin()sin(




OAsy

OAsx

AA

AA

                         (3.60) 

 

                                                 
87 Способ изложен канд. техн. наук, доцентом А.Н. Бондаренко (см.: Туранов Х.Т., Бонда-
ренко А.Н. Теоретическая механика в задачах погрузки–выгрузки и перевозки грузов в 
вагонах.  Екатеринбург: УрГУПС, 2006.  451 с.). 
88 Лойцянский Л.Г., Лурье А.И. Курс теоретической механики. Т. II. Динамика. – М.: Наука, 
1983. – 640 с. 
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Второй способ – аналитический. Составляются аналитические выражения 
для координаты рассматриваемой точки и вычисляется вариация координат для 
вариации угла поворота. Правила вычисления вариации совпадают с правилами 
вычисления производной, точнее, дифференциала функции: 

 

  .) cos(            ,) sin( 

); sin(                     ),cos(




OAyOAx

OAyOAx

AA

AA
            (3.61) 

 
При использовании аналитического способа определения знак вариации 

получается автоматически. 
 
 

Решения задач на применение принципа возможных перемещений 
 

Задача 1. Двухопорная балка (например, рама вагона) пролётом l = 9,72 м 
нагружена силами F1 = 340, F2 = 120 (соответствует силе тяжести рамы вагона) 
и F2 = 340 кН (рис. 3.21). Размер а, показанный на рисунке, равен 1. Сила F2 
соответствует силе тяжести тары вагона (см. пп. 2.1, задача 3). 

 

 
 

Рис. 3.21. Двухопорная балка. 
 

Требуется найти реакцию BR  опоры В балки. 
Методы решения. Для решения примера воспользуемся принципами осво-

бождаемости от связей геометрической статики, кинематическим представле-
нием о перемещениях твёрдого тела и динамическим понятием работы сил. 

Решение. Опоры А и В представляют собой неподвижный шарнир по от-
ношению к действующим силам. Поэтому здесь нет возможных перемещений. 
Применяя принцип освобождаемости от связи (аксиома 5 геометрической ста-
тики), освобождаем балку от правой опоры В (от связи), заменяем её влияние 

реакцией связи BR  и включаем в число действующих на балку активных сил. 
При этом балка приобретёт одну степень свободы – вращение около оставшей-
ся опоры А. Возможное перемещение точки приложения сил F1, F2 и F3 на 
балке обозначим через  δy1, δy2 и δy3 , а перемещение точки приложение реак-
ции RB через δyB. 
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Тогда элементарная работа (как динамическое понятие), согласно принци-
пу возможных перемещений (см. уравнение (3.53)), запишется в виде 

 

0332211  BB yRyFyFyF . 
 

Принимая угол δφ бесконечно малого поворота балки от действующих сил 
F1, F2 и F3 вокруг неподвижной опоры А за обобщённую координату и учиты-

вая, что возможные перемещения будут  ay1 ,  ly 5,02 , 

 )(3 aly  и  lyB , последнее уравнение перепишем следующим 
образом: 

 
0)(5,0 321  lRalFlFaF B . 

 
Обобщённая координата   есть малая произвольная величина, не равная 

нулю, и полученное уравнение возможных работ на эту величину можно поде-
лить (см. п. 3.5, (3.86)). В результате имеем уравнение, эквивалентное уравне-
нию равновесия систем сил, используемому в геометрической статике, а имен-
но, сумма моментов сил, приложенных к свободной системе, вокруг точки A 
(теорема Вариньона) (см. п. 2.7, уравнение (2.106)): 

 

0)(5,0 321  lRalFlFaF B . 
 

Отметим, что в п. 3.5 (см. уравнение (3.85)) и п. 5.3.3 (см. уравнение (5.47)) 
будет показано, что полученное уравнение называют обобщённой силой. 

Из последнего уравнения моментов сил находим конечную аналитическую 
формулу для определения реакции в опоре В: 

 

.
)(5,0 321

l

alFlFaF
RB


  

 
Численный расчёт. Подставляя в последнюю формулу исходные данные, 

запишем: 

400
72,9

)172,9(34072,95,01201340



BR  кН. 

 
Аналогичным способом, отбрасывая левую опору А, составим уравнения 

для определения реакции AR . 
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В полученных таким образом равенствах заметно уравнения моментов сил 
относительно центров А и В. В геометрической статике эти уравнения были 
выведены на основании теоремы Вариньона, не заключающей в себе кинемати-
ческого понятия поворота тела. 

Замечание. Полученное на основе принципа возможных перемещений ре-
шение для этой простой задачи ничем не лучше непосредственного использо-
вания уравнений равновесия из раздела геометрической статики курса теорети-
ческой механики. Однако при рассмотрении сложных (составных) систем (со-
членённых балок и других элементов конструкции) количество совместно ре-
шаемых уравнений равновесия, например для плоской системы сил, пропорцио-
нально утроенному количеству сочленённых тел. 

При использовании принципа возможных перемещений для определения 
любой неизвестной реакции можно составить одно уравнение возможных ра-
бот, отбрасывая только ту связь, в которой ищется реакция и задавая произ-
вольное возможное перемещение по направлению искомой реакции. 
 

Задача 289. Для груза, размещённого и закреплённого гибкими упругими 
элементами креплений на вагоне, аналитически описать его возможные пере-
мещения вдоль и поперёк вагона, а также вокруг вертикальной оси (рис. 3.22). 
Иначе, поскольку для стационарных геометрических связей действительные 
перемещения являются одними из возможных, требуется найти действитель-
ные перемещения груза в виде х, у и . 

 

 
 

Рис. 3.22. К геометрическому способу нахождения малых перемещений. 
 

1. Будем использовать геометрический способ определения малых (воз-
можных или действительных) перемещений. Проекции перемещения на две 
взаимноперпендикулярные оси плана опорной плоскости груза j-й точки закре-
пления гибких упругих элементов креплений (растяжки, обвязки), расположен-
ных с тыльной стороны груза, к его монтажным петлям Mj имеют вид  

 

                                                 
89 Задача решена канд. техн. наук, доцентом А.Н. Бондаренко (см.: Туранов Х. Т., Бондарен-
ко А.Н. Теоретическая механика в задачах погрузки–выгрузки и перевозки грузов в ва-
гонах.  Екатеринбург: УрГУПС, 2006.  451 с.). 
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)cos(sin jjj aabxx  ; 

 sin)cos( jj abbyy .                            (3.62) 

Используя малость углов поворота, можно записать (на рис. 3.22 показаны 
малые, но возможные перемещения груза): 

 bxabxx jjj sin22
; 

 jjjj ayabyy cos22
,                (3.63) 

где b – ширина груза; ∆φ – малый угол поворота груза относительно верти-
кальной оси, проходящей через нижний левый угол плана опорной плоскости 
груза; aj – расстояние точки крепления от левой стороны опорной плоскости 
груза. 

Тогда проекции удлинения растяжек, расположенных с тыльной стороны 
груза, на горизонтальную плоскость имеют вид 

jjjjj yxl  sincos ,                         (3.64) 

где βj – угол между проекцией j-й растяжки на горизонтальную плоскость и 
продольной осью х (см. рис. 2.47). 

Проекции точки закрепления гибких упругих элементов креплений (рас-
тяжки, обвязки), расположенных со стороны действия на груз внешних сил, 

к монтажным петлям груза iM  запишутся так: 

)cos( iii aaxx  ; 

 sinii ayy .                                              (3.65) 

Учитывая, что  величина малого порядка, можно 
принять, что sin    и cos  1.  

В связи с этим полученные выражения можно предста-
вить в виде 

 bxx j ;   jj ayy ; 

xxi  ;  ii ayy . 

При этом проекции удлинения растяжек, расположенных с тыльной сто-
роны груза, на горизонтальную плоскость будут следующими: 

jjjj aybxl  sin)(cos)( .            (3.66) 
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При выборе начала координат в левом нижнем углу проекции плана опор-

ной плоскости расстояния ia  и b  можно рассматривать как координаты точек 
крепления. Тогда формула проекции удлинения гибких элементов креплений 
(растяжек), расположенных со стороны действия на груз внешних сил, на го-
ризонтальную плоскость принимает вид: 

iiii yxl  sincos , 

или 

iiiii ayxl  sin)(cos .                   (3.66а) 

Учитывая, что растяжки наклонены относительно горизонтальной плоско-
сти на угол αi и αj, горизонтальные проекции растяжек, согласно положениям 
теоретической механики, спроецируем на их направления, в результате чего 
получим искомые удлинения растяжек: 

 

i

iii
ii EA

lRR
l

)(
αcos 0
 ;                                 (3.67) 

j

jjj
jj EA

lRR
l

)(
αcos 0

 ,                            (3.67а) 

где Ri и Rj – натяжения (усилие) в гибких элементах креплений, кН; R0i и R0j – 
натяжения предварительной закрутки проволоки элементов креплений, которые 
определяются по результатам экспериментальных исследований, кН (обычно 
принимают ~20 кН); EAi и EAj – жёсткости гибких элементов креплений на 
растяжение, кН; Ai и Aj – площади поперечного сечения проволоки элементов 
креплений (см. (3.3)). 

Подставляя выражение (3.66) и (3.66а) в (3.67) и (3.67а), находим де-
формационные соотношения (т. е. соотношения между деформациями) при i 
= j (см. рис. 3.22): 

;
)(

βsinαcos)a(βcosαcos)( 0

j

jjj
jjjjjj EА

lRR
ybx


  

.
)(

βsinαcos)(βcosαcos 0

i

iii
iiiiii EА

lRR
ayx


  

Обобщая полученные результаты на все гибкие элементы креплений груза 

и учитывая, что (см. пп. 2.3.2, (2.60) и (2.60а)) 
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окончательно можно записать 
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(3.68) 

Знак минус в физических соотношениях учитывает укорочение длины уп-

ругой связи при положительных значениях перемещений точки крепления рас-

тяжки. 

В выражениях (3.68) приняты следующие обозначения (см. рис. 3.22): 
xi и yi  – координаты монтажных петель груза по оси Ox и Oy, соответствую-

щих  аi  и bi; xi и yi  – проекции гибких элементов на координатные оси Ox и 
Oy; x, y,   – отыскиваемые значения малых перемещений груза по оси Ox, 
Oy , м, и его поворота вокруг оси O, рад; li – длина гибкого элемента крепления; 
EA – физико-геометрическая характеристика (жёсткость на растяжение) гиб-
кого упругого элемента крепления (см. (3.2)).  

 
2. Для определения возможных перемещений можно использовать анали-

тический метод. 
Требуется определить возможные перемещения точки крепления (грузовой 

и/или монтажной петли) гибкого упругого элемента (растяжка) при повороте 
груза относительно полюса O (рис. 3.23). Применительно к грузу координатная 
ось размещена на его поверхности, а оси х и у совпадают с продольной и попе-
речной осями симметрии вагона. 

 

 
 

Рис. 3.23. К аналитическому способу нахождения малых перемещений. 
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Рассмотрим составление кинематических соотношений для удлинений рас-
тяжек при перемещении груза как жёсткого тела в горизонтальной плоскости.  

Для точки крепления i-й растяжки с координатами 
 

iii

iii

ry

rx




sin

,cos
                                        (3.69) 

 

возможные перемещения определяются вариацией координат по возможному 
углу поворота  

.cos

;sin




iiii

iiii

xry

yrx
                           (3.70) 

Здесь знак δxi присваивается в соответствии с обычным правилом для про-
екций векторов на оси.  

С учётом возможного поступательного перемещения тела (перемещения 
полюса O) перемещения точки крепления M i-й растяжки записываются соот-
ношениями 

.

;




iOM

iOM

xyy

yxx
                                        (3.71) 

Проекцию возможного перемещения sM на направление, соответствую-
щее проекции растяжки на плоскость x, y, определяют алгебраическим поворо-
том локальной координатной системы на угол поворота αi (см. рис. 3.23): 

 

iMiMM yxs  sincos , 
или 

.sin)(cos)( iiOiiOM xyyxs            (3.72) 
 

Проецируя это перемещение на направление гибких элементов креплений, 
составляющее угол i с горизонтальной плоскостью, и, заменяя вариации на 
конечно малые перемещения, получаем кинематические соотношения для уд-
линений (деформаций) элементов креплений 

 

.cos]sin)(cos)[( iiiiii xyyxl       (3.73) 
 

Физические соотношения имеют стандартный вид в случае упругой работы 
гибких связей: 
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.
)(
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lRR
l


                                        (3.74) 

 
Здесь обозначения те же, что и в формулах (3.62) и (3.62а). 

Знак минус в физических соотношениях учитывает укорочение длины уп-
ругой связи при положительных значениях перемещений точки крепления рас-
тяжки. 

 
Задача 3. В полувагон погружены трубы большого диаметра силой тяже-

сти G  каждая90 (см. рис. 2.8, б, рис. 3.24). Определить давление труб на дно и 
борта полувагона. 

 

 
 

Рис. 3.24. Размещение труб большого диаметра в полувагоне  
и схема приложения сил к объекту. 

 
Решение. Применяем принцип освобождаемости от связей геометрической 

статики и принцип возможных перемещений Лагранжа. Если система удовле-
творяет идеальным удерживающим стационарным связям и находится в равно-
весии, то сумма элементарных работ активных сил на любом возможном пере-
мещении равна нулю (см. уравнение (3.58а)): 

 

0)()(
11

 
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kkz
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kkx

n

k
k zFxFFW .                    (3.75) 

 
Освобождаем одну из нижних труб от связей (пол вагона), реакции связи 

относим к активным силам. Придаём системе перемещение, допускаемое ос-
тавшимися связями (см. рис. 3.24). Так как оставшиеся связи, наложенные на 
каждую из труб, являются односторонними, рассматриваем только удержи-

                                                 
90  Комаров К.Л., Яшин А.Ф. Теоретическая механика в задачах железнодорожного транспор-
та.  Новосибирск: Наука, 2004.  296 с. 
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вающие возможные перемещения, т. е. контакт поверхностей труб между собой 
и поверхностями пола и стенки для левой трубы сохраняется. Указываем силы 

тяжести G  для смещающихся труб и реакции xR  и zR  стенок вагона и его 
пола. Записываем проекции активных сил на координатные оси, координаты их 
точек приложения и вариации этих координат. 

Верхняя труба: 
 

0xF ,  GFz  ,  sin2rz ,    cos2rz .       (3.76) 
 

Нижняя труба: 

xx RF  ,  cos2cos2 rrx ; 

)sin(sin2  rx ;                               (3.77) 

GRF zz  ,  sin2sin2 rrz , 

)cos(cos2  rz .                                    (3.78) 
 

Подставляем эти значения в выражение (3.75) принципа возможных пере-
мещений:  

.0)cos(cos2)(

))sin(sin2)((cos2)(


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rGR
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   (3.79) 

 
Сгруппируем в этом выражении слагаемые с δα и δβ, опуская число 2r: 
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GRGR

zx
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           (3.80) 

 
Обобщённая координата   есть малая произвольная величина, не равная 

нулю, и полученное уравнение возможных работ на эту величину можно поде-
лить (см. п. 3.5, (3.86)). 

Так как вариации ,  независимы и являются малыми произвольными 
величинами, неравными нулю, то коэффициенты при них равны нулю. Отме-
тим, что в п. 3.5 (см. уравнение (3.85)) и п. 5.3.3 (см. уравнение (5.48)) будет 
показано, что эти коэффициенты называются обобщёнными силами. 

Из (3.80) находим систему двух уравнений с двумя неизвестными:  
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Учитывая, что в положении равновесия 
60 , представим решение 

полученного уравнения в символьном виде в системе MathCAD91:  
 

;   

,  
 

в результате которого получим Rx = 0,289G;  Rz = 1,5G. 
Графические зависимости реакций связей, построенные при вариации уг-

лов  и , представляющие размещения труб в полувагоне, показаны на рис. 
3.25. 

 

 
 

 
 

Рис. 3.25. Зависимости Rx = f();  Rz = f(). 
 

                                                 
91  Охорзон В.А. Прикладная математика в системе MathCAD: учебн. пособие. – СПб.: Изд–во 
«Лань», 2008. – 352 с. 
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Анализ зависимостей Rx = f() и Rz = f() показывает, что увеличение угла 

 приводит к уменьшению реакции связей, а угла  – к уменьшению реакции 
Rx и увеличению Rz. 

Задачу можно решить и методами геометрической статики, исследуя усло-
вия равновесия систем твёрдых тел. Например, это сделано в п. 2.11, где рас-
сматривалась перевозка труб больших диаметров в полувагоне (см. рис. 2.85).  

Хотя решение задачи методом геометрической статики проще, принцип 
возможных перемещений (принцип Лагранжа) позволяет легко получать урав-
нения, эквивалентные уравнениям равновесия статики, в которые входит лишь 
одно или очень малое количество неизвестных сил. Уравнения равновесия со-
ставляются для свободных систем, и количество уравнений в общем случае 
равно произведению количества тел на количество степеней свободы этих тел в 
случае их полного освобождения от связей. Принцип возможных перемещений 
применим для несвободных систем, и количество уравнений равновесия равно 
количеству степеней свободы рассматриваемой несвободной, точнее, частично 
несвободной системы. Степень свободы или несвободы можно легко выбирать 
при решении задач геометрической статики данным способом.  

 
 
 

3.4. Принцип Д’Аламбера. Общее уравнение динамики системы 
 
 

Если точкам системы дать перемещения, не нарушающие наложенных свя-
зей (согласные со связями, дозволяемые связями), то на основании принципа 
виртуальных перемещений получим, что сумма элементарных работ уравнове-
шенной системы сил равна нулю. Допустим, что наложенные на систему голо-
номные связи являются идеальными, стационарными и удерживающими (см. 
пп. 2.1.4). 

Вспомним, что связи называют голономными, если их уравнения могут 
быть заданы в виде, не содержащем производные от координат по времени или 
дифференциалы координат (см. уравнение (2.12)).  

Тогда на основании принципа виртуальных перемещений (когда связь иде-
альная, или совершенная) в применении к уравновешенной системе сил (см. п. 
3.3, уравнение (3.56)) имеем 
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k
kkk

a
k ramF                                  (3.81) 

где 
)(a

kF  – вектор всех активных сил, Н; mk – масса материальной точки или 

системы, кг; ka  – вектор абсолютного ускорения материальной точки, м/с2.  
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Если проекции всех активных сил 
)(a

kF  обозначить через 
)(a

kxF , 
)(a

kyF  и 
)(a

kzF , проекции вектора абсолютного ускорения материальных точек ka  обо-

значить через kx , ky  и kz  и проекции вектора возможного перемещения мате-

риальных точек krδ  обозначить через вариации координат kxδ , kyδ  и kzδ , 
то, развёртывая скалярное произведение, стоящее под знаком суммы в (3.81), 
получим 
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   (3.82) 
Соотношение (3.81), объединяющее два основных принципа механики – 

принцип виртуальных перемещений Лагранжа и принцип Д’Аламбера, называ-
ют общим или универсальным уравнением движения материальной системы с 
удерживающими идеальными связями. 

Приняв уравнение (3.81) за исходное, можно простыми преобразованиями 
вывести из него уравнения движения голономных механических систем, а так-
же все основные теоремы динамики. 

Это положение носит название принципа виртуальных (возможных) пере-
мещений. Установленный И. Бернулли (1717), он был окончательно сформули-
рован Лагранжем, вследствие чего условие (3.81) часто называют условием Ла-
гранжа. 

 
 

3.5. Уравнения равновесия в обобщённых координатах 
 

Понятие об обобщённой силе 
 

Если ввести независимые обобщённые координаты kqqqq ,...,,, 321  для 

системы, имеющей n степеней свободы, то вариации декартовых координат 
произвольной k-й точки системы (см. уравнение (3.48)) могут быть выражены 
через вариации независимых обобщённых координат по уравнению (3.51) или в 
развёрнутом виде: 
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                  (3.83) 

 
Тогда уравнению (3.58), определяющему условие равновесия системы для 

идеальных связей, можно придать вид  
 

,0
1 111




















 

 

m

k
i

n

i i

k
kzi

n

i i

k
kyi

n

i i

k
kx q

q

z
Fq

q

y
Fq

q

x
F  

или 

,0
1 1




















 

n

i

m

k
i

i

k
kz

i

k
kx

i

k
kx q

q

z
F

q

y
F

q

x
F  

 
или с учётом уравнения (3.58а) 
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Введём обозначение 
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Выражения (3.85) в виде iQ  носят название обобщённых сил. 
Тогда равенство (3.84) можно записать так: 
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Таким образом, чтобы найти обобщённую силу, нужно дать системе такое 
возможное перемещение, при котором только одна обобщённая координата q1 
получает приращение δq1, а все остальные обобщённые координаты остаются 
неизменными (т. е. q2 = q3 = … = qn = const). Затем следует определить на этом 
перемещении сумму элементарных работ всех заданных сил, действующих на 
систему, разделив эту сумму на вариацию δq1. 

Из (3.86) ясно, что Qi имеет размерность работы ньютон-метр (Н·м, или 
Дж), делённую на обобщённую координату, т. е. размерность обобщенной силы 
не совпадает с размерностью силы. 

Следовательно, если обобщённая координата имеет размерность длины, то 
обобщённая сила имеет размерность силы. Если обобщённая координата  без-
размерная величина (например, угол поворота), то обобщённая сила имеет раз-
мерность работы, т. е. обобщённая сила представляет собой момент силы. 

Из равенства (3.84) с учётом (3.85) получим условие равновесия системы: 
 

0...2211  nnqQqQqQ , 
или 

0
1




i

n

i
i qQ  ( ni ,1 , 0 iq ).                           (3.87) 

 
Это равенство должно выполняться при всяком возможном перемещении 

системы, т. е. при любых независимых друг от друга значениях вариации δq1, 
δq2, …, δqn. Для этого необходимо и достаточно, чтобы все коэффициенты в 

виде 1Q , 2Q , …, nQ  при этих вариациях равнялись нулю. 
Следовательно, условие равновесия, выражаемое равенством (3.87), в силу 

независимости вариации обобщённых координат δqi от обобщённой силы Qi 
равносильно следующим i условиям: 

0iQ  ( ni ,1 ).                                     (3.88) 
 

Уравнение (3.88) выражает условие равновесия системы. 
Таким образом, для того чтобы системы с совершенными связями оста-

вались в данном положении в равновесии, необходимо и достаточно, чтобы все 
обобщённые силы, вычисленные для этого положения системы, равнялись нулю. 

Отсюда следует, что количество уравнений равновесия системы в обоб-
щённых координатах равно количеству степеней свободы системы. 

 
 

Примеры решения задач на определение обобщённой силы 
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При решении задач 1 (см. рис. 3.21) и 3 (см. рис. 3.24) с использованием 
активных и реактивных сил замечено, что коэффициенты при уравнениях рав-
новесия системы называют обобщёнными силами. Далее в п. 5.3.3 (см. уравне-
ние (5.48)) будет решена задача нахождения обобщённых сил при воздействии 
активных, реактивных и переносных сил инерции. 

Задача 1. В наклонной плоскости, образующей угол  = 30 с горизонтом, 
лежат два груза силой тяжести G1 = 4 и G2 = 6 кН, соединённые гибкой нитью 
(тросом) (рис. 3.26), коэффициенты трения скольжения грузов о наклонную 
плоскость соответственно равны f1 = 0,4 и f2 = 0,55.  

 

 
 

Рис. 3.26. Схема приложения сил при движении груза по наклонной плоскости. 
 

Определить обобщённую силу для системы взаимосвязанных грузов, на 

которые действует сдвигающая сила F . 
Такое взаимосвязанное расположение штучных грузов может соответство-

вать смещению их общего центра тяжести поперёк вагона уС = уМ, в результа-
те чего рама вагона будет находиться в наклонённом относительно горизонта 
положении.  

Решение. Система имеет одну степень свободы, и её положение определя-

ется координатой xq 1  (положительное направление отсчёта х показано 
стрелкой).  

Для определения 1Q  сообщаем системе возможное перемещение x , при 

котором 0x . Вычисляем на этом перемещении элементарные работы сил 

F , 1G , 1трF  и 2G , 2трF .  

Нормальные составляющие 1N  и 2N  реакции связи (пол платформы), 
как силы вертикальные на направление перемещения, работу не совершают (см. 
(3.40)). 
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Так как по закону Кулона (см. (2.64)) в предельном равновесии 111тр NfF   

и 222тр NfF  , где  cos11 GN ,  cos22 GN , то элементарная работа 

согласно (3.84) 

xGfGGfGFW  )cossincossin( 222111 , 
или 

  xfGfGFW  )cos(sin)cos(sin 2211 .  (3.89) 
 

Следовательно, обобщённая сила согласно (3.87) 
 

)cos(sin)cos(sin 22111  fGfGFQ .   (3.90) 
 

Условием равновесия системы согласно (3.88) будет 
 

0)cos(sin)cos(sin 2211  fGfGF ,     (3.91) 
 

откуда наибольшее значение силы F , при котором возможен сдвиг грузов 
вниз, выражается равенством 

 

)sincos()sincos( 2211  fGfGF .            (3.92) 
 

В частном случае, при α = 0 имеем: 
 

2211 GfGfF  .                                              (3.93) 
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4. АНАЛИТИЧЕСКАЯ ДИНАМИКА ТОЧКИ92 
 
 

Аналитическая динамика представляет собой часть кинетики, посвящённой 
изучению движения материальных тел (или вообще материальных систем) в за-
висимости от действующих на них сил.  

Следуя традиции, устоявшейся в курсе теоретической механики, вначале 
изучим динамику точки, а затем  динамику системы.  

Движение тела определяют движением всех материальных точек (или час-
тиц) его составляющих. Поэтому возникает необходимость начать освоение 
динамики с изучения движения материальной точки. Под материальной точкой, 
как известно, понимают тело (как геометрической фигуры) столь малых разме-
ров, что различием в движении его частиц можно пренебречь. Из геометрии 
известно, что тело – это то, что имеет длину, ширину и глубину, т. е. объём (и 
соответственно массу). Материальную точку (в дальнейшем просто точку) 
можно рассматривать как точку (геометрическую), имеющую массу.  

 
 

4.1. Дифференциальные уравнения движения  
и решение задач динамики точки 

 
Задачи динамики точки  

 
Для свободной материальной точки решаются следующие задачи динами-

ки: 1) зная закон движения точки, определить действующую на неё силу (пер-
вая задача динамики); 2) зная действующие на точку силы, найти закон движе-
ния точки (вторая, или основная, задача динамики). 

При перевозке грузов на открытом железнодорожном подвижном составе 
(платформа, полувагон – в дальнейшем ОПС) отсутствуют какие-либо приме-
ры, которые позволили бы рассматривать их как свободную материальную 
точку.  

Для несвободной материальной точки, т. е. точки, на которую наложена 
связь, вынуждающая её двигаться по заданной неидеальной связи в виде не-
гладкой поверхности или кривой, первая задача динамики состоит в том, чтобы, 

                                                 
92 Бухгольц Н.Н. Основной курс теоретической механики. Ч. 1. – М.: Наука, 1967. – 467 с. 
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зная закон движения точки и действующие на неё активные силы, определить 
реакцию связи. Вторая (основная) задача динамики при несвободном движении 
распадается на две и состоит в том, чтобы, зная действующие на точку актив-
ные силы, определить: а) закон движения точки, б) реакцию наложенной связи. 

При перевозке грузов на ОПС отсутствуют примеры, в которых можно бы-
ло бы решить первую и вторую задачу динамики в инерциальной системе от-
счёта. Однако при скатывании вагона с горки при встречном или попутном вет-
ре при формировании подвижного состава на горке сортировочной станции, 
зная действующие на вагон с грузом силы, можно найти закон движения вагона 
(или отцепа), что является второй или основной задачей динамики.  

1. Рассмотрим вторую задачу динамики в инерциальной системе отсчёта. 
Формирование подвижного состава на горке сортировочной станций обеспечи-
вают скатыванием вагона с горки при встречном (или попутном) ветре. При 
этом, зная действующие на вагон с грузом силы (составляющие силы тяжести 
вагона с грузом и силы аэродинамического сопротивления на направление 
движения вагона), можно найти закон движения вагона (или отцепа) (см. пп. 
5.2.7, задачу 1). 

Таким образом, применительно к формированию подвижного состава на 
сортировочной горке решается вторая задача динамики только в инерциальной 
системе отсчёта. 

При перевозке грузов на ОПС имеются примеры, в которых можно было 
бы решить первую и вторую задачу динамики в неинерциальной системе от-
счёта, т. е. в системе отсчёта, движущейся с ускорением относительно непод-
вижных осей координат (более подробно см. пп. 4.6.6).  

1. Рассмотрим первую задачу динамики в неинерциальной системе отсчё-
та. На железнодорожном транспорте единственным штучным твёрдотельным 
грузом, который перевозится на полувагоне без дополнительных креплений, 
являются среднетоннажные контейнеры (см. рис. 2.16), которые удерживаются 
от сдвига относительно пола вагона как вдоль, так и поперёк него только силой 
трения между контактирующими поверхностями груза и пола вагона (см. п. 
2.1). Прикладывая к центру тяжести контейнера как объекта активную силу 

(сила тяжести G ), продольную exI , поперечную eyI  и вертикальную ezI  пере-

носные силы инерции (см. пп. 4.6.5, (4.112)) по нормированным значениям пе-

реносных ускорений по продольной exa , поперечной eya , вертикальной eza  

оси (см. п. 4.6.5), а также нормальную составляющую nI  силы инерции в абсо-
лютном движении (см. (4.47), (4.47а)), учитывающую движения при переходе 
поезда из прямого на кривой участок пути с ускорением (см. п. 4.5), можно оп-

ределить реакцию наложенной связи (пол вагона) R  в виде нормальной N  и 

касательной F  её прямоугольных составляющих.  
2. Рассмотрим вторую задачу динамики в неинерциальной системе отсчё-

та. Все штучные твёрдотельные грузы (за исключением среднетоннажных кон-
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тейнеров), перевозимые на ОПС, закреплены дополнительными средствами 
креплений в виде гибких упругих (растяжки и обвязки) и упорных (бруски) 
средств, которые предназначены для ограничения перемещений груза относи-
тельно пола вагона как вдоль, так и поперёк него и относительно вертикальной 
оси (см. рис. 2.16, б и 2.17). Следует определить реакции наложенных связей в 
виде (см. п. 2.1): 

а) нормальной составляющей N  реакции связи R  и координаты точки её 
приложения xN и уN относительно выбранных осей координат Оху; 

б) касательной составляющей F  реакции связи R , называемой силой 

трения трF  (вдоль xFтр  и поперёк yFтр  вагона); 

в) натяжений iR  (i  количество креплений) гибких упругих (растяжки и 

обвязки) и реакции xRб  и yRб  упорных (бруски) средств креплений. 

Далее следует определить закон относительного движения (скорость, пе-
ремещение) по действующим силам. Однако отметим, что законы относитель-
ного движения груза могут быть установлены от воздействия либо продольной 
и вертикальной, либо поперечной и вертикальной переносных сил инерции (см. 
пп. 4.6.6) составлением и решением дифференциальные уравнения относитель-
ного движения груза. Также можно составить и аналитически решить диффе-
ренциальные уравнения движения груза от пространственных систем сил (т. е. 
от одновременных действий продольной, поперечной и вертикальной перенос-
ных сил инерции) [Туранов, 2009].  

Итак, при перевозке штучных твёрдотельных грузов на ОПС решается 
вторая, или основная, задача динамики только в неинерциальной системе от-
счёта. 

 
 

4.2. Дифференциальные уравнения движения материальной точки 
 

Пусть материальная точка М(x,y,z) массы m движется по криволинейной 

траектории под действием переменной силы F (рис. 4.1). 
 

 
 

Рис. 4.1. Движение точки по криволинейной траектории. 
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Проекции этой силы на координатные оси инерциальной системы отсчета 

Oxyz обозначим через Fx, Fy  и Fz. 
Основной закон динамики точки (2.2) с учётом известного из кинематики 

соотношения между скоростью v  и радиус-вектором r  представим в виде 
 

F
dt

rd
m 

2

2

,                                                  (4.1) 

 
где r   радиус-вектор точки приложения движущейся материальной точки, м. 

Проецируя уравнение (4.1) на координатные оси инерциальной системы 
отсчёта Oxyz, получим: 

xF
dt

xd
m 

2

2

; yF
dt

yd
m 

2

2

; zF
dt

zd
m 

2

2

.                      (4.2) 

 
Таким образом, имеем систему трёх дифференциальных уравнений второго 

порядка, выражающих в координатной форме второй закон динамики. 
Уравнения (4.2) в динамике точки являются основными, и их называют 

дифференциальными уравнениями движения материальной точки в инерци-
альной системе отсчёта.  

Если на точку одновременно действуют несколько сил, то на основании 
четвёртого закона динамики под Fx, Fy  и Fz следует понимать в этом случае 

проекции на координатные оси равнодействующей рR  этих сил. 

Вторая задача динамики в инерциальной системе отсчёта для определе-
ния уравнения движения материальной точки решается интегрированием, 
причём интегралы в них будут содержать шесть произвольных постоянных 
С1,…С6. Эти произвольные постоянные, как известно, определяют из началь-
ных условий движения материальной точки. Обычно при t = 0 задают коорди-
наты точки в виде конкретных чисел х = х0, у = у0, z = z0 и проекции её скоро-

сти на оси координат также в виде конкретных чисел 0xx   , 0yy   , 0zz   .  
Отсюда следует, что для полного определения движения точки недоста-

точно знать только силу, действующую на эту точку. Необходимо ещё знать 
начальные условия движения (задача Коши), т. е. начальное положение точки и 
её начальную скорость93. В результате интегрирования уравнения (4.2) из за-
данных шести начальных условий находят шесть произвольных постоянных 
С1,…С6.  
                                                 
93 Матвеев Н.М. Методы интегрирования обыкновенных дифференциальных уравнений. – 
М.: Высш. шк., 1967. – 564 с. 
  Тихонов А.Н., Самарский А.А. Уравнения математической физики. – М: Наука, 1972. – 659 с. 
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В итоге получаем три уравнения движения по координатным осям, пред-
ставленные в параметрическом виде (см. уравнения (1.3)): 

 
)(txx  ,  )(tyy  ,  )(tzz  ,                              (4.3) 

 
и соответствующие три зависимости для проекций скоростей  

 

,dtxdx   ,dtydy     dtzdz  ,                     (4.3а) 

где t  параметр времени.  
Для получения закона движения по траектории при известной траектории 

движения необходимо использовать проекции уравнения (4.2) на подвижные 
оси координат Mτnb трёхгранника Френе (см. [Бухгольц, 1967]): 

 

 xFsm  ;                                                     (4.4) 

xnF
s

m 


2
.                                                   (4.5) 

Полезно заметить94, что  

.
2

22
2

dt

ds

dt

ds
v 






                                           (4.6) 

 
Следует иметь в виду, что квадрат длины дуги в декартовой системе коор-

динат находят [Ландау, Лифшищ, 1965]:   
 

2222 dzdydxds  .                                    (4.6а) 
Перепишем (4.6) с учётом (4.6а) 

 

.222
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2

2

2

2

2

222

2

2

zyx
dt

dz

dt

dy

dt

dx

dt

dzdydx

dt

ds
 


   (4.6б) 

 
После интегрирования уравнения (4.6б) можно для простых зависимостей 

проекций скоростей получить закон движения по траектории )(tss  . В слу-
чае сложных выражений для проекций сил и/или проекций скоростей задача 
определения уравнений движения решается численным интегрированием. 

Если траектория движения не задана и задача решается интегрированием 
уравнения (4.1), то уравнение траектории можно получить, исключая время из 
уравнений движения в декартовых координатах тем или иным способом (по-
следовательная подстановка или использование тригонометрического тождест-

                                                 
94 Ландау Л.Д., Лифшищ Е.М. Механика. Т. 1. – М.: Наука, 1965. – 204 с. 
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ва 1coscoscos 222   в некоторых частных случаях). Если исключе-
ние затруднено или невозможно (трансцендентные выражения), то можно рас-
сматривать полученные уравнения движения (4.3) как уравнения траектории, 
заданной параметрически. Нетрудно составить таблицу координат по некото-
рой совокупности задаваемых значений параметра t и построить траекторию в 
пространстве (или на плоскости при двух координатах).  

Применительно к креплению грузов на ОПС в случае поступательного пе-
реносного движения можно составить дифференциальные уравнения, описы-
вающие прямолинейные относительные движения груза как материальной 
точки в плоскости пола вагона. В этом частном случае к действующим на груз 
активным и реактивным силам добавляются соответствующие продольные, по-
перечные и вертикальные переносные силы инерции (см. пп. 4.6.6). Эти уравне-
ния при простых зависимостях горизонтальных и вертикальных переносных сил 
инерции нетрудно решить аналитически, рассматривая каждую из сил в отдель-
ности. Значения переносных ускорений принимаются согласно нормам проек-
тирования вагона95.  

Так приходится поступать потому, что при воздействии пространственных 
систем сил (т. е. при одновременном действии на груз продольных, поперечных 
и вертикальных переносных сил инерции) [Туранов, 2009] и избыточного коли-
чества связей (средств креплений) задача определения относительных переме-
щений груза относится к классу статически неопределённых задач, требующих 
для своего решения численного способа с привлечением вычислительных 
средств. В частном случае, когда на груз действует отдельно продольная, попе-
речная и вертикальная переносные силы инерции (см. п. 4.6.6) и при наличии 
избыточного количества связей, задача определения относительных перемеще-
ний груза при конкретных условиях относится к классу статически определён-
ных задач. 

 
 
 

4.3. Прямолинейное движение материальной точки 
 

Способы решения дифференциальных уравнений прямолинейного движе-
ния точки в инерциальной системе отсчёта подробно изложены в учебниках и 
учебных пособиях по теоретической механике. 

Так, например, рассмотрена задача, когда движение точки является равно-
мерно переменным под действием постоянной по модулю и направлению силы 

( constF ). Такой силой, действующей на точку, может быть сила трения 

                                                 
95 Нормы для расчёта и проектирования новых и модернизируемых вагонов железных дорог 
МПС колеи 1520 мм (несамоходных).  ГосНИИВ.  М.: ВНИИЖТ, 1996.  319 с. 
  Вершинский С.В., Данилов В.Н., Хусидов В.Д. Динамика вагона.  М.: Транспорт, 1991.  360 
с. 
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скольжения (для подвижного состава – сцепления) трF  (для вагона сопротивле-

ния движению, а для локомотива так называемая сила тяги). 
В этом случае имеют место известные соотношения для равнопеременного 

движения (см. (1.32) и (1.33)): 

,
2

2

00

at
tvss   .0 atvv   

Эти соотношения активно используются при решении различных приклад-
ных задач на транспорте, в которых может приниматься или постулироваться 
постоянство ускорения. 

Рассмотрены также задачи, когда движение точки происходит под дейст-
вием переменной силы, зависящей: 

а) от времени. Например, пропорционально времени в виде Fx = kt (k  ко-
эффициент пропорциональности, кН/с) или по гармоническому закону 

)cos(0 tFFx  (F0  амплитуда возмущающей силы, кН,   круговая часто-
та, с-1);  

б) от положения этой точки. Например, силы упругости пружины в виде 
xсF х упр  (см. (3.1));  

в) от скорости. Например, сила аэродинамического сопротивления ветра в 

виде )( вв rr vfF   (см. (3.9) – (3.12)). 
Решение дифференциальных уравнений прямолинейного движения в инер-

циальной системе отсчёта на примере свободного колебания точки при нали-
чии трения скольжения общеизвестно96. Поэтому здесь опустим изложение та-
ких движении. 

Применительно к креплению грузов на ОПС задачи на определение прямо-
линейного движения материальной точки должны рассматриваться в неинерци-
альной системе отсчёта (относительное движение). Решение таких задач бу-
дет представлено в пп. 4.6.6.   

 
 
 
 
 
 
 
 
 

                                                 
96  Жилкин В.А.  Применение  системы  MathCAD при решении задач прикладной механики. 
Ч. 2. Теоретическая механика. Динамика точки.  Челябинск, ЧГАУ, 2002.  301 c. 
 Туранов Х.Т., Бондаренко А.Н. Теоретическая механика в задачах погрузки–выгрузки и пе-
ревозки грузов: учебное пособие для вузов железнодорожного транспорта. – Екатеринбург: 
УрГУПС, 2006.  – 451 с. 
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4.4. Общие теоремы динамики точки 
 

Для решения многих задач динамики, особенно в динамике систем, вместо 
непосредственного интегрирования дифференциальных уравнений движения 
(см. уравнения (4.2)) оказывается более эффективным использовать общие тео-
ремы динамики точки, которые являются следствиями основного закона дина-
мики. В некоторых задачах дифференциальные уравнения позволяют найти 
первые интегралы, которые достаточны для их решения, что упрощает процесс 
решения. 

 
 

Импульс силы 
 

Для характеристики действия, оказываемого на тело силой за некоторый 
промежуток времени, вводится понятие об импульсе силы. 

Сначала рассмотрим понятие об элементарном импульсе, т. е. об импульсе 

за элементарный промежуток времени t. Обозначим этот импульс через S . 
Элементарным импульсом силы называют произведение силы F  на эле-

ментарный (бесконечно малый) промежуток времени t, в течение которого 
действует эта сила: 

tFS  .                                             (4.7) 
 

Элементарный импульс силы S  есть векторная величина, совпадающая 
по направлению с данной силой (рис. 4.2). 

 

 
 

Рис. 4.2. Направление силы и элементарного импульса. 
 

Для вычисления импульса силы за конечный промежуток времени t, разо-
бьём этот промежуток на большое количество n (n ) очень малых (элемен-

тарных) промежутков ti (i = n,1 ) (рис. 4.3).  
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Рис. 4.3. Импульс силы. 
 

Обозначим импульс силы за время t через S . Тогда импульсом силы S  
за конечный промежуток времени t назавём предел суммы элементарных им-
пульсов, когда количество промежутков n стремится к бесконечности (n ), а 
сами промежутки стремятся к нулю (t 0): 

 

,
1

0

lim i

n

i
t

n

tFS

i

 

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или 


t

dtFS
0

.                                                    (4.8) 

 
Таким образом, импульс силы за конечный промежуток времени t выража-

ют определенным векторным интегралом от элементарного импульса, взятым в 
пределах от нуля до t. 

В частном случае, если сила F  постоянна и по модулю, и по направлению 

( F  = const ), то tFS  . Причём в этом случае модуль импульса силы S = Ft. 
В общем случае модуль импульса силы находим из равенства (4.8) по его 

проекциям на координатные оси: 
 


t

xx dtFS
0

;   
t

yy dtFS
0

;   
t

zz dtFS
0

,                       (4.9) 

 

где Fx, Fy, Fz  проекции силы F  на координатные оси, Н. 
Единица измерения импульса силы  ньютон-секунда (Нс) (что равно-

сильно кгм/с). 
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4.4.1. Теорема об изменении количества движения точки 
 

Векторная величина, равная произведению массы точки m  на его скорость 
v , называется количеством движения точки  vm  (см. п. 2.1). Количество 
движения является одной из основных динамических характеристик движения 
точки. 

Единица измерения количества движения  килограмм-метр в секунду 
(кгм/с). 

Проекции количества движения vm  на оси координат, очевидно, равны: 

,
dt

dx
mmvx   ,

dt

dy
mmvy   dt

dz
mmv z  .                  (4.10) 

 
Возьмём теперь основное уравнение динамики (см. уравнение (2.5)) 

 

.
)(

F
dt

vmd
  

 
Умножая обе части этого равенства на dt, получаем 

 

dtFvmd )( .                                             (4.11) 
 

Отсюда видим, что дифференциал количества движения материальной 
точки равен элементарному импульсу действующей на эту точку силы. 

Интегрируя уравнение (4.11) в пределах от 0 до t, с учётом того, что ско-

рость точки в начальный момент (при t = 0) 0v , а в момент t равна v  

,)(
00

 
tv

v

dtFvmd
 

или 


t

dtFvmvm
0

0 ,                                           (4.12) 

или с учётом уравнения (4.8) можно записать 
 

.0 Svmvm                                               (4.13) 
 

Векторное уравнение (4.12) и/или (4.13) выражает теорему об изменении 
количества движения материальной точки за конечный промежуток времени t. 
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Теорема. Изменение количества движения материальной точки за неко-
торый промежуток времени равно импульсу действующей на эту точку силы 
за тот же промежуток времени. 

Если известны количества движения материальной точки vm  и 0vm , то 

геометрически легко построить вектор S  (рис. 4.4).  
 

 
Рис. 4.4. К определению вектора импульса силы. 

 

Обратно, если известен импульс S  и начальная скорость точки 0v , то из 

выражения (4.13) можно найти скорость точки v : 

.
1

0 S
m

vv                                                 (4.14) 

При решении задач динамики вместо векторного уравнения (4.12) часто 
пользуются уравнениями в проекциях на координатные оси: 

;
0

0 
t

xxx dtFmvmv
 

;
0

0 
t

yyy dtFmvmv
                                    (4.15) 

.
0

0 
t

zzz dtFmvmv
 

Отсюда ясно, что изменение проекции количества движения материальной 
точки на какую-нибудь ось равно интегралу от проекции импульса действую-
щей силы на ту же ось. 

С учётом уравнения (4.12) и (4.13) последнему уравнению можно придать 
другой вид: 

;0 xxx Smvmv   

;0 yyy Smvmv                                             (4.16) 

.0 zzz Smvmv   
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Следствия теоремы об изменении количества движения  
материальной точки 

 

Если проекции силы F  на координатные оси Fx, Fy, Fz являются функ-
циями времени t, то, выполняя интегрирование в уравнениях (4.15), можно най-

ти проекции скорости zyx vvv ,,  и, следовательно, определить модуль скоро-

сти точки для любого момента времени t [Бухгольц, 1967]. 
Рассмотрим некоторые следствия теоремы. 

1. Пусть F  = 0, т. е. на материальную точку не действует никакая сила. 
Тогда из уравнения (4.12) получим 

00  vmvm  
или 

.0vv                                                      (4.17) 
Уравнение (4.17) есть математическое представление первого закона 

инерции: свойства материальной точки сохранять свою скорость даже при от-
сутствии действующих сил. 

2. Пусть xF  = const , т. е. проекции силы на ось Ох есть величина посто-
янная. В этом случае из первого уравнения (4.15) получим 

 

.0 tFvmvm xхx                                           (4.18) 
 

Используя равенство (4.18), можно найти скорость для любого момента 
времени t (по аналогии с уравнением (4.14)): 

.
1

0 tF
m

vv xx                                              (4.19) 

 

3. Пусть F  = const  и по величине, и по направлению. Тогда из уравнения 
(4.12) будем иметь 

tFvmvm  0 , 
 

или в проекциях на координатные оси по аналогии с уравнениями (4.15): 
 

;0 tFvmvm xxx   

;0 tFvmvm yyy                                            (4.20) 

.0 tFvmvm zzz   
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4. Пусть xF  = 0, т. е. проекция действующей силы на ось Ох всё время 

движения равна нулю (иначе, сила тяжести перпендикулярна оси Ох) (рис. 4.5).  
 

 
 

Рис. 4.5. К проекции силы на горизонталь. 
 

Тогда из первого уравнения (4.20) получим 
 

00  xx vmvm , 
или 

хx vv 0 = const ,                                      (4.21) 
 

т. е. если проекция действующей силы на ось Ох все время движения равна ну-
лю, то проекция скорости движущейся точки на эту ось остается постоянной.  

Докажем постоянство проекции скорости на ось Ох при xF  = 0. После ин-

тегрирования равенства (4.21) с учётом того, что Fx = 0, имеем 
 

,1C
dt

dx
  

 
где С1  постоянная интегрирования, которая определяется из начальных усло-

вий задачи при t = 0:  cos0vx  или  cos0vvx . В любой момент времени 

t vx = const.  

5. Пусть xF  = var, т. е. проекция действующих сил на ось Ох все время 
движения переменна. Причём все время движения материальной точки на неё 

действует постоянная сила const0  FFx , Н, а за время 0  t  t1 на точку до-
полнительно действует тормозящая сила, которая растёт пропорционально 
времени Fx0 = kt, где k  некоторый постоянный коэффициент, Н/с (рис. 4.6). 

 

 
Рис. 4.6. График изменения силы. 
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Математически характер действия сил на материальную точку можно за-

писать в виде 

 0FFx    при любом t; 
ktFx    при 0  t   t1, 

 
 

или за время 0  t   t1, с учётом направления тормозящей силы: 
 

ktFFx  0 .                                               (4.22) 
 

Из условия, что в момент остановки t = t1: 10 ktF  , можно найти коэффи-

циент пропорциональности k, т. е. 

.
1

0

t

F
k                                                 (4.23) 

 
Так как сила зависит от времени, то можно воспользоваться первым из 

уравнений (4.15) или (4.16): 

.
0

0 
t

xxx dtFmvmv  

 
Откуда с учётом выражения (4.22) будем иметь 

 

 
t

xx dtktFmvmv
0

00 )(  

 
или после интегрирования получим: 

.
2

2

00

t
ktFmvmv xx   

 
При t = t1 с учётом равенства (4.23) последнему равенству придадим вид 

 

2

2
1

1

0
100

t

t

F
tFmvmv xx   

 
или после элементарных математических преобразований окончательно получим 
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.
2

10
0

tF
mvmv xx                                      (4.24) 

Используя уравнение (4.24), можно решить задачу на определение времени 
остановки (или торможения) материальной точки t1, учитывая, что в этот мо-
мент скорость точки vx = 0: 

.
2

0

0
1 F

mv
t x                                               (4.25) 

К сожалению, данная задача решена на определение времени движения ва-

гона t при скатывании с горки при 0к  vvx
97. 

При F0 = Gcos = const последнее равенство примет вид 

.
ψcosg

2 0
1

xv
t                                            (4.25а) 

В частном случае, когда  = 0, имеем 

.
g

2 0
1

xv
t                                              (4.25б) 

Таким образом, при varxF  время торможения растёт пропорционально 
удвоенному значению начальной скорости. 

 
 

Примеры решения задач на применение теоремы  
об изменении количества движения материальной точки  

 

Задача 1 (см. случай 2, когда xF  = const ). К грузу, имеющему массу m 

(сила тяжести G ) и лежащему на наклонной поверхности с углом наклона , 

сообщают (толчком) начальную скорость 0v  (рис. 4.7).  
 

 
 

Рис. 4.7. Движение груза по наклонной поверхности. 

                                                 
97 Савченко И.Е., Земблинов С.В., Страковский И.И. Железнодорожные станции и узлы: 
учебник для вузов ж.–д. транспорта. – М: Транспорт, 2002. – 479 с. 
  Железнодорожные станции и узлы: учебник для вузов ж.–д. транспорта. / В.Г. Шубко, Н.В. 
Правдин и др. – М: УМК МПС России, 2002. – 368 с.  
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Груз движется от начального М0 до конечного М1 положения (остановки). 

Движение груза тормозится постоянной силой трF .  

Коэффициент трения между поверхностями груза и наклонной поверхно-
стью  f. Требуется определить скорость груза в момент t секунд после начала 
движения, т. е. в положение М. 

Методика решения задачи. Решение задачи следует выполнить в следую-
щей последовательности: 

1) выбрать объект равновесия (груз) из реальной модели; 
2) отбросить неидеальную связь – наклонную шероховатую поверхность; 
3) заменить отброшенную связь соответствующими прямоугольными со-

ставляющими реакции связи – нормальной и касательной (сила трения) состав-
ляющей реакции наклонной поверхности; 

4) добавить активные силы – силу тяжести. Выбрать координатные оси и 
представить расчётную модель объекта; 

5) записать теорему об изменении количества движения материальной точ-
ки: 

,
)(

1
тр




n

k
k GFNF

dt

vmd
 

где vm  – количество (англ. quantity) движения материальной точки; 
6) спроецировать на ось x:  





n

1k
тр ψsin

)(
GFF

dt

mvd
kx

x
; 

7) составить уравнение относительного равновесия по оси y и найти из не-
го величину нормальной реакции 

,0ψcos
)(

1




n

k
ky

y GNF
dt

mvd
  

откуда 
 cosGN . 

Подставляя последнее равенство в закон Кулона (2.64), будем иметь 
ψcosтр fGF  . 

Подставляя данное равенство в уравнение проекции на ось х, находим 

 sincos
)(

GGf
dt

mvd x
. 

Далее разделяют переменные, полученное выражение интегрируют, затем 
используют выражение для количества движения (появляется скорость) и полу-
чают искомый результат. 
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Решение. Объектом исследования является груз, поэтому изображают груз 
в произвольном положении (см. рис. 4.7, б).  

На груз условно приложены: сила тяжести G , реакция наклонной плоско-

сти N  и тормозящая сила трF . Направляя ось Ох в сторону движения, про-

ецируют все действующие на груз силы на эту ось: 
constψsin тр  FGFx  

или с учётом того, что fNF тр , имеют 

 cossin GfGFx , 
или 

const)ψcosψ(sin  fGFx .                      (4.26) 
Подставляя последнее соотношение в (4.19), получают скорость груза в 

момент t, с: 

tf
m

G
vvx )cos(sin0  , 

или 

tfvvx )ψcosψ(sing0  .                                  (4.27) 

Очевидно, что скорость груза в момент t секунд после начала движения не зави-
сит от силы тяжести груза, а зависит от начальной скорости, угла наклона и коэффи-

циента трения. При этом 0vv   только при соблюдении условия sin > f cos.  

В частном случае, когда  = 0, имеем 

ftvvx g0  .                                           (4.27а) 
Формула (4.27) для определения скорости груза справедлива только до мо-

мента остановки груза.  
Результаты решения задачи 1, выполненные в системе MathCAD98, пред-

ставлены в виде макет-документов. 
Исходные данные: 

 

                                                 
98  Кирьянов Д.В. Самоучитель MathCAD 13.  СПб.: БХВ-Петербург, 2006.  528 с. 
  Охорзон В.А. Прикладная математика в системе MathCAD: учебн. пособие. – СПб.: Изд–во 
«Лань», 2008. – 352 с. 
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Расчёты показали, что условие sin > f cos соблюдается, например, 

при f = 0,4 и  = 22, т. е. увеличение коэффициента трения приводит к уве-
личению скорости груза при определенном значении угла наклона наклонной 
поверхности и, наоборот. Так, при f = 0,4 и  = 22 vх = 27,781 м/с: 

 
Графическая зависимость скорости груза от вариации угла наклона на-

клонной поверхности показана на рис. 4.8. 

 
 

 
 

Рис. 4.8. Графическая зависимость vх = f(). 
 

Отсюда видно, что при f = 0,4 и  < 22 скорость груза уменьшается, а при 

 > 22  увеличивается. Так, для частного случая, когда  = 0: vх = 27,385 м/с 
(см. (4.27а)). 

Действительно, (4.27) для определения скорости груза справедлива только 
до момента остановки груза.  

Задача  2. Исходные данные такие же, как и в задаче 1. Требуется опреде-
лить, через сколько времени груз остановится (или найти время торможения 
груза).  

1. Время торможения груза можно найти непосредственно по (4.27), учи-
тывая, что в этот момент скорость груза vx = 0: 
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.
)ψsinψcos(g

0
1 


f

v
t                                      (4.28) 

Очевидно, что время торможения t1 имеет смысл только при соблюдении 
условия fcos > sin. 

В частном случае, когда  = 0, имеем: 

.
g

0
1 f

v
t                                                   (4.29) 

Таким образом, при Fx = const время торможения растёт пропорционально 
начальной скорости. 

2. Направляя ось Ох в сторону движения, составляют первое из уравнений 
(4.16) или (4.18):  

xxx Smvmv  0 .                                       (4.30) 
 

Следует учесть, что в момент остановки, т. е. при t = t1: v = vx = 0, а v0х = v0. 
Проекции всех действующих на груз сил на ось Ох в виде Fx представлены 

равенством (4.20). Так как они постоянны, то легко вычисляют импульс дейст-
вующих сил:  

,)cos(sin 11 tfGtFS xx   

где t1  время торможения, с. 
Подставляя последнее соотношение в (4.30), имеют 

10 )cos(sin tfGmv  , 
откуда после преобразований получают такой же результат, как и (4.28): 

)ψsinψcos(g
0

1 


f

v
t . 

 
Результаты численного решения, выполненные в системе MathCAD, пред-

ставлены в виде макет-документов. 
Расчёт времени торможения груза t1, с: 

 
Графическая зависимость времени торможения груза t1 от вариации угла 

наклона наклонной поверхности в пределах от 1 до 21 с шагом  = 1 показа-
на на рис. 4.9. 
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Рис. 4.9. Графическая зависимость t = f(). 
 

Время торможения t1 имеет смысл при f = 0,4 и  < 22, причём при  >20 

заметно резкое увеличение значения t1. Для частного случая, когда  = 0, время 
торможения t1 = 7,079 с (см. (4.25б)). 

Графическая зависимость времени торможения груза t1 от вариации коэф-

фициента трения в пределах от 0,2 до 0,5 с шагом f = 0,02 представлена на 
рис. 4.10. 

 

 
 

Рис. 4.10. Графическая зависимость t = f(f). 
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Анализ данной зависимости показал, что увеличение коэффициента трения 
приводит к уменьшению времени торможения (остановки) груза, что и логично. 

Для частного случая, когда  = 0 и v0 = 27.778 м/с, графическая зависи-
мость времени торможения груза t1 от вариации коэффициента трения в преде-

лах от 0,2 до 0,5 с шагом f = 0,02 представлена на рис. 4.11. 
 

 

 
 

Рис. 4.11. Графическая зависимость t = f(f). 
 

Задача 3 (см. случай 5, когда Fx = var). Исходные данные такие же, как и в 
примере 1. Требуется определить, через сколько времени груз остановится.  

Решение. Время торможения можно непосредственно найти по (4.25), 
(4.25а), (4.25б). 

Результаты численного решения. Графическая зависимость времени тор-
можения груза t1 от вариации угла наклона наклонной поверхности в пределах 

от 1 до 21 с шагом  = 1 показана на рис. 4.12. 

 

 
Рис. 4.12. Графическая зависимость t = f(). 
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Анализ полученных результатов показал, что увеличение уклона наклон-
ной поверхности  приводит к увеличению времени торможения груза t1 по 
параболическому закону.  

Для частного случая, когда  = 0, при заданных исходных данных время 
торможения груза t1 = 5,663 с (см. (4.25б)).   

 
 

4.4.2. Теоремы об изменении кинетической энергии точки  
 

Кинетическая энергия является ещё одной из динамических характеристик 
движения материальной точки.  

Кинетической энергией Е (англ. energy) материальной точки при поступа-
тельном движении называют скалярную величину, равную половине произве-
дения массы m на квадрат её скорости v99, т. е.  

.
2

2mv
E                                                   (4.31) 

 
Единица измерения кинетической энергии  джоуль (Дж) или ньютон-

метр(Нм) (1Дж = 1 Нм = 1 кг(м/с)2). 
Покажем один из выводов формулы (4.31). Пусть тело с массой m является свободным 

телом. Пусть в некоторый момент времени к телу прикладывается сила F. Согласно второму 
закону Ньютона (см. (3.5)), тело сразу же начнёт двигаться с ускорением a = F/m. Имеет ме-
сто формула v2 = 2as (Вывод: если тело начнёт равномерно ускоряться, имея начальную ско-
рость v0, то его средняя скорость выразится в виде (v0 + v)/2= s/t (см. (1.11), (1.12)). С другой 
стороны, v – v0 = at (см. (1.30)). Перемножая эти равенства между собой, получим: v2 = 2as). 
Тогда тело, пройдя расстояние s, приобретёт скорость v: v2 = 2as, или v2 = 2(F/m)s и mv2/2 = 
Fs. Отсюда ясно, что величина mv2/2 численно равна сообщённой телу энергии. Согласно 
(4.31), половину произведения массы m на квадрат её скорости v называют кинетической 
энергией этого тела. Иначе, в идеальном случае, вся произведённая над телом работа прояв-
ляется в виде кинетической энергии. 

Отметим, что при формировании подвижного состава на сортировочной 
станций вагон скатывается с горки. Для решения задач на нахождение прой-
дённого пути вагона при скатывании с горки при заданной величине скорости 
скатывания возникнет необходимость определения кинетической энергии не 
только поступательно движущихся, но и вращающихся звеньев (деталей) ваго-
                                                 
99 Шатле ле Тоннелье де Бретей (Габриель Эмиля дю, маркиза) – первая француженка мате-
матик и физик (07.12.1706 – 10.09.1749). Родилась в Париже. Самостоятельно изучила мате-
матику, физику, языки. Ученица П. Л. М. Мопертюи и А. К. Клеро. Была в дружеских отно-
шениях с Вольтером. Написала и опубликовала ряд работ по физике. Её перевод «Математи-
ческих начал натуральной философии» Исаака Ньютона на французский язык (1745) сыграл 
важную роль в деле ознакомления французских учёных с механикой И. Ньютона. Исследо-
вала понятие «живой силы», развивая идеи И. Бернулли, в результате чего вывела формулу 
кинетической энергии (1740). Формула была признана лишь через 100 лет (см.: Эйнштейн А., 
Инфельд Л. Эволюция физики. – М.: Изд–во «Молодая гвардия», 1966. – 267 с.).  
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на. Например, поступательное движение совершают кузов вагона с грузом и все 
детали тележки (надрессорные балки, боковые рамы, буксовые узлы и колёсные 
пары). Однако колёсные пары, кроме поступательных движений, ещё соверша-
ют вращательные. Таким образом, колёсные пары совершают плоско-
параллельное движение. Поэтому для определения кинетической энергии таких 
тел применяют теорему Кёнига100, вытекающую из теоремы Гюйгенса101: 
при плоскопараллельном движении кинетическая энергия тела (E) равна энер-
гии поступательного движения (Eпост = Ee) со скоростью центра масс (vC) и 
кинетической энергии вращательного движения вокруг центра масс (Eвр). 

Математически теорему Кёнига представляют в виде 
,врпост EEE                                                (4.32) 

где 

;
2

2

пост
Сv

ME    .
2

ω2

вр CJE   

Здесь M – масса системы, кг; vC – линейная скорость центра масс системы, м/с; 
JC – момент инерции системы относительно оси, проходящей через центр масс 
(постоянная величина), кг·м2 [Воронков, 1957; Добычин, 2005]; ω – угловая 
скорость системы, рад./с.  

В соответствии с этим кинетическую энергию материальной точки, совер-
шающей плоскопараллельное движение, применительно к колёсной паре те-
лежки вагона записывают так: 

,
2

ω

2

22

кп C
С J

v
ME                                             (4.33) 

где Mкп – масса одной колёсной пары вагона, кг; vC – линейная скорость центра 
колеса, совпадающая со скоростью скатывания вагона v = ve, м/с; JC – момент 
инерции колёсной пары вагона относительно оси, проходящей через центр масс 
Ск, кг·м

2; ω – угловая скорость колёсной пары (ω = vC/rк, так как мгновенный 

центр скоростей (МЦС) P ( },,,{ 2121 AAAA PPPPP   и },,,{ 2121 BBBB PPPPP  ) 
колёсной пары (см. рис. 2.60, 2.61) расположен в полюсе, т. е. в точке его со-
прикосновения с рельсом), рад/с. Отметим, что МЦС – это точка, где происхо-
дит касание колеса с рельсом, поскольку является общей точкой двух тел. Так 
как рельс неподвижен, а колесо не проскальзывает (случай чистого качения), то 
точка (полюс) P имеет нулевую скорость в данный момент времени. Вокруг 
этой точки происходит поворот колеса в заданный момент времени [Комаров, 
Яшин, 2004; Бутенин и др., 1998]. 

Учитывая, что ω = vC/rк, преобразуем (4.33) следующим образом: 

                                                 
100 С. Кёнинг (1712 – 1757) – немецкий механик. 
101 Тарг С.М. Краткий курс теоретической механики: учебник для втузов.  М.: Высш. шк., 
1998.  416 с. 



 292

.
2

2

2
к

кп
CC v

r

J
ME 








                                         (4.34) 

Отметим, что момент инерции колёсной пары вагона JC относительно оси, 
проходящий через центр масс Ск, находят экспериментально либо способом 
физического маятника с добавочным грузом, либо методом разгона102. 

Чтобы аналитически найти приближённое значение JC, принимают, что JC 
= Mкп i

2 (i – радиус инерции, м). Считают, что колесо является однородным и 
сплошным диском радиусом rк. Далее, в первом приближении пренебрегают 
моментом инерции собственно оси колёсной пары. Тогда момент инерции од-
нородного диска относительно оси, перпендикулярной к нему и проходящей 
через центр масс Ск

103, равен JCк = Mкп rк
2/2. Теперь, приравняв полученные 

значения JC, находят радиус инерции  i2 = rк
2/2 (или 2/кri  ). 

С учётом выполненных выкладок перепишем (4.34) так: 

,
22

2
кп

кпкп
CvM

MnE 





                                    (4.34а) 

или 

,
22

3 2

кпкп
Cv

MnE                                         (4.34б) 

или, учитывая, что для четырёхосных вагонов nкп = 4, 

.
2

6
2

кп
Cv

ME                                            (4.34в) 

Заметим, что если тело совершает сложное движение (в частности, и плос-
копараллельное) [Добычин, 2005], то, в отличие от (4.32) или (4.33), кинетиче-
ская энергия системы в абсолютном движении (Eабс) равна сумме кинетиче-
ской энергии центра масс (EC) со скоростью центра масс (vC = vабс), если в 
нём сосредоточена вся масса системы, и кинетической энергии системы при 

её движении относительно центра масс ( врEEr
C  ). В этом случае (см. век-

торное уравнение (1.41)) 

reC vvv    
или, согласно теореме косинусов, 

 cos2222
rereC vvvvv .  

Здесь ve и vr – переносная и относительная скорости центра масс, α – угол меж-

ду векторами ev  и rv . 

                                                 
102 Юдин В.А., Петрокас Л.В. Лабораторный практикум по теории механизмов и машин. – М: 
Физматгиз, 1960. – 171 с.   
103 Воронков И.М. Курс теоретической механики. – М: ГИТТЛ, 1957. – 596 с.   
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Теорема об изменении кинетической энергии  
материальной точки в дифференциальной форме  

 
Умножая основное уравнение динамики (2.5) скалярно справа на радиус-

вектор rd  точки М кривой L (см. рис. 3.4), получим 

.rdFrd
dt

vd
m                                        (4.35) 

 
В последнем уравнении справа имеем элементарную работу активной (за-

данной) силы F , действующей на материальную точку М (см. (3.9а)). 
Преобразуем левую часть уравнения (4.35), используя свойства скалярного 

произведения двух векторов: 
 

).( vvdmvvmd
dt

rd
vmdrd

dt

vd
m   

 
Квадрат модуля скорости можно записать как скалярное произведение 

двух векторов (скалярный квадрат вектора равен квадрату его модуля [Брон-
штейн, Семендяев, 1980]) в виде  

vvv 2
.  

 
Дифференцируя полученное равенство по правилам дифференцирования 

двух переменных [Бронштейн, Семендяев, 1980], имеем 
 

).(22 vvdvdvvvddv   
Отсюда 

.
22

)(
22 v

d
dv

vvd   

Тогда 

.
22

)(
22 mv

d
v

mdvvdm   

 
На основании последнего выражения уравнение (4.35) примет вид: 

 

,
2

2

rdF
mv

d                                             (4.36) 

 
а с учётом (4.31) запишется 

rdFdE  , 
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или  
WdE  .                                                 (4.37) 

 
Уравнение (4.37) выражает теорему об изменении кинетической энергии 

для свободной материальной точки в дифференциальной форме. 
Теорема. Дифференциал кинетической энергии материальной точки равен 

элементарной работе силы, действующей на эту точку. 
Данная теорема справедлива как для свободной, так и для несвободной ма-

териальной точки. 
Другой вывод этой теоремы можно получить, умножая обе части проек-

ции векторного уравнения динамики (2.2) на направление скорости v  на vdt . 
Тогда правая часть уравнения (4.36) будет представлена выражением (4.37). 

 
 

Теорема об изменении кинетической энергии  
для свободной материальной точки в конечной форме  

 
Получим эту теорему для конечного перемещения материальной точки. 
Допустим, что материальная точка переместилась из положения М0, где 

скорость 0v , в положение М1, где скорость 1v  = v . 
Интегрируя уравнение (4.36) на этом участке пути, получим 
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22
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0
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 
M
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rdF
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или с учётом (3.30) 

.
22 )(

2
0

2

10MMW
vmvm

                                   (4.38) 

 
Уравнение (4.38) выражает теорему об изменении кинетической энергии 

материальной точки в конечной форме. 
Теорема. Изменение кинетической энергии движущейся материальной 

точки на любом участке пути равно работе приложенной к ней силы на прой-
денном этой точкой пути. 
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В общем случае, когда на материальную точку действуют несколько сил, 

то в уравнении (4.38) под )( 10MMW  следует понимать работу их равнодейст-

вующей, равную сумме работ этих сил на данном пути (см. (3.32а)). 
Тогда последнее уравнение примет вид 

 

.
22 )(

2
0

2

10 MMW
vmvm

                               (4.39) 

 
Уравнению (4.38) с учётом (3.31) можно придать и такой вид: 

 

.)(
22

)(

)(

2
0

2 1

0

 
M

M
zyx dzFdyFdxF

mvmv
                    (4.40) 

 
 

Теорема об изменении кинетической энергии  
для несвободной материальной точки в конечной форме  

 
Напомним, что материальную точку называют несвободной, если на её 

движение наложены ограничения. Эти ограничения называют связями (см. п. 
2.1). 

При изучении движения несвободной материальной точки используют 
принцип освобождаемости от связей геометрической статики (см. п. 2.2), т. е. 
действие связи на материальную точку заменяют их реакциями. Тогда матери-
альная точка будет свободной и будет находиться под действием заданных 
(активных) сил и реакции наложенных связей (реактивных сил). Вспомним, что 
связи математически записывают в виде уравнений или неравенств в зависимо-
сти от их характера (см. п. 2.1). 

Если связь неидеальная, а поверхность негладкая, то появится касательная 

составляющая реакции связи F , называемая силой трения трF  (см. (2.64)). В 

этом случае в правую часть уравнения (4.36) необходимо добавить работу силы 

трения трW . 

Тогда теорему об изменении кинетической энергии для несвободной мате-
риальной точки представляют в виде 
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где  )( 10MMW  – сумма работ всех активных сил, действующих на материаль-

ную точку, когда она движется по кривой, противоположной направлению силы 

(см. (3.31)); трW  – работа силы трения (см. (3.18)). 

Работа силы трения – величина отрицательная, т. е. сила трения направ-
лена противоположно перемещению точки: 

.
0

тртр 
s

dsFW
                                          (4.42) 

В частном случае, когда материальная точка движется по прямой линии, 
противоположной направлению силы трения, работу этой силы определяют по 
(3.18): 

,тр fNsW                                           (4.42а) 

где f  коэффициент трения скольжения; N  нормальная составляющая реак-
ции связи; s – путь торможения.  

 
П р и м е р  1. Для примера 2, рассмотренного в пп. 2.1.3, найти высоту, на 

которую может подняться груз, при внезапной остановке крана (см. рис. 2.4). 
Дано: масса системы «спредер – контейнер» (в дальнейшем груз) M, кг; началь-

ная скорость груза 0v , равной переносной скорости крана до остановки ev , м/с. 
Р е ш е н и е.  Для определения высоты, на которую может подняться груз, 

применим теорему об изменении кинетической энергии для несвободной мате-
риальной точки в конечной форме (см. (4.41)). Скорость груза (т. е. конечная 
скорость) в момент, когда угол отклонения его от вертикали достигает наи-
большего значения φ = φmax, равна нулю, т. е. конечная скорость vк = 0. Работа 
силы тяжести G на пути CM: W(G) = – MgΔh. Тогда, применяя теорему об 
изменении кинетической энергии в конечной форме, получим (см. (2.1)): 

.g
2

2
0 hM

Mv
                                          (4.42б) 

Отсюда та высота, на которую может подняться груз, м (см. (2.2)): 

.
g2

2
0v

h                                                   (4.42в) 

 
 

4.4.3. Примеры решения задач на применение теоремы 
об изменении кинетической энергии точки 

 
Задача 1. Пусть грузу, имеющему массу m и лежащему на наклонной по-

верхности с углом наклона , сообщают (толчком) начальную скорость 0v  (см. 
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пп. 4.4.1, задача 1, рис. 4.7). Груз движется от начального М0 до конечного М1 

положения (остановки). Движение груза тормозится постоянной силой трF . 

Коэффициент трения между поверхностями груза и наклонной поверхностью f. 
Требуется определить, какой путь пройдёт груз от начального М0 до конечного 
М1 положения (остановки), т. е. найти тормозной путь s = М0М1. 

Решение. На груз действуют: сила тяжести G , реакция наклонной плос-

кости N  и сила трения трF . Для определения тормозного пути s = М0М1, учи-

тывая, что в условия данной задачи входят s, 0v , v  и постоянная сила трF , 

воспользуемся теоремой об изменении кинетической энергии в виде уравнения 
(4.41). Здесь v  = 0 ( v   скорость груза в момент остановки). Кроме того, рабо-
та силы тяжести W(G) = Gsins, нормальной составляющей реакции связи 
W(N) = 0 (поскольку она перпендикулярна перемещению s), силы трения Wтр = 
– fNs (см. (3.18), (4.42а)). 

Следовательно, согласно (4.41), будем иметь 
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или с учётом того, что N = Gcos, 
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Отсюда находим тормозной путь груза 
 

.
)ψsinψcos(g2

2
0




f

v
s                                     (4.43) 

 
Величина тормозного пути прямо пропорциональна квадрату начальной 

скорости v0, а время торможения по результату задачи 2 (см. (4.28) или (4.29)) 
растёт пропорционально начальной скорости v0. Применительно к наземному 
транспорту пропорциональность тормозного пути квадрату начальной скорости 
показывает, как возрастает опасность с увеличением скорости движения. 

В частном случае, когда  = 0, (4.43) примет вид 
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.
2

2
0

gf

v
s                                                (4.43а) 

 
Результаты численного решения, выполненные в системе MathCAD, пред-

ставлены в виде макет-документов. 
Расчёт тормозного пути груза s, м: 
 

 
 
Графическая зависимость тормозного пути груза от вариации угла наклона 

наклонной поверхности в пределах от 0 до 5 с шагом  = 0,5 показана на 
рис. 4.13. 

 

 

 
 

Рис. 4.13. Графическая зависимость s = f(). 
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Отсюда ясно, что с увеличением угла наклона наклонной поверхности про-
исходит увеличение тормозного пути груза. Для частного случая, когда  = 0, 
тормозной путь  s = 0,246 м (см. (4.43а)). 

 
Задача  2. Вагон с грузом движется по прямому горизонтальному пути с 

начальной скоростью 0v . Коэффициент сцепления колесных пар вагона с рель-

сами f. На железнодорожном транспорте силу сопротивления движению опре-
деляют как долю от силы тяжести состава или вагона, и такая сила намного 
меньше, чем вычисляемая в виде силы трения скольжения. Найти длину пути s, 
который пройдёт вагон до остановки. 

Данная задача решается также с использованием (4.43а), а результаты ре-
шения соответствуют рассмотренному выше частному случаю, когда  = 0. 

 
 
 

4.5. Общий принцип механики (принцип Д’Аламбера104) 
 
 

Методы решения задач механики основываются на уравнениях, вытекаю-
щих или непосредственно из законов механики, или же из общих теорем, яв-
ляющихся следствием этих законов. Однако такой подход не является единст-
венным. Оказывается, что уравнения движения или условия равновесия меха-
нической системы можно получить, положив в основу вместо законов Ньютона 
другие положения, называемые принципами механики.  

                                                 
104  Д’Аламбер, Жан ле Рон – крупнейший французский математик, философ и просветитель, 
работавший вместе с Дени Дидро и другими «энциклопедистами» над созданием «Энцикло-
педии наук, искусств и ремесел», в которой Д’Аламбер вёл раздел точных наук (1717–1783). 
Родился в Париже, был подкинут матерью на ступени церкви святого Жан ле Рон, откуда и 
получил своё имя. Воспитывался в семье бедного стекольщика; позднее его стал материаль-
но поддерживать отец, офицер де Туш. Ещё в раннем детстве поражал окружающих наблю-
дательностью и рассудительностью. Член Парижской (с 1741 г.), Петербургской (с 1764 г.), 
Берлинской и ещё нескольких академии. В «Трактате о динамике» (1743) впервые сформу-
лировал один из наиболее общих принципов динамики, известный ныне под названием 
«принцип Д’Аламбера». Важнейшие работы относятся к теории дифференциальных уравне-
ний, которые послужили основой для создания новой тогда науки – математической физики. 
Д’Аламбер и независимо от него Эйлер впервые нашли связи между действительной и мни-
мой частью аналитических функций, которые впоследствии были названы уравнениями Ко-
ши – Римана (хотя исторически правильнее было бы назвать их уравнениями Д’Аламбера – 
Эйлера). Доказал достаточный признак сходимости числовых рядов – признак Д’Аламбера в 
предельной форме (числовой ряд сходится, если отношение последующего члена к преды-
дущему стремится к постоянному числу P, которое по модулю меньше единицы). 
Д’Аламбер, по оценке Л. Эйлера, – это мировое светило тогдашней математики [Яков-
лев, 1983]. 
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Отметим, что Д’Аламбер в «Трактате о динамике» (1743) впервые сформу-
лировал прямой и наиболее общий метод решения задач динамики систем с на-
ложенными связями, который называют теперь принципом Д’Аламбера. На 
основе этого принципа можно сравнительно просто записать уравнения для 
любой задачи движения несвободной механической системы и, следовательно, 
трудности рассмотрения механических задач в значительной степени можно 
свести к трудностям интегрирования дифференциальных уравнений. В тех слу-
чаях, когда необходимо найти ускорения системы тел, задача сводится к реше-
нию системы алгебраических уравнений и легко решается известными метода-
ми. 

В ряде случаев применение этих принципов позволяет найти более эффек-
тивные методы решения соответствующих задач [Тарг, 1998].  

Ниже рассмотрим один из общих принципов механики, называемый прин-
ципом Д’Аламбера. 

 
 
 
 

Понятие о принципе Д’Аламбера 
 

Допустим, что несвободная материальная точка M (например, вагон) дви-
жется по заданной неподвижной негладкой кривой M0M1 (рельсовые нити) под 

действием активной силы F  (рис. 4.14, а) и реакции связи  FNR  (рис. 
4.14, б).  

 

 
 

Рис. 4.14. Движение точки в инерциальной системе отсчёта. 
 

На рис. 4.14, б, согласно принципу освобождаемости от связей геометриче-
ской статики (см. п. 2.2), мысленно отброшены рельсовые нити (пунктирные 

линии M0M1) и их влияния заменены реакцией связи R , а затем найдена ре-

зультирующая сила рR  как геометрическая сумма сил F  и R  (см. рис. 4.14, 

б).  
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Согласно основному закону динамики (см. (2.5)), действие на точку массы 

m  силы рR  вызывает появление абсолютного ускорения этой точки абсa  в 

инерциальной («неподвижной») системе отсчёта Oxyz :  
 

m

R
aa р
абс  , 

или 

amR р  = абсam , 

где 

RFR р . 

 

Здесь m  масса точки, кг; абсa   абсолютное ускорение точки в инерци-

альной («неподвижной») системе отсчёта Oxyz , м/с2; F  и R   действующая 
на материальную точку равнодействующая активных сил и приложенная к ней 
реакция связи (кривая линия M0M1 (например, рельсовые нити), по которой 
двигалась точка M (вагон)).  

Мысленно к движущейся точке M приложим силу  
 

абср amRI  .                                      (4.44) 

 

Тогда сила абсamI   уравновесит равнодействующую рR . Силу I  на-

зывают силой инерции (англ. inertia force), мысленно приложенной к движущей-
ся материальной точке в данной системе отсчёта движения. 

Cилой инерции точки называют вектор, направленный противоположно 

абсолютному ускорению точки абсa  и равный по величине произведению массы 
точки на её ускорение. 

Следовательно, 

0p  RI , 

или 

.0 IRF                                             (4.45) 
 

Математически векторное уравнение (4.45) выражает принцип Д’Аламбера. 
Принцип Д’Аламбера: в каждый момент движения материальной точки 

заданная сила F , реакции связи R  и соответствующая сила инерции I  обра-
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зуют систему сил, эквивалентную нулю, т. е. удовлетворяющую уравнениям 
равновесия. 

Вводя при решении задач динамики силу инерции Д’Аламбера, для полу-
ченной системы сил можно пользоваться привычными уравнениями стати-
ки. Этот метод, называемый методом кинетостатики, часто оказывается 
весьма удобным при определении динамических реакций связей. 

Иначе, вместо того чтобы составлять уравнения движения точки, мож-
но составлять уравнения равновесия сил и сил инерции Д’Аламбера. 

Вспомним, что кинетостатика (от греч. kinëtós движущийся и статика) – 
раздел механики, в котором рассматриваются способы решения задач динамики 
методами статики.  

Формально принцип Д’Аламбера позволяет свести задачу о движении точ-
ки к задаче о равновесии действующих на неё сил и сил инерции. 

Очевидно, что принцип Д’Аламбера не сводит динамическую задачу к зада-
че статики, а лишь дает простой и наглядный приём составления динамических 
уравнений методами статики. Принцип Д’Аламбера показывает один из про-
стых приёмов постановки задач динамики и составления дифференциальных 
уравнений движения, но не разрешает проблемы интегрирования этих уравне-
ний.  

Физически сила инерции есть не что иное, как результирующее «противо-

действие» по отношению к результирующей силе рR , которое оказывает дви-

жущаяся точка (груз) на внешние связи (рельсовые нити), изменяющие её дви-
жение.  

Для сил инерции нельзя указать источник в виде определённого тела, дей-
ствующего на рассматриваемую точку. Поэтому силы инерции не имеют про-
тиводействующих и в отличие от сил взаимодействия не подчиняются треть-
ему закону Ньютона. В связи с этим силы инерции Д’Аламбера часто называют 
фиктивными105. Силы инерции в инерциальной системе отсчёта отсутству-
ют106.  

Фиктивность (или условность) силы инерции I  в абсолютном движении 
тела заключается в том, что в расчётной модели её прикладывают к центру масс 
материальной системы (груза) С и направляют от объекта. В результате име-
ют условное или относительное равновесие, что собственно и эквивалентно ис-
пользованию подвижной системы координат, жёстко связанной с объектом 
движения.  

                                                 
105 Ишлинский А.А. Механика относительного движения и силы инерции. – М.: Наука, 1981. – 
640 с.  
106 Николай Е.Л. Теоретическая механика. Ч. 2. Динамика. – М.: – Л.: ГИТТЛ, 1948. – 580 с.  
Лойцянский Л.Г., Лурье А.И. Курс теоретической механики. Т. 2. Динамика. – М.: Наука, 

1983. – 640 с. 
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Уравнения (4.45) эквивалентны дифференциальным уравнениям движения 
материальной точки (4.2). Следовательно, из принципа Д’Аламбера, как из 
уравнения (4.2), можно получить общие теоремы динамики. 

Проецируя на координатные оси векторное уравнение (4.45) с учётом (4.2), 
получим следующую систему трёх дифференциальных уравнений второго по-
рядка, выражающих в координатной форме принципа Д’Аламбера: 

 

xx RF
dt

xd
m 

2

2

; 

yy RF
dt

yd
m 

2

2

;                                          (4.46) 

zz RF
dt

zd
m 

2

2

. 

 
С траекторией движения в каждый момент времени можно связать под-

вижную ортогональную систему координат Мnb, начало которой совпадает с 

точкой М, а осями являются касательная  , главная нормаль n  и бинормаль 

nb  . Здесь  , n , b   единичные векторы по осям системы координат 
Мnb, называемой трёхгранником Френе.  

Проведя касательную τ – τ и нормаль n – n к следу кривой M0M1 и про-

ецируя вектор силы инерции в абсолютном движении I  на естественные оси 

Mnτb (рис. 4.15), получим проекции силы I  на касательную, главную нормаль 
и бинормаль траектории (см. (1.20), (1.21), (4.4) и (4.5)): 

 

;
dt

vd
mmaI     ;

2




v
mmaI nn ,0 bb maI    

(4.47) 

где v  и v   модуль и заданная скорость точки (тело), м/с;   радиус кривиз-

ны траектории в данной точке кривого участка пути, м; bI  проекция силы 
инерции на бинормаль. 
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Рис. 4.15. Проецирование сил на естественные оси. 
 

При этом за положительное направление касательной принимают направ-
ление скорости точки, за положительное направление главной нормали – на-
правление к центру кривизны траектории. 

Таким образом, силу инерции в абсолютном движении I  = абсI  разлагают 
на составляющие  

nIII  абс ,                                          (4.47а) 

причём I  и nI , направленные по касательной и главной нормали противопо-

ложно ускорениям a  и na , называют соответственно касательной (или тан-
генциальной) и нормальной составляющими силы инерции в абсолютном дви-
жении107. 

Нормальная составляющая силы инерции nI  всегда направлена от центра 
кривизны кривой.  

В случае движения материальной точки по окружности (т.е. при  = R  
радиус окружности (см. [Бухгольц, 1967])) нормальную составляющую силу 

инерции nI  называют центробежной силой цбI . 

Уравнения (4.47) в проекциях на оси системы координат Френе Мnb бу-
дут иметь вид (см. (4.4) и (4.5)): 

aF
dt

sd
m 

2

2

;  ;
2

NF
v

m n 
  bF0 ,                    (4.48) 

где aF , nF  и bF   проекции активной силы F  на оси системы координат 

Мnb. Прямоугольными составляющими активной силы F  на оси системы 

координат Мnb являются  FF a , nFFn   и bFFb  . 
Из первого уравнения (4.48) можно непосредственно найти закон движения 

материальной точки вдоль кривой, т.е. зависимость )(tfs  , а затем и ско-

рость точки v . 
                                                 
107  Воронков И.М. Теоретическая механика.  М.: Наука, 1966.  596 с. 
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Второе уравнение (4.48) позволяет определить нормальную составляющую 

N  реакции связи R  по заданной величине скорости точки v . Если скорость 
точки v  не задана (и не определена из первого уравнения (4.48)), то её можно 
найти ещё по теореме об изменении кинетической энергии точки (см. п. 4.4.2, 
уравнение (4.41)).  

В случае, когда несвободная материальная точка движется по негладкой 

кривой (например, по рельсовой нити), к проекции aF  активной силы F  пер-

вого уравнения (4.48) можно прибавить силу трения скольжения трFF   (рис. 

4.16). Тогда в это уравнение через силу трения войдёт ещё и нормальная со-

ставляющая N  реакции связи R :  

тр2

2

FF
dt

sd
m a                                  (4.49) 

или, в силу закона Кулона (см. (2.64)), 
 

fNF
dt

sd
m a  2

2

.                                 (4.49, а) 

 

 
 

Рис. 4.16. Схема приложение сил. 
 
 

Заключение 
 

Подводя итоги обсуждения силы инерции Д’Аламбера, особо отметим, что 
принцип Д’Аламбера – важный инструмент механики в исследовании динамики 
движения твёрдых тел и упругих систем. Используя этот принцип, выводят 
дифференциальные уравнения движения не только тел и систем тел, но и сис-
тем с распределенными параметрами, например стержней (струн)108 и др. Со-
ставление дифференциальных уравнений движения представляет исходную 
часть исследования того или иного явления в технике, в частности в сфере гру-
                                                 
108 Тихонов А.Н., Самарский А.А. Уравнения математической физики. – М: Наука, 1972. – 659 
с. 
  Араманович И.Г., Лёвин В.И. Уравнения математической физики (Серия: «Избранные зада-
чи высшей математики для инженеров и студентов вузов»). – М.: Наука, 1969. – 288 с. 
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зовых перевозок. От этого этапа исследования зависит правильность конечных 
результатов решения задачи. Если теоретически анализ составленных уравне-
ний затруднителен, то современные вычислительные средства позволяют ре-
шать в символьном виде любые сложные дифференциальные уравнения. По-
этому важным является составление этих уравнений с использованием класси-
ческих положений теоретической механики. 

Таким образом, подчеркнём, что принцип Д’Аламбера обладает следую-
щими достоинствами: 

– позволяет пользоваться привычными уравнениями равновесия статики 
(см. (4.45)); 

– даёт возможность сразу получить уравнения, разрешённые относительно 
старших производных (см. (4.46)), и поэтому не требует выкладки для их выде-
ления; 

– допускает возможность непосредственно найти ускорение точки в абсо-
лютном движении aабс. при известных активных и реактивных силах, либо ре-
акции связи (силы трения, или силы торможения), если известно ускорение aабс. 
и вызывающее его активные силы (см. (4.46)); 

– позволяет использовать известные уравнения колебаний стержней 
(струн) из курса математической физики путём выделения этих элементов и 
введения соответствующих реакций.  

 
 
 

Решения задач на применение принципа Даламбера 
 
 

I. Рассмотрим случай, когда вагон с грузом скатывается с сортировочной 
горки с постоянным ускорением aабс = const. При этом связь между колёсами 
вагона и рельсовыми нитями неидеальная, а поверхность шероховатая. 

Задача 1109. Вагон (или отцеп) скатывается по рельсовым нитям, наклонён-
ным к горизонту под углом 0 (рис. 4.17), под воздействием проекции силы 
тяжести G на направления скатывания (Gx) и/или совместно с силой аэродина-

мического сопротивления xrF в  при попутном или встречном ветре (см. п. 3.1, 
(3.10) и (3.11)) как активных сил110. 

 

                                                 
109 Данная задача является дальнейшим развитием задачи скатывания вагона по рельсам (см.: 
Лойцянский Л.Г., Лурье А.И. Курс теоретической механики. Т. 2. Динамика. – М.: Наука, 
1983. – 640 с.).  
110  Туранов Х.Т., Ситников С.А., Мягкова А.В. Математическое обоснование необходимости 
расположения на первом профильном участке сортировочной горки первой тормозной пози-
ции // Транспорт: Наука, техника и управление, 2011, № 3.  С. 10 – 14. 
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Рис. 4.17. Первый профильный участок горки. 
 

Первый  профильный  участок  горки имеет профиль 0 – 1 – 2 и на участке 
1 – 2 расположена 1-я тормозная позиция (1ТРП) с координатами a и b (см. рис. 
4.17). На рис. 4.17 обозначено: ВГ – высота горки; H и L – параметры расчёт-
ной высоты горки, м; h1, h2 и l01, la – высота и длина соответствующих участ-
ков горки, м; lab – длина первой тормозной позиции, м; ψ01 и ψ02  – углы накло-
на соответствующих участков горки, рад. 

Постановка задачи. Требуется найти силу торможения вагона, вызывае-
мую трением колёс о рельсовые нити, трением в подшипниках буксовых узлов 
и другими случайными (или эпизодическими) силами с учётом воздействия на 
вагон (или отцеп) встречного и/или попутного ветра. 

Принятые допущения. За упрощённую расчётную модель скатывания ва-
гона с горки, учитывающую трение качения колёс вагона со скольжением, при-
нимают модель, показанную на рис. 2.61.  

В данной задаче моментами трения качения колёс о рельсовые нити (см. 
рис. 2.61) и в подшипниках буксовых узлов передней и задней тележек вагона 
(см. (2.81)) можно пренебречь.  

Решение. В пп. 2.4.2 сила трения при качении колёс со скольжением 
ск
трF  

как сила торможения вагона Fторм, направленная в сторону, противоположную 
скатыванию вагона с горки, представлена в виде (см. (2.80а)) 

 

yrFfNfF вск0ск
ск
тр  ,                                       (4.50) 
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где fск – коэффициент трения скольжения колеса по рельсу («метал по металлу» 
– fск = 0,15 ÷ 0,25); 

N – нормальная составляющая реакции связей (рельсовых нитей), Н: 
 

0в0 ψsinψcos xrFGN  ;                            (4.51) 
 

fск0 – коэффициент трения скольжения гребней колеса по рельсу (принима-
ют – fск0 = 0,25 [Расчёты…, 2003];  

yrF в  – проекции силы аэродинамического сопротивления на поперечную 

ось вагона, Н (см. рис. (3.3, б), (3.12)). 

Вводя понятия «сдвигающих» хFсд.  и «удерживающих» хFуд.  сил, с учё-

том всех активных и реактивных сил, получим (см. п. 3.1): 
– при встречном ветре 

 

0сд. ψsinGGF xх  ;                                      (4.52) 
 

– при попутном ветре (см. (3.11)) 
 

0в0сд. ψcosψsin xrх FGF  ;                             (4.53) 
 

– при встречном ветре (см. (3.10)) 
 

0вτуд. ψcosxrх FFF  ;                                       (4.54) 

 
– при попутном ветре 

τуд. FF х  ,                                                   (4.55) 

 
где Fτ – сумма всех сил сопротивлений при качении колёс со скольжением, 

кроме проекции силы аэродинамического сопротивления 0в ψcosxrF   на ось x 
при встречном ветре:  

 

торм.
ск
трτ FFF  .                                           (4.56) 

 
Согласно (4.46), запишем дифференциальное уравнение второго порядка, 

выражающее в координатной форме принцип Д’Аламбера на направление ска-
тывания вагона: 
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



n

k
kx

n

k
kx RF

dt

xd
M

11
2

2

,                                       (4.57) 

где M – масса вагона с грузом, кг; х

n

k
kx FF сд.

1




 – проекции всех активных сил 

на направления скатывания вагона (ось x), Н; торм
1

FR
n

k
kx 


 – проекции всех 

реактивных сил на ось x, Н. 
По условию задачи вагон скатывается с горки равноускоренно с ускорени-

ем, направленным по оси x, т. е. 2

2

dt

xd
 = aабс.x = const.  

Из (4.57) найдём силу торможения (или силу, стремящуюся замедлить 
движения) вагона 

xх MaFF .абссд.торм  . 

 
С учётом (4.52) и/или (4.53) и того, что M = G/g, представим последнее 

выражение после упрощений с учётом (4.54) в виде 
 

.
g

ψcosψsin .абс
0

в
0торм. 











 xxr a

G

F
GF                         (4.58) 

 
Здесь знак «минус» – при встречном ветре, а «плюс» – при попутном. 
Из последней формулы видно, что сила торможения вагона Fторм постоян-

на по величине при условии, если переносная скорость скатывания вагона ve – 
величина заданная (см. (1.54) и (1.55)), в противном случае Fторм окажется ве-
личиной переменной.  

Особо заметим, что случай, когда ve = f(t) и Fторм = f(t), является самостоя-
тельной прикладной задачей. 

Рассматривая частный случаи, когда Fторм = const, согласно закону Кулона 
(см. (2.64)) запишем коэффициент трения скольжения колёс о рельсовые нити  

 

.торм

N

F
f                                                (4.59) 

 
Перепишем закон Кулона с учётом (4.50) и (4.58): 
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0в0

.абс
0

в
0

ψsinψcos

g
ψcosψsin

xr

xxr

FG

a

G

F
G

f

















 

или после упрощений 

.
ψsinψcos

g
ψcosψsin

0
в

0

.абс
0

в
0

G

F

a

G

F

f
xr

xxr










                          (4.60) 

 

В частном случае, при неучёте силы ветра, т. е. xrF в  = 0, и того, что 

0
0

0 tgψ
ψcos

ψsin
 , (4.59) примет вид 

,
ψcosg

tgψ
0

.абс
0

xa
f                                        (4.60а) 

 
что совпадает с результатами, приведёнными в работе [Лойцянский, Лурье, 
1983], которые подтверждают корректность выполненных математических вы-
кладок. 

Изменяя уклон профиля горки, можно найти такое значение угла 0 = тр,  
при котором вагон будет скатываться равномерно, т. е. aабс.x = 0, чему соответ-

ствует скорость скатывания вагона vабс.x.= ve = const. В этом случае f = tgтр, 

где тр – угол трения (см. пп. 2.4.1, рис. 2.48). 
Перепишем (4.59) с учётом (4.51): 

 

).ψsinψcos( 0в0торм xrFGfF                            (4.61) 

 
С другой стороны,  
– при встречном ветре, согласно (4.54)  

 

yrxrxr FfFGfFF вск00в0ск0вторм )ψsinψcos(ψcos    

 
или после упрощений 

 

yrxr FffFGfF вск00ск0в0скторм )ψsinψ(cosψcos  ; (4.62) 

 
– при попутном ветре, согласно (4.55) 
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yrxr FfFGfF вск00в0скторм )ψsinψcos(  .              (4.63) 

 
Приравнивая (4.61) и (4.62), (4.61) и (4.63) между собой, найдём новое зна-

чение f1,2 = tgтр, при котором вагон будет скатываться с горки равномерно, т. 
е.  aабс.x = 0: 

– при встречном ветре  
 

;
ψsinψcos

)ψsinψ(cosψcos

0в0

вск00ск0в0ск
1

xr

yrxr

FG

FffFGf
f




        (4.64) 

 
– при попутном ветре  

 

.
ψsinψcos

)ψsinψcos(

0в0

вск00в0ск
2

xr

yrxr

FG

FfFGf
f




                    (4.65) 

 

В частном случае, при отсутствии ветра, т. е. xrF в  = yrF в  = 0, (4.64) и 

(4.65) примет вид .ск2,1 fff   

 
Задача 2. Пусть в задаче 1 известны значения угла наклона профиля горки 

0, коэффициент трения качения колёс со скольжением fск = fск0 = f и Fторм. = 
const. Требуется найти скорость вагона ve = f(t) через каждые t = t1 секунд после 
начала скатывания с горки и обосновать необходимость расположения на уча-
стке 1 – 2 первой тормозной позиции (1ТРП) перед подходом вагона (отцепа) к 
стрелочной зоне при любых значениях уклона (см. рис. 4.17). 

Постановка начальных условий задачи (или задача Коши). Пусть при t = t0 

0x  = v0, как скорость скатывания вагона, является начальным условием задачи. 

Обычно v0 = 1,1–1,38 м/с (или 4–5 км/ч), а допустимая скорость доходит до 8,5 
м/с в зависимости от конструктивного исполнения тормозных устройств (т. е. 
замедлителей вагона). 

Решение. Дифференциальное уравнение движение вагона, составленное 
согласно принципу Д’Аламбера на основе (4.52) и (4.53) с учётом (4.51), имеет 
вид уравнения (4.57): 

 

,)ψsinψcos(ψcosψsin вск00в0ск0в02

2

yrxrxr FfFGfFG
dt

xd
M    
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где M – масса вагона с грузом, кг. 

Преобразуя последнее соотношение с учётом того, что G = Mg, будем 
иметь 

,A
dt

dx

dt

d









                                               (4.66) 

где A – постоянное число, имеющее размерность ускорения, м/с2: 
– при встречном ветре 

 

;)ψsinψ(cos)ψcosψ(sing в
ск00ск0

в
0ск0 M

F
ff

M

F
fA yrxr





  (4.67) 

 
– при попутном ветре 

 

.)ψsinψ(cos)ψcosψ(sing в
ск00ск0

в
0ск0 M

F
ff

M

F
fA yrxr





  (4.68) 

 
Уравнение (4.66) имеет физический смысл лишь при выполнении следую-

щих условий: 
– при встречном ветре 

;ψcosψsinψcosgψsing в
ск00

в
0

в
0ск0 M

F
f

M

F

M

F
f yrxrxr












 

  (4.67а) 

 
– при попутном ветре 

.ψsinψcosgψcosψsing в
ск00

в
0ск0

в
0 M

F
f

M

F
f

M

F yrxrxr








 




  (4.68а) 

 

В частном случае, при отсутствии ветра, т. е. xrF в  = yrF в  = 0, условия 

(4.67а) и (4.68а) примут простой вид: 
 

0ск0 ψcosψsin f  
 

или, как отвлечённые числа, поскольку левая часть неравенства представляет 
собой геометрический параметр, а правая – физический: 

 

ск0tgψ f .                                                (4.69) 
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Интегрируя уравнение (4.66) с учётом того, что )(tvx
dt

dx
  , получим 

 
,)( CAttv   

 
где С – постоянное интегрирование, имеющее размерность скорости, м/с. 

Согласно начальному условию задачи (задача Коши), в момент t = t0, 0x  = 

v0, так, что С = v0. Следовательно, можно записать уравнение скорости скаты-
вания вагона с горки в виде: 

0)( vAttv  .                                              (4.70) 
 

По истечении t = t1 секунд скорость скатывания вагона равна, м/с: 
 

011)( vAttv  .                                           (4.71) 
 

Анализ полученных результатов. Из уравнения (4.70) (или (4.71)) видно, 
что даже при малом значении начальной скорости v0 = (1,1 ÷ 1,38) м/с скорость 
v(t1) достаточно велика. Именно по этой причине перед подходом вагона (от-
цепа) к стрелочной зоне при скатывании вагона даже по малым уклонам горки 
следует его затормозить, располагая на участке 1 – 2 1-ю тормозную позицию 
(1ТРП) (см. рис. 4.17) и вводя дополнительные трения тормозными балками об 
обода колёс колёсных пар тележек111 [Туранов, 2008]. 

Задача 3112. В задаче 2 отмечено, что при скатывании вагона даже по ма-
лым уклонам горки следует его затормозить, располагая на участке 1 – 2 пер-
вую тормозную позицию (1ТРП) с координатами a и b (см. рис. 4.17).  

Постановка начальных условий задачи (или задача Коши). Пусть при t = t0 

0x  = veвх = v0, как скорость входа вагона на 1ТРП, является начальным услови-
ем задачи.  

Условия задачи. Во время торможения вагона (или отцепа) на 1ТРП на него 
действуют проекции силы тяжести вагона с грузом Gx = Gsinψ02 на ось x; силы 

аэродинамического сопротивления xFв  и yFв  на ось x и y; нормальная состав-

ляющая реакции связи (рельсовых нитей) N (см. (4.51)) и сила прижатия тор-
мозных колодок балок замедлителей вагона Fтк. 

                                                 
111  Туранов Х.Т. Прикладная механика в сфере грузовых перевозок грузов в вагонах: 
учебн. пособие.  Екатеринбург: УрГУПС, 2008.  347 с. 
112 Данная задача является дальнейшим развитием задачи, решённой в книге: Николаи Е.Л. 
Теоретическая механика. Ч. 2. Динамика. – М.;– Л: ГИТТЛ, 1952. – 484 с. 
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Предполагаем, что силы аэродинамического сопротивления xFв  и yFв  

имеют постоянное значение (см. (3.10) – (3.12)), что возможно лишь при рав-
номерном движении вагона по горке (т. е. при ve = veвх = const). 

Силы трения скольжения колёс по рельсу 
тп
трF  при прохождении вагона на 

длине горочной тормозной позиции найдём, учитывая, что каждое колесо те-
лежки вагона входит на участок ТРП горки последовательно, т. е. с запаздыва-
нием на некоторое время τ: 

 

),()ψsinψcos( втктп02в02ск
тп
тр yrx FFfFGfF     (4.72) 

 
где fск – коэффициент трения скольжения колёс о рельсовые нити («метал по 
металлу» fтп = 0,15 ÷ 0,25); ψ02 – угол наклона участка 1ТРП (можно принять не 
менее 12 ‰); fтп = 0,14 ÷ 0,20 – коэффициент трения скольжения колёс о тор-
мозные колодки балок замедлителей вагона; Fтк – сила прижатия тормозных 
колодок балок замедлителей вагона. 

Будем иметь в виду, что в (4.72) fтпFтк представляет собой силу трения 
контактируюемых поверхностей тормозных колодок балок замедлителей вагона 
и рельсовых нитей об обода колёс колёсных пар тележек и она равносильна 
тормозной силе вагонного замедлителя Fторм, т. е. fтпFтк = Fторм. При решении 
практических задач можно принять Fторм   0,1Gx = 0,1Gsinψ02. 

Постановка задачи. По данным задач 1 и 2 и заданной длине участка 1ТРП 
– lab требуется найти скорость движения вагона (см. рис. 4.17). 

Решение. Дифференциальное уравнение движение вагона, составленное 
согласно принципу Д’Аламбера с учётом проекции силы тяжести вагона с гру-

зом Gx = Gcosψ02 на ось x и силы аэродинамического сопротивления xFв  и 

yFв  на ось x и y, имеет вид уравнения (4.57): 

 

,
)

)ψsinψcos(
ψcosψsin торм

втп

02в02ск

02в022

2

F
Ff

FGf
FG

dt

xd
M

yr

x

xr 










    

 
где M – масса вагона с грузом, кг; Fторм = fтпFтк – тормозная сила вагонного 
замедлителя, Н. 

Представим последнее уравнение в виде 
 

,
2

2

B
dt

xd
M                                                  (4.73) 
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где B – постоянное число, имеющее размерность силы, Н: 
– при встречном ветре 

 

торм
втп

02в02ск

02в02 )

)ψsinψcos(
ψcosψsin F

Ff

FGf
FGB

yr

x

xr 










 ; 

 
– при попутном ветре 

 

торм
втп

02в02ск

02в02 )

)ψsinψcos(
ψcosψsin F

Ff

FGf
FGB

yr

x

xr 










 . 

 
В частном случае, при неучёте силы ветра,  

 

торм02ск02 )ψcosψ(sin FfGB  . 

 
Уравнение (4.73) имеет физический смысл лишь тогда, когда соблюдаются 

условия: 
– при встречном ветре 

 

тормвтп02в02ск02в02 )ψsinψcos(ψcosψsin FFfFGfFG yrxxr  , (4.74) 

 
причём в правой части (4.74) ещё должно быть учтено условие 

yrxxr FfFGfFF втп02в02ск02вторм )ψsinψcos(ψcos  ;  (4.74а) 

 
– при попутном ветре 

 

тормвтп02в02ск02в02 )ψsinψcos(ψcosψsin FFfFGfFG yrxxr  , (4.75) 

 
причём в правой части (4.75) ещё должно быть учтено условие: 

 

yrx FfFGfF втп02в02скторм )ψsinψcos(  .               (4.75а) 

 
Особо отметим, что при соблюдении условий (4.74а) и (4.75а) для того, 

чтобы вагон двигался на участке 1ТРП со скоростью ve(t) меньшей, чем ско-
рость входа veвх(t) в 1ТРП, т. е. ve(t) < veвх (t), необходимо соблюдение сле-
дующих условий: 

– при встречном ветре 
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торм.02ψsin FG  ;                                          (4.74б) 

 
– при попутном ветре 

 

торм.02в02 ψcosψsin FFG xr  .                           (4.75, б) 

 
Подчеркнём, что при несоблюдении условий (4.74, б) и (4.75, б) имеется 

вероятность торможения вагона с остановкой на длине участка 1ТРП, что до-
пустимо для интервального регулирования движения вагонов по профилю гор-
ки. 

Разделяя обе части (4.73) на M и интегрируя её с учётом того, что 

)(tvx
dt

dx
  , имеем 

,)( 1Ct
M

B
tv   

 
где С1 – постоянное интегрирование, имеющее размерность скорости, м/с. 

Согласно начальному условию задачи, в момент t = t0 0x  = veвх = v0, так что 
С1 = v0. Следовательно, можно записать уравнения скорости движения вагона 
на участке 1ТРП в виде 

0)( vt
M

B
tv  .                                              (4.76) 

 
Интересно отметить, что на участке 1ТРП обязательно должно соблюдать-

ся условие 0vt
M

B
  с тем, чтобы было достигнуто 0)( vtv  , поскольку перед 

подходом вагона (отцепа) к стрелочной зоне (за пределы 1ТРП (см. рис. 4.17)) 
движение вагона должно быть замедленным.  

Интегрируя уравнение (4.76) с учётом того, что dt

dx
tv )( , находим 

 

,
2

)( 20

2

Ctv
t

M

B
tx                                        (4.77) 

 
где С2 – постоянное интегрирование, имеющее размерность длины, м, которое 
при t = t0 
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M

B
C   

 
Подставляя значение С2 в (4.77), получим путь s(t) = x(t), который пройдёт 

вагон в пределах длины участка 1ТРП за время t: 
 

).()(
2

1
)( 00

2
0

2 ttvttB
M

ts                                 (4.78) 

 
Отсюда можно найти время tab, в течение которого вагон пройдёт задан-

ную (согласно Проекту для существующих горок) длину участка lab = s с коор-
динатами a и b 1ТРП (см. рис. 4.17): 

 

 ,1
0

2
0

2
02,1 BcvMMv

B
t                                   (4.79) 

 
где c0 – постоянное число, имеющее размерность кг·м: 

 

.22 00
2
00 tMvBtMlc ab                                 (4.79а) 

 
Время tab = t1,2, с, из которого за tab примем t2 как имеющее меньшее зна-

чение, чем t1. 
В частном случае, при несоблюдении условий (4.74б) и (4.75б) имеется ве-

роятность торможения вагона с остановкой на длине участка 1ТРП (хотя это 
допустимо). В этом случае время остановки tост найдём, учитывая, что в (4.76) 
ve(tост) = 0: 

.0ост v
B

M
t                                                (4.80) 

 
Здесь отрицательный знак показывает на замедление движения и на то, что 

tост < t (t – текущее время). 
Подставляя (4.80) в (4.78), можно получить путь торможения (или тормоз-

ной путь) sторм в пределах участка 1ТРП, м: 
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или после упрощений с учётом того, что x(tост) = sторм: 
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s                               (4.81) 

 
Отсюда ясно, что путь торможения растёт пропорционально квадрату на-

чальной скорости (см. (4.43)). 
Анализ полученных результатов. В результате аналитического моделиро-

вание движения вагона на участке первой тормозной позиции сформулированы 
различные условия, при которых возможно движение вагона на участке 1ТРП 
со скоростью ve(t) меньшей, чем скорость входа veвх(t) в 1ТРП, т. е. ve(t) < 
veвх(t). Выведены конечные аналитические формулы для нахождения скорости, 
пройдённого пути и времени движения на заданной длине тормозного участка, 
позволяющие обеспечить замедленное движение вагона (отцепа) перед стре-
лочной зоной (за пределы 1ТРП). Получены аналитические формулы для расчё-
та времени остановки на заданной длине тормозного участка и пути торможе-
ния в случае, когда движущие вагон силы меньше, чем тормозящие, что может 
быть при несоблюдении условий торм02ψsin FG   и торм02в02 ψcosψsin FFG xr  . 

 
II. Рассмотрим случай, когда механическая система «грузвагон» движется 

по рельсовым нитям по кривому участку пути с ускорением. При этом связь 
между колёсами вагона и рельсовыми нитями идеальная, а поверхность глад-
кая. 

Особо отметим, что в специальных задачах грузовых перевозок нормаль-

ную составляющую nI  силы инерции Д’Аламбера в абсолютном движении 
можно формально учитывать при движении грузового вагона по кривой, услов-
но приложив её к центру масс колёсных пар совместно с боковыми рамами те-
лежек вагона. При этом из общей массы тележек следует исключить массу над-
рессорных балок, поскольку они входят в число масс надрессорного строения. 
Исходя из этого не следует считать, что сила инерции Д’Аламбера возникает 
при движении тела в кривой как сила давления движущегося тела на рельсовые 
нити (действия)113; 

                                                 
113 Шахуньянц Г.М. Железнодорожный путь.  М.: Транспорт, 1987.  479 с. 
  Большая энциклопедия транспорта: в 8 т. Т. 4. Железнодорожный транспорт / Гл. ред. Н. С. 
Конарев.  М.: Большая российская энциклопедия, 2003.  1039 с.   
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Для примера рассмотрим схему приложения сил к колесной паре грузового 

вагона, включая нормальную составляющую nI  силы инерции Д’Аламбера, ко-
торая представлена на рис. 4.18114. 

 

 
 

Рис. 4.18. Схема приложения внешних сил к колесной паре вагона. 
 

На рис. 4.18 обозначено: G – сила тяжести колёсной пары, кН; F1 и F2 –
нагрузки от кузова на шейки оси малонагруженной колёсной пары по вертика-
ли, кН [Вериго, Коган, 1986]; Fр = Hр – рамная сила, как доля горизонтальной 
поперечной силы Fy, приходящейся на малонагруженное колесо, кН115; h – рас-
стояние от головки рельса до приложения рамной силы, м (обычно принимают 
0,54 м, поскольку h = rк + rш); In – нормальная составляющая сила инерции ко-
лёсной пары в абсолютном движении, учитывающая её движение с ускорением 
в поперечном направлении по кривому участку пути, кН; Iz – сила инерции ко-
лёсной пары в абсолютном движении, учитывающая её движение с ускорением 
по вертикали вниз из-за неровности пути, как неблагоприятный случай для 
опускания колеса вниз, кН; a1 – расстояние от центра шейки оси колёсной пары 
до гребня колеса упорной нити (у четырёхосного грузового вагона принимают 
0,264 м) и a2 – расстояние от центра шейки оси колёсной пары до точки контак-
та колеса с внутренней рельсовой нитью (принимают 0,168 м); Δh – возвыше-
ние наружной рельсовой нити A относительно внутренней B, м; θ – угол, ха-
рактеризующий возвышение наружной рельсовой нити, рад.; 2S – расстояние 
между точками контакта колёс с рельсами, т. е. расстояние между осями рель-
сов, м (обычно 1,58 м). 

                                                 
114  Туранов, Х.Т. Построение динамических моделей устойчивости колеса колёсной пары 
грузового вагона при вкатывании на головку рельса / Х.Т. Туранов, А.Р. Якупов // Транспорт: 
Наука, техника и управление. – 2011. – № 7. – С. 8–14. 
115  Туранов, Х.Т. Математическое моделирование рамных сил при движении подвижного со-
става c несимметрично размещённым грузом / Х.Т. Туранов, А.Р. Якупов, А.А. Ватонин // 
Транспорт: Наука, техника и управление. – 2011. – № 11. – С. 15–21. 
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Для построения динамической модели колёсной пары тележек грузового 
вагона будем иметь в виду, что для колёсной пары рельсовые нити A и B явля-
ются основными неидеальными и неудерживающими связями, ограничиваю-
щими её от перемещения в поперечном направлении, т. е. вдоль подрельсового 
основания (шпал). Иначе, основное назначение рельсовых нитей A и B, как 
внешних связей, – это направление колес тележек подвижного состава при 
движении на прямых и в кривых участках пути.  

 

Задача 4. Известно, что наружный рельс устанавливают с возвышением 
относительно внутреннего с целью выравнивания давления колес на рельсовые 

нити ( Q ) и уменьшения величины опрокидывающего момента (Мопр) при 
движении подвижного состава по кривому участку пути (см. рис. 4.18).  

Постановка задачи. Требуется вывести аналитические формулы для опре-
деления нормальных составляющих реакции внешних связей (рельсовых нитей) 

AN  и BN  на воздействие колёс колёсной пары грузового вагона. 
Принятые допущения. В отличие от [Вериго, Коган, 1986; Шахуньянц, 

1987], допускаем, что вертикальные силы 1F  и 2F , приложенные на шейки оси 
колёсной пары, препятствуют вкатыванию гребня прямолинейной части мало-
нагруженного колеса на головку упорного рельса A относительно точки O под 

действием рамной силы pF . 

Решение. Согласно принципу освобождаемости от связей геометрической 
статики, вначале освобождают колёсную пару от рельсовых нитей A и B (см. 

рис. 4.18), заменяя их влияние реакциями внешних связей 1R  и 2R . Через точ-

ки контакта колёс с рельсовыми нитями A и B проводят касательные τ – τ и 
нормали n – n так, как показано на рис. 4.19. Показывают оси координат O1yz. 

 

 
 

Рис. 4.19. Динамическая модель вкатывания колёсной пары вагона. 
 

Имеют в виду, что касательная τ – τ к рабочей грани головки рельса в точ-
ке O касания гребня наружного колеса с рельсом упорной нити A образует с 
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горизонталью (ось O1y) угол α (обычно принимают для грузовых вагонов рав-
ным 60°, а для локомотивов – 70°). Учитывая, что перемещению оси колёсной 
пары относительно рельсовых нитей препятствуют силы трения между их кон-

тактируемыми поверхностями, реакции связей 1R  и 2R  направляют противо-
положно перемещению колёс с некоторыми отклонениями (обычно на угол 
трения) от нормали n – n. Так поступают из-за того, что хотя точки приложения 

1R  и 2R  как векторных величин известны, но их направления и величина не-

известны. В соответствии с этим реакции связей 1R  и 2R  раскладывают на 

нормальные 1N , 2N  и касательные 1F , 2F  составляющие так, как показано 
на рис. 4.20.  

 

 
 

Рис. 4.20. Динамическая модель вкатывания малонагруженной колёсной пары. 
 

Учитывают, что касательные составляющие 1F  и 2F  реакции связей 
представляют собой силы трения между контактируемыми поверхностями ко-

лёс и рельсовыми нитями, т. е. 1F  = 1трF , 2F  = 2трF . Силы трения, как силы 

сопротивления, всегда направлены в сторону, противоположную скольжению 
гребня колеса по рабочей грани головки упорного рельса, так, как показано на 
рис. 4.20. 

Таким образом, получают динамическую модель колёсной пары вагона  
для определения устойчивости колеса на рельсе (см. рис. 4.18). 

Согласно принципу Даламбера в динамической модели колёсной пары те-
лежек грузового вагона должно соблюдаться условие (см. уравнение (4.45)): 

 

2111p RRFFFGII zn  . 

 
Покажем решение задачи составлением двух уравнении моментов сил от-

носительно двух произвольных точек O и B (рис. 4.20). 
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Известно, что условия равновесия сил геометрической статики, как пло-
ской системы, может быть записано и в виде (см. (2.51)): 
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Второе и третье уравнение системы (4.82) могут быть использованы для 

определения N1 и N2, а первое – в классической механике служит контролем 
корректности решения задачи. 

Запишем второе и третье уравнение системы (4.82) относительно двух 
произвольных точек O и B (см. рис. 4.20): 
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 (4.84) 

 
где rк – радиус колеса; h1 и hτ1 – плечо сил N1 и Fτ1:  
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Вводя понятия «удерживающих» Mуд. и «опрокидывающих» Mопр. момен-
тов сил (см. п. 2.10)116: 

 
  22к.уд 2)sin()cos()sin( MSFrSGSIM n  ;  

к1р.опр )cos( rISIMhFM nz  ,  

перепишем (4.83) в виде 
022.уд.опр  SNMM .                                     (4.86) 

 
С учётом закона Кулона (2.64) и последних соотношений перепишем (4.84) 

в виде 
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116  Яблонский А.А., Никифорова В.М. Курс теоретической механики. Ч. 1. Статика. Кинема-
тика.  М.: Высш. шк., 1977.  368 с. 
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Из (4.86) и (4.87) непосредственно найдём неизвестные нормальные со-

ставляющие N1 и N2 реакции внешних связей 1R  и 2R : 
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Заметим, что в (4.88) при любых исходных данных должно соблюдаться 

условие Mуд.>Mопр.. 
Полученные формулы представляют собой математическую модель нагру-

женной первой колёсной пары передней тележки вагона при движении под-
вижного состава по кривому участку пути. 

Контролем правильности аналитических выражений является выполнение 
следующего равенства, вытекающего из первого уравнения (4.82): 

 
  2121 )sin()cos()cos()sin()( NfNGIIFF nz  .  (4.90) 

 
Анализ полученных результатов. Нормальная составляющая N1 реакции 

наружной рельсовой нити R1 в основном зависит от рамной силы Fр, коэффи-
циента трения между контактируемыми поверхностями гребня колеса и упор-
ного рельса и вертикальных сил F1 и F2, приложенных на шейки оси колёсной 
пары. Нормальная составляющая N2 реакции внутренней рельсовой нити R2 
также зависит от значений активных сил Fр, F1 и F2, но не зависит от состояния 
контактируемых поверхностей колеса и рельса, учитываемых коэффициентом 
трения скольжения. Нормальные составляющие реакции рельсовых нитей N1 и 
N2, согласно закону равенства действия и противодействия механики, равны 
силам давления QА и QВ вагона с грузом, но направлены противоположно (т. е. 
N1 = –QА и N2 = –QВ).  

 
П р и м е р  р а с ч ё т а. Приведём результаты вычислительных экспери-

ментов в системе MathCAD117. 

                                                 
117  Кирьянов, Д. Самоучитель MathCAD 13 / Д. Кирьянов. – СПб.: БХБ-Петербург, 2006.  
528 с. 
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Исходные данные задачи. Пусть в кривом участке пути с радиусом кривиз-
ны заданной точки кривого участка пути ρ = 320 м произошёл сход грузового 
вагона из-за вкатывания гребня колеса на головку наружного рельса118. Ско-
рость движения подвижного состава была v = 70 км/ч. По одной из версий, это 
могло произойти по причине жёсткого торможения. По одним сведениям, тор-
мозная сила достигала 700, а по другим – 1 000 кН. Расчёт следует выполнить 
при трёх величинах рамной силы Fр, которые получены по данным ВНИИЖТ: 
Fр1 = 50, Fр2 = 78 и Fр3 = 89 кН.  

Характеристика пути. Рельсы Р65, шпалы деревянные 2 000 шт./км, бал-
ласт гравийный, состояние пути плохое (коэффициент трения скольжения греб-
ня колеса по рельсу f = 0,25); радиус кривизны заданной точки кривого участка 
пути ρ = 320 м; возвышение наружной рельсовой нити A относительно внут-
ренней B – Δh = 0,1 м; θ = arctg(Δh/2S) = arctg(0,1/1,58) = 0,063 – угол, характе-
ризующий возвышение наружной рельсовой нити, рад. (θ·180/π = 3,621 град.). 

Отметим, что для заданной скорости движения v и радиуса кривизны кри-
вого участка пути ρ расчётная величина Δh = 0,19 м, в то время как заданная 
величина Δh = 0,1 м соответствует расчётной скорости движения подвижного 
состава 52 км/ч. 

Характеристика грузового вагона. G = 15 – сила тяжести колёсной пары, 
кН; Gбр = 920 – вес брутто, кН (M = 9,378 104 – масса кузова с грузом, кг); nк  = 
8 – количество осей экипажа, шт.; Gст. = Gбр/ nк = 115 – статическая нагрузка от 
колёса на рельс, кН; Gк  = 844 – вес кузова с грузом, кН; f = 0,25 – коэффициент 
трения скольжения гребня колеса по рельсу; F1 = Gст. и F2 = Gст. – нагрузка от 
кузова на шейки оси колёсной пары, кН (здесь предполагали, что груз размещён 
симметрично относительно продольной оси вагона). 

Результаты расчётов. Нормальная составляющая реакции рельсовых ни-
тей А и В, вычисленные по (4.88) и (4.89) в системе MathCAD при величине 
рамной силы Fр1 = 50 кН, оказались равными N1 = 484,5 и N2 = 131,45 кН. При 
Fр1 = 78 кН: N1 = 518,9 и N2 = 121,7 кН; при Fр1 = 89 кН: N1 = 532,4 и N2 = 
117,9 кН. Увеличение рамной силы Fр увеличивает значение реакции связи N1 и 
уменьшает N2 (рис. 4.21, а). Уменьшение коэффициента трения скольжения f 
при Fр = const. – увеличивает значение N1 (рис. 4.21, б). Здесь учтено, что N2 , 
согласно (4.88), не зависит от f. При любых исходных данных соблюдается ра-
венство (4.90) (268,81 кН), что подтверждает корректность выполненных расчё-
тов. 

 

                                                 
118  Расчёты и проектирование железнодорожного пути: учебн. пособие для студентов вузов 
ж. – д. трансп. / В.В. Виноградов, А.М. Никонов, Т.Г. Яковлева и др. // Под ред. В.В. Вино-
градова и А.М. Никонова. – М.: Маршрут, 2003. – 486 с. 
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Рис. 4.21. Графические зависимости N1 и N2 от вариации Fр и f. 
 

Таким образом, результаты вычислительных экспериментов на основе 
(4.88) и (4.89) показали, что при любых исходных данных будет соблюдено ус-
ловие N1cosα > N2 и равенство (4.90), что соответствует физическому смыслу 
решаемой задачи.  

 
 
 

4.6. Относительное движение материальной точки  
 
 

Основное понятие 
 

Напомним, что второй закон динамики и полученные из него уравнения и 
теоремы верны только для так называемого «абсолютного» движения точки, т. 
е. движения по отношению к инерциальной («неподвижной») системе отсчёта. 
Иначе, эти положения, вытекающие из второго закона динамики, верны в сис-
теме отсчёта, связанного с Землёй без учёта её вращения относительно своей 
оси. 

Переходим к изучению относительного движения точки (например, В), т. е. 
движения точки по отношению к неинерциальной системе отсчёта O1x1y1z1, 
которая, в свою очередь, движется с ускорением относительно инерциальной 
системы отсчёта Oxyz (рис. 4.22). 

 

 
 

Рис. 4.22. Система координат, связанная с подвижным телом. 
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4.6.1. Дифференциальное уравнение относительного движения точки 
(основной закон динамики для относительного движения точки) 

 
Пусть, как и в [Туранов, 2009; 2011], материальная точка М движется под 

действием приложенных к ней систем сил 1F , 2F , …, nF  (или результирую-

щей силы рR ), являющихся результатом взаимодействия точки с другими ма-

териальными телами. Применительно к задачам грузовых перевозок здесь под 
понятие «материальная точка» можно отнести груз, размещённый и закреплён-
ный на вагоне, а под понятия «другие материальные или физические тела» – ва-
гон, гибкие и упорные средства креплений. 

Изучим движение точки М по отношению к осям O1x1y1z1. Пусть неинер-
циальная система отсчёта («подвижные» оси) O1x1y1z1, связанная с вагоном, в 
свою очередь движется с ускорением по некоторым известным законам (на-

пример, с переносной скоростью ev  вагона) относительно инерциальной сис-

темы отсчёта («неподвижных» осей) Охуz (рис. 4.23, а).  
 

 
 

Рис. 4.23. Движение точки в неинерциальной системе отсчёта. 
 

Необходимо установить зависимость между относительным ускорением 

точки ra  и действующими на неё силами. 
Для этого запишем принцип Д’Аламбера, вытекающего из основного зако-

на динамики для абсолютного движения (второй закон Ньютона), 





n

k
k

n

k
k RFam

11
абс ,                                       (4.91) 

где m   масса точки, кг; абсa   абсолютное ускорение точки в инерциальной 

(«неподвижной») системе отсчёта Oxyz , м/с2; F  и R   действующая на мате-
риальную точку равнодействующая активных сил и приложенная к ней реакция 
связи (кривая линия M0M1, находящаяся на полу вагона), по которой двигалась 
точка M (например, груз)) (см. пояснение к рис. 4.14).  
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Здесь, согласно принципу освобождаемости от связей геометрической ста-
тики, мысленно отброшены пол вагона (пунктирные линии M0M1) и их влия-

ния заменены реакцией связи R , а затем найдена результирующая сила рR  как 

геометрическая сумма сил F  и R  (рис. 4.23, б).  
Cогласно теореме о сложении ускорений при сложном движении (теорема 

Кориолиса), известно, что абсолютное ускорение точки ( абсa ) определяют по 
уравнению (см. (1.56)) 

Cer aaaa абс , 

где ,ra ,ea Ca   относительное, переносное и поворотное ускорение (или уско-
рение Кориолиса) точки, м/с2. 

Подставляя последнее уравнение в (4.91), получим 


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k
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
                  (4.92) 

Выражения ee Iam  )(  и CC Iam  )(  называют силами инерции соот-
ветственно переносного движения и Кориолиса. 

Уравнению (4.92) придадим вид 

,
11
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k
kr IIRFam  


                                (4.93) 

где силу инерции переносного движения eI  и Кориолиса CI  следует принять 
с положительным знаком, поскольку согласно (4.92) знак уже учтён. 

Уравнение (4.93) математически выражает собой основной закон динами-
ки для относительного движения точки: движение точки относительно не-
инерциальной системы координат происходит согласно второму закону дина-
мики для инерциальных систем при условии, что в число сил, действующих на 
точку, включены силы инерции переносного движения и Кориолиса119. 

При этом переносные силы инерции и силы инерции Кориолиса для наблю-
дателя, связанного с неинерциальной системой отсчёта, представляются вполне 
реально действующими силами120. 

                                                 
119 Вильке В.Г. Теоретическая механика: учебник. – М.: Изд-во МГУ, 1991. – 237 с. 
120 Лойцянский Л.Г., Лурье А.И. Курс теоретической механики. Т. 2. Динамика. – М.: Наука, 
1983. – 640 с.  



 328

Прибавлением сил инерции переносного движения eI  и Кориолиса CI  к 
действующим силам учитывается влияние на относительное движение точки 
подвижных осей. 

Следовательно, появление переносной силы инерции математически связа-
но с влиянием на относительное движение груза перемещения подвижных осей 
O1x1y1z1. Допустим, что подвижные оси O1x1y1z1 перемещаются относительно 

неподвижных осей Oxyz поступательно с ускорениями exa , eya  и eza . В этом 

случае по отношению к осям O1x1y1z1 любая точка, связанная с системой от-

счета Oxyz, будет иметь ускорения exa , eya  и eza . Основной причиной 

появления этих ускорений будет кинематическая121  движение подвижной 
системы отсчёта O1x1y1z1, связанной с вагоном (т. е. движение вагона). 

Применительно к грузу, размещённому на вагоне, основной причиной по-
явления переносных ускорений aex, aey и aez также будет кинематическая  
движение подвижной системы отсчёта O1x1y1z1, связанной с платформой, т. е. с 

подвижным составом, движущимся со скоростью поезда v  по кривому участку 
пути с радиусом кривизны  траектории в данной точке (см. рис. 4.22). Следо-
вательно, в неинерциальной системе отсчёта O1x1y1z1 груз получает ускорение 
в результате ускоренного движения самой системы отсчёта. Причиной появле-
ния относительных колебаний груза служат заданные движением вагона резкие 
перемещения или колебания точек креплений гибких упругих связей (средств 
креплений), непосредственно примыкающих к увязочным устройствам вагона. 

Таким образом, если в инерциальной системе отсчёта материальная точка, 
как это видно из уравнения (4.91), может получить ускорение только за счёт 

действия на неё активных сил F , то в неинерциальной системе отсчёта ма-
териальная точка, как это видно из уравнения (4.93), может получить уско-
рение ещё и в результате движения самой системы отсчёта с ускорением. 

Проецируя на подвижные оси O1x1y1z1 уравнения (4.93), получим диффе-
ренциальное уравнение относительного движения точки (см. метод проек-
ций [Бронштейн, Семендяев, 1980]): 
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или  

                                                 
121 Пановко Я.Г. Введение в теорию механического удара. – М.: Наука, 1977. – 224 с. 
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Интегрируя дважды уравнения (4.94) при заданных начальных условиях 

(см. п. 4.2), находим закон относительного движения точки (4.3) (см. (1.3)): 
 

),(11 tfx   ),(21 tfy   ).(31 tfz   
 

Систему отсчёта, которая движется поступательно, равномерно и прямоли-

нейно, называют инерциальной (см. п. 2.1), и в ней eI  = CI  = 0. Следовательно, 
дифференциальное уравнение движения относительно всех инерциальных систем 
отсчёта имеет один и тот же вид. 

Однако отсюда не следует, что точки имеет одинаковые законы движе-
ния в этих системах отсчёта, так как у неё различные начальные условия в зави-
симости от системы отсчёта. Поэтому различные значения будут иметь произ-
вольные постоянные, а следовательно, и различные законы движения. 

 
 

Особенности сил инерции переносного движения 
 

Подводя итоги обсуждения относительного движения точки, особо отме-

тим, что силы инерции переносного движения – eI  обладают рядом особенно-
стей, отличающих их от сил взаимодействия122 (гравитационных, возникаю-
щих между всеми телами, согласно закону всемирного тяготения;  электромаг-
нитных, возникающих между телами или частицами, обладающими электриче-
скими зарядами; как разновидность электромагнитных – сил упругости и сил 
трения; сил аэродинамического сопротивления):  

сила инерции переносного движения вызвана не взаимодействием тел, а 
ускоренным движением самой системы отсчёта, поэтому к силам инерции пе-
реносного движения не применим закон равенства действия и противодействия 
механики (третий закон Ньютона); 

                                                 
122  Яворский Б.М., Пинский А.А. Основы физики: Учеб. пособие. В 2-х томах. Т. I. Механика. 
Молекулярная физика. Электродинамика. – М: Наука, 1981. – 480 с.  
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сила инерции переносного движения действует только в неинерциальной 
системе отсчета так же, как и силы взаимодействия. В инерциальных системах 
таких сил нет; 

для любой системы тел, находящейся в неинерциальной системе отсчета, 
силы инерции переносного движения являются внешними силами; 

сила инерции переносного движения, как и сила тяготения, пропорцио-
нальна массе тела, поэтому в поле сил инерции, как и в поле сил тяготения, все 
тела движутся с одним и тем же ускорением независимо от их масс.   

 
 

4.6.2. Понятие о силе инерции Кориолиса123 
 

Сила инерции Кориолиса с учётом (1.57) и (4.92) имеет вид 
 

 reCC vmamI  2 ,                              (4.95) 
её модуль определяется с учётом (1.58) как  

 

 sinω2 reC vmI ,                                       (4.96) 

где e   вектор угловой скорости переносного движения (подвижных осей 

O1x1y1z1 по радиусу кривизны  траектории данной точки кривой); rv   век-

тор относительной скорости точки;   угол между векторами e  и rv . 
Свойства сил инерции Кориолиса. Сила инерции Кориолиса всегда пер-

пендикулярна относительной скорости движения ( rc vI  ), а значит, и каса-

тельной M к относительной траектории точки. Поэтому проекция силы инер-

ции Кориолиса на касательную M к относительной траектории точки (т. е. на 

оси системы координат Френе Мnb) всегда равна нулю ( 0cI ). 
Применительно к грузу, размещённому на вагоне, сила инерции Кориолиса 

появляется при переходе поезда из прямого в кривой участок пути и при дви-
жении по кривой (в том числе при переходе на боковой путь). При этом проис-
ходит сдвиг груза вдоль (при прохождении стыка) и поперёк вагона (попереч-
ная сила инерции).  

Покажем, как находят направление силы инерции Кориолиса. Пусть вагон 
с грузом, с которым неподвижно связана система координат O1x1y1z1, движется 

по кривому участку пути M1M2 по траектории L с переносной скоростью ev , 

равной заданной скорости поезда пv , относительно неподвижной системы ко-

                                                 
123  Лойцянский Л.Г., Лурье А.И. Курс теоретической механики. Т. 2. Динамика. – М.: Наука, 
1983. – 640 с. 
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ординат Oxyz. В момент времени t пусть вагон с грузом занял положение M. 
Через точку M проводим касательную τ – τ и нормаль n – n так, как показано 
на рис. 4.24 (см. рис. 1.38). 

 

 
 

Рис. 4.24. К определению направления силы инерции Кориолиса. 
 

Рассмотрим случай, когда в этот момент времени произойдёт продольный 

сдвиг груза относительно вагона со скоростью rxv  по касательной τ – τ на рас-

стояние MM0 (см. рис. 4.24, а). При этом появляется ускорение Кориолиса Cya , 

м/с2, модуль которого определяют по формуле 

rxeCy va  ,                                              (4.97) 

где e  – переносная угловая скорость подвижного состава, движущегося по 

кривому участку пути с переносной скоростью ev , равной скорости поезда пv  
(известная величина), рад/с: 


 e

e

v
 

с учётом того, что ρ – кривизна  рассматриваемой точки M траектории L (для 
данного профиля пути величина известная); 

rxv  – скорость срыва груза относительно вагона по продольной оси, м/с. 

Особо подчеркнём, что ускорение Кориолиса Cya  определяют по величине 

и направлению скорости груза относительно вагона по продольной оси rxv  и 

всегда направленно в сторону вращения переносной угловой скорости e  по 

нормали n – n к центру кривизны ρ рассматриваемой точки M траектории L. 
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Модуль силы инерции Кориолиса CyI  находят по (4.97), а направление 

противоположно направлению ускорение Кориолиса Cya  (см. рис. 4.24, а). 

Рассмотрим второй случай, когда в момент времени t произойдёт попе-

речный сдвиг груза относительно вагона со скоростью ryv  по нормали n – n на 

расстояние MM0 (см. рис. 4.24, б). При этом появляется ускорение Кориолиса 

Cxa , модуль которого  

ryeCx va  ,                                            (4.98) 

где ryv  – скорость срыва груза относительно вагона по поперечной оси.  

Также подчеркнём, что ускорение Кориолиса Cxa  определяют по величине 

и направлению скорости груза относительно вагона по поперечной оси ryv  и 

всегда направленно в сторону вращения переносной угловой скорости e  по 

касательной τ – τ к кривизне ρ рассматриваемой точки M траектории L. 

Модуль силы инерции Кориолиса CxI  находят по формуле (4.96), а на-

правление противоположно направлению ускорение Кориолиса Cxa  (см. рис. 
4.24, б). 

 
4.6.3. Отличие силы инерции в относительном движении точки 

от силы инерции в принципе Д’Аламбера 
 

Силы инерции в относительном движении точки (в неинерциальной систе-
ме координат) отличаются от сил инерции в принципе Даламбера.  

Сила инерции для материальной точки является силой фиктивной (см. п. 
4.5), в то время как в относительном движении эти силы действуют на связи 
и могут быть измерены [Туранов, 2009; 2011]. 

Например, груз В при резком торможении вагона с ускорением ea  относи-

тельно инерциальной системы отсчёта Oxyz остается неподвижным, в то время 
как относительно неинерциальной системы отсчёта O1x1y1z1 уходит в обратном 

направлении с силой, равной eI  (в случае преодоления силы трения между гру-

зом и полом вагона трF ). Величина переносной силы инерции eI  может быть 

измерена динамометром D (рис. 4.25).  
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Рис. 4.25. К определению переносной силы инерции. 
 

В данной системе динамометр является дополнительной связью, деформа-
ция которой позволяет определить действующую силу инерции. 

Применительно к грузу В, размещённому и закреплённому в вагоне гибки-

ми упругими средствами креплений, переносную силу инерции eI  будут вос-
принимать именно эти средства креплений. 

В соответствии с этим отметим некоторые особые свойства силы инер-
ции переносного движения и Кориолиса124: 

– силы инерции переносного движения и Кориолиса, пропорциональные 
массам движущихся в неинерциальных системах отсчёта точек, в некотором 
роде аналогичны силам тяготения (и такая аналогия имеет глубокий физиче-
ский смысл); 

– видимое отсутствие тех материальных тел, которые согласно третьему 
закону Ньютона могли бы рассматриваться как источники возникновения сил 
инерции. Это обстоятельство вызывает представление о «фиктивности» сил 
инерции125, что неоправданно, так как третий закон Ньютона сформулирован 
только для инерциальных систем отсчёта; 

– зависимость силы инерции переносного движения и Кориолиса от не-
инерциального движения системы отсчёта, в которой они определены. 

 
 

Следствия дифференциального уравнения движения  
материальной точки в неинерциальной системе отсчёта 

 

1. В случае, если известны величины сил F  и R , действующих на мате-
риальную точку, то из уравнения (4.91) можно непосредственно определить аб-

солютное ускорение этой точки аабс aa  . Далее, учитывая уравнение (1.56), 
можно найти относительное ускорение точки 

)()(a Cer aaaa   
или с учётом (4.91) 

                                                 
124 Лойцянский Л.Г., Лурье А.И. Курс теоретической механики. Т. 2. Динамика. – М.: Наука, 
1983. – 640 с. – С. 422 – 423. 
125 Ишлинский А.Ю. Механика относительного движения и силы инерции. – М.: Наука, 1981. 
– С. 5–9, 41. 
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Это другое выражение теоремы Кориолиса о сложении ускорений, кото-
рым можно непосредственно пользоваться при решении задач.  

В правой части уравнения (4.99) первое слагаемое выражает ускорение, ко-

торое сообщают точке действующие силы F  и R , а два других слагаемых яв-
ляются ускорениями, которые точка получает вследствие движения неинерци-
альной системы координат O1x1y1z1, связанной с вагоном (т. е. движение ваго-
на).  

Из уравнения (4.99) видно, что заданные силы сообщают точке ускорение, 

равное 
m

RF 
 в любой системе отсчёта, но в инерциальной системе отсчёта 

это будет полное ускорение точки, а в неинерциальной  только его часть126. 

2. Сила инерции Кориолиса обращается в нуль ( CI = 0) в случае, если под-

вижные оси O1x1y1z1  движутся поступательно со скоростью ev  (см. рис. 4.21), т. 

е. переносное движение поступательное ( 0e ), что соответствует движению 
вагона по прямому участку пути. В этом случае основной закон относительного 
движения точки примет вид 

e

n

k
k

n

k
kr IRFam  

 11
.                                  (4.100) 

 
Уравнение (4.100) по аналогии с уравнением (4.57) можно представить так: 

 

e
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n

k
k

r IRF
dt
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m  

 11
                               (4.100а) 

или 

e

n

k
k

n

k
k

r IRF
dt

r

dt

d
m 






 

 11
.                       (4.100б) 

 
Уравнение (4.100б) в проекциях на координатные оси имеет вид, подобный 

(4.94). 
Уравнение (4.100а) позволяет найти закон изменения относительной ско-

рости материальной точки, а (4.100б) – относительного движения. 

                                                 
126 Тарг С.М. Краткий курс теоретической механики: учебник для втузов.  М.: Высш. шк., 
1998.   416 с. 
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Применительно к грузу, размещённому на вагоне, уравнением (4.94) мож-
но пользоваться не только в частном случае для определения перемещений гру-
за вдоль и/или поперёк вагона от действий продольной и вертикальной и/или 
поперечной и вертикальной переносной сил инерции в отдельности, но и в слу-
чае воздействия пространственной системы сил.  

3. Если переносное движение будет поступательным, равномерным и пря-

молинейным ( constev  и 0a , а потому и 0ea ), то силы инерции пере-

носного движения и Кориолиса обращаются в нуль ( 0eI  и 0CI ) и, следо-
вательно, дифференциальное уравнение относительного движения (4.93) имеет 
такой же вид, как и дифференциальное уравнение абсолютного движения 
(4.91). 

Отсюда вытекает, что никаким физическим экспериментом нельзя обнару-
жить, находится ли данная система отсчёта в покое или совершает поступа-
тельное, равномерное и прямолинейное движение. В этом состоит принцип от-
носительности классической механики, открытый Галилеем. 

4. Из свойства силы инерции Кориолиса вытекает, что её проекция на каса-
тельную M к относительной траектории точки (т. е. на оси системы координат 

Френе Мnb) всегда равна нулю ( 0CI ), и уравнение (4.49) в относительном 
движении будет иметь вид 

  eIFF
dt

sd
m тр2

2

 

или 

  eIFF
dt

dv
m тр ;                                     (4.101) 

enn INF
v

m 


2

; 

bF0 . 
Третьи слагаемые в правой части последних уравнений учитывают влия-

ние движения подвижных осей 111 zyOx  на изменение величины еv . 
Применительно к грузу, размещенному в вагоне, уравнение (4.101) спра-

ведливо для случая, когда происходит сдвиг груза вдоль вагона, т. е. направле-

ние скорости сдвига груза ( грv ) совпадает с касательной M к относительной 

траектории точки. 
5. Если точка по отношению к подвижным осям находится в покое (т. е. в 

относительном равновесии), то для нее 0ra  и 0 vvr , а следовательно, и 

0CI , так как ускорение Кориолиса  reC va  2  (см. (1.57)). Тогда из 



 336

уравнения (4.93), выражающего основной закон динамики для относительного 
движения точки, легко получить условие относительного равновесия  

 

0
11


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e
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k
k
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k
k IRF                                    (4.102) 

или 

.0
11




e

n

k
k

n

k
k amRF                             (4.102а) 

 
В векторном уравнении (4.102), как и ранее, силу инерции переносного 

движения eI  следует принять с положительным знаком. 
Очевидно, что при относительном равновесии точки заданная сила, реак-

ция связи и сила инерции переносного движения уравновешиваются. К такому 
заключению можно, очевидно, прийти и непосредственно из принципа 
Д’Аламбера. 

Уравнение (4.102) представляет собой уравнение относительного равнове-
сия (покоя) точки. 

Из уравнения (4.102) следует, что уравнения относительного равновесия 
точки составляются так же, как уравнения равновесия в неподвижной систе-
ме отсчёта, если при этом к действующим на точку заданным силам и реакции 
связей присоединить силу инерции переносного движения с положительным 
знаком (т.е. с учётом направления переносного ускорения так, как это пред-
ставлено в (4.92) и (4.102)).  

4.6.4. Теорема об изменении кинетической энергии точки  
в относительном движении 

 

Если точке дадим элементарное перемещение rd , которое по направле-

нию совпадает с направлением относительной скорости rv , то работа силы 
инерции Кориолиса на этом перемещении будет равна нулю. Это вытекает из 
свойства силы инерции Кориолиса: сила инерции Кориолиса всегда перпен-

дикулярна относительной скорости движения ( rC vI  ), а значит, и касатель-

ной M к относительной траектории точки. Поэтому проекция силы инерции 

Кориолиса на касательную M к относительной траектории точки (т. е. на оси 

системы координат Френе Мnb) всегда равна нулю ( 0CI ). 
Следовательно, такими же рассуждениями, как и в абсолютном движении, 

теорему об изменении кинетической энергии в дифференциальной форме для 
несвободной материальной точки получим в виде (см. выражение (4.36)) 
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Теорема. Дифференциал кинетической энергии относительного движения 

равен сумме элементарных работ активных сил, реакции связи и переносной 
силы инерции. 

В случае, когда ось Ох совпадает с направлением касательной M к отно-
сительной траектории точки: 
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    (4.103а) 
Теорему об изменении кинетической энергии в конечной форме можно за-

писать аналогично уравнению (4.103):  
 

),()(
22 тр)(

2
0

2

10 eMM
rr IWFWW

vmvm
                (4.104) 

 

где )( eIW   работа переносной силы инерции в относительном перемещении 

точки в Дж (или Нм). 
Теорема. Изменение кинетической энергии в относительном движении 

равно сумме работ всех действующих сил и переносной силы инерции.  
 

В уравнении (4.104) работы постоянных сил )(FW  и переносной силы 

инерции )( eIW  как постоянной силы, упругих сил )( xFW  и сил трения 

)( трFW  как постоянной силы, определяют согласно (3.17), (3.18) и (3.35) или 

(3.41): 

fGxFW )( тр ;  xmaIW ee )( ;   2
)(

2x
сFW x  .    (4.105) 

 
Последние слагаемые в правых частях уравнений (4.103) и (4.104) учиты-

вают влияние движения подвижных осей на изменение величины rv . 
 
 

4.6.5. Основные виды сил, воспринимаемых связями127  

                                                 
127 Туранов Х.Т. Теоретическая механика в задачах грузовых перевозок.  Новосибирск: 
Наука, 2009.  376 с. 
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Особо отметим, что при перевозке грузов на открытом подвижном составе 

внешние связи в виде платформы, гибких упругих (растяжка, обвязка) и упор-
ных (упорные и распорные деревянные бруски) средств креплений (или уст-
ройств обеспечения безопасности перевозок грузов) будут испытывать воз-
действие следующих видов сил.  

 
1. С и л а  т я ж е с т и  G (см. п. 3.1). G – активная сила, поскольку, начав 

действовать на покоящееся тело, может привести его в движение (см. пп. 2.1.5). 
G условно прикладывают к центру масс материальной системы (груза) C, и её 
воздействие испытывает внешняя связь (платформа, полувагон, гибкие упругие 
и упорные элементы креплений) (см. рис. 2.16, 2.17). 

В расчётной модели силу тяжести груза направляют от объекта. 
Применительно к сортировочным горкам за внешние движущие силы, вы-

нуждающие вагон совершать движение с ускорением, можно считать проекции 

силы тяжести G на направление скатывания вагона с горки – 0ψsinGGx   
(см. п. 4.5, задачи 1 – 3, рис. 4.17).  

 

2. Н о р м а л ь н а я  с о с т а в л я ю щ а я  nI   с и л ы  и н е р ц и и 

Д’Аламбера в абсолютном движении абсI . Особо отметим, что nI  в абсолют-
ном движении тела (вагон) по кривой является фиктивной силой инерции (см. 
уравнение (4.47а)).  

Вспомним, что сила nI  не возникает и не появляется, а лишь учитывает 
абсолютное движения тела по кривой с ускорением (см. п. 4.5). Подчеркнём, 

что никакой силы nI  к телу в действительности не приложено. Например, при 
движении поезда по кривому участку пути к вагону с жёстко закреплённым 

грузом (экипаж) никакой силы nI  не приложено (см. п. 4.5, задача 4, рис. 4.18). 

Утверждение о том, что сила nI , как центробежная сила, прижимает экипаж к 
наружной рельсовой нити, затрудняя его поворот и тем самым увеличивая на-
правляющую силу и, как следствие, боковой износ наружного рельса, не имеет 
физического обоснования128. Не имеет физического обоснования также утвер-
ждение о том, что при движении по кривой возникает силовое воздействие в 
                                                                                                                                                                  
  Туранов Х.Т. Взаимодействие открытого подвижного состава и твёрдотельного груза.  М.: 
ФГОУ «Учебно-методический центр по образованию на железнодорожном транспорте», 
2011.  374 с.   
128  Большая энциклопедия транспорта: в 8 т. Т. 4. Железнодорожный транспорт / Гл. ред. 
Н.С. Конарев. – М.: Большая российская энциклопедия, 2003.  1039 с.  
   Расчёты и проектирование железнодорожного пути: учебн. пособие для студентов вузов 
ж.–д. трансп. / В.В. Виноградов, А.М. Никонов, Т.Г. Яковлева и др.; под ред. В.В. Виногра-
дова и А.М. Никонова. – М.: Маршрут, 2003. – 486 с. 
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виде центробежной силы129. Прижатие экипажа к наружной рельсовой нити 

связано с воздействием переносной силы инерции eI  поперёк вагона ( eye II  ) 

(см. ниже). 

Нормальная составляющая nI  силы инерции в абсолютном движении тела 

(вагон) по кривой, так же как и сила инерции I  = абсI  (см. (4.47а)), не имеет 
никакого физического содержания и в расчётных уравнениях выполняет роль 
чисто математических величин, посредством которых учитывают влияние 
движения тела с ускорением130. 

Таким образом, учёт нормальной составляющей nI  силы инерции в абсо-
лютном движении в математической модели будет имитировать прохождение 
грузового вагона по кривому участку пути различного радиуса кривизны траек-
тории в данной точке кривой с различной скоростью. Будет учтено взаимодей-
ствие механической системы «путь  тележка грузового вагона» в поперечном 
направлении. 

Применительно к задачам по перевозке грузов можно отметить, что основ-
ной (пол вагона) и дополнительные (гибкие упругие (растяжка и обвязка), 
упорные и распорные (деревянные бруски)) внешние связи груза (объект) ис-
пытывают только воздействие переносных сил инерции, а не нормальной со-
ставляющей силы инерции в абсолютном движении (или центробежных сил). К 
дополнительным (избыточным) связям в задачах перевозки грузов относят гиб-
кие упругие (растяжка и обвязка), упорные и распорные (деревянные бруски) 
средства креплений. Таким образом, именно для дополнительных связей пере-
носные силы инерции являются реальными силами, вызывающими реальные 
деформации и напряжения в связях.  

 
3. П е р е н о с н ы е  с и л ы  и н е р ц и и.  Применительно к перевозке гру-

за на ОПС различают продольную exI , поперечную eyI  и вертикальную ezI  

переносные силы инерции. Эти силы являются переменными, поскольку зави-

сят от значений переносных ускорений по продольной exx aa  , поперечной 

eyy aa   и вертикальной ezz aa   осям вагона. Переносные ускорения возни-

кают в основном из-за отклонения норм содержания пути и изменчивости кли-
матических условий перевозок; торможения вагона с грузом (отцепа) на первой 
и второй тормозной позиции механизированной горки, оборудованной вагон-
ными замедлителями (из-за жесткой характеристики пневмоприводов); из-за  
соударения вагона с грузом о стоящие вагоны на путях сортировочной станции; 

                                                 
129  Шахуньянц Г.М. Железнодорожный путь: учебник для вузов ж.-д. транспорта. – М.: Транс-
порт, 1987. – 479 с. 
130  Теория механизмов и машин: учебник для вузов / Под. ред. К.В. Фролова. – М.: Изд-во 
МГТУ им. Н.Э. Баумана, 2004. – 664 с. 
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служебного торможения подвижного состава, движущегося на спуск; из-за экс-
тренного торможения подвижного состава; конструктивных особенностей те-
лежек и автосцепных устройств вагона (наличие зазоров в соединениях деталей 
и упругих элементов в виде пружин), а также из-за наличия технологического 
зазора между гребнями колёсных пар и рельсовыми нитями (рис. 4.26), которые 
доходят до 29 мм и более131. 

 

 
 

Рис. 4.26. Зазор между гребнями колёс и рельсовыми нитями. 
 

Поясним физическую причину появления переносных сил инерции. Рассмот-
рим относительное движение груза, т. е. движение по отношению к неинерци-

альной системе отсчёта 1111 zyxO , связанное с вагоном и произвольно движу-

щееся по отношению к инерциальной системе отсчёта Oxyz . Система отсчёта 

Oxyz  связана со станцией отправления поезда (см. рис. 4.22), появление пере-
носных сил инерции – с влиянием на относительное движение груза перемеще-

ния подвижных осей 1111 zyxO , связанных с любой точкой вагона. Основная 
причина появления ускорений  кинематическая  движение подвижной сис-

темы отсчёта 1111 zyxO , связанной с вагоном, т.е. с подвижным составом, дви-

жущимся со скоростью поезда v  по кривому участку пути с радиусом кривиз-
ны   траектории в данной точке132.  

В неинерциальной системе отсчёта 1111 zyxO  груз получает ускорение в ре-
зультате ускоренного движения самой системы отсчёта вместе с вагоном. Ина-
че говоря, причиной колебаний груза служат заданные колебания точки креп-
ления гибких упругих элементов, непосредственно связанных с увязочными 
устройствами вагона. 
                                                 
131  Карпущенко Н.И., Котова И.А. Боковой износ рельсов и безопасность движения // Путь и 
путевое хозяйство.  2005.  №5.  С. 9-11. 
  Аккерман Г.Л., Аккерман С.Г., Голубев О.В. и др. Оценка состояния железнодорожного пути 
// Транспорт Урала. – 2006. – №4 (11). – С. 37– 47. 
132  Пановко Я.Г. Введение в теорию механического удара. – М.: Наука, 1977. – 224 с. 
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Рассмотрим вынужденные колебания груза, размещённого на колеблю-
щейся платформе. Допустимые значения ускорений вагона с грузом установле-
ны экспериментально и нормированы133. 

3.1. Физика появления продольной переносной силы инерции  exI . Возник-

новение переносного ускорения вагона с грузом по продольной оси еxa  объяс-
няется продольными колебаниями подвижного состава при движении поезда не 
только по прямому участку пути, но и по кривому. Причиной колебаний вагона 
является, во-первых, движение подвижного состава по волнам неровности пути, 
во-вторых, торможение вагона с грузом (отцепа) на первой и второй тормозной 
позициях механизированной горки, оборудованной вагонными замедлителями, 
в-третьих, соударение вагона с грузом о стоящие вагоны на путях сортировоч-
ной станции, в-четвертых, служебное торможение подвижного состава, дви-
жущегося на спуск, в-пятых, экстренное торможение подвижного состава, в-
шестых, наличие в конструкции тележек зазоров между боковыми рамами и 
челюстями букс колесных пар, в-седьмых, наличие комплектов пружин (упру-
гих элементов), размещённых в проемах боковых рам тележек, в-восьмых, на-
личие упругих элементов (пружин) и зазоров в конструкциях поглощающих 
аппаратов автосцепных устройств. По этим причинам, по-видимому, происхо-
дит продольный сдвиг груза. 

Следует учесть, что при соударении вагонов в подгорочном парке и при 
служебном или экстренном торможении происходит явление «срыва» груза с 
места, хотя на него не действуют никакие силы. Такое явление происходит по-
тому, что, согласно первому закону инерции механики (см. пп. 2.1.3), груз 
стремиться сохранять своё свойство прямолинейно–равномерного движения со 
скоростью (или ускорением) вагона, равной скорости до соударения или тор-
можения. 

Учёт переносного ускорения вагона с грузом по продольной оси в матема-
тической модели будет имитировать движение поезда как по прямому, так и по 
кривому участку пути, при его движении на спуск в режиме служебного тор-
можения или отпуска и при соударении вагона на подгорочном парке. При этом 
будет учтено взаимодействие механической системы «путь  вагон  груз  
крепление» в продольном направлении. 

 
3.2. Физика появления поперечной переносной силы инерции при движении 

вагона по кривому участку пути. Возникновение переносного ускорения вагона 

с грузом по поперечной оси еya  (соответственно силы yI ) объясняется попе-

речными колебаниями при движении подвижного состава не только по кривому 

                                                 
133  Вершинский С.В., Данилов В.Н., Хусидов В.Д. Динамика вагона. – М.: Транспорт, 1991.  
360 с. 
  Нормы для расчёта и проектирования новых и модернизируемых вагонов железных дорог 
МПС колеи 1520 мм (несамоходных).  ГосНИИВ. – М.: ВНИИЖТ, 1996.  319 с. 
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участку пути, но и по прямому. Причиной колебаний вагона является, во-
первых, возникновение поперечных колебаний надрессорного строения вагона с 
грузом из-за появления волны неровности пути; во-вторых, наличие в конст-
рукции тележек зазоров между боковыми рамами и челюстями букс колесных 
пар, в-третьих, наличие комплектов пружин (упругих элементов), размещён-
ных в проемах боковых рам тележек, в-четвёртых, наличие технологического 
зазора между гребнями колёс и рельсовыми нитями (см. рис. 4.26); в-пятых, 
наличие упругих элементов (пружин) и зазоров в конструкциях поглощающих 
аппаратов автосцепных устройств.  

Кроме того, причиной колебаний может быть воздействие силы аэродина-
мического сопротивления переменного направления. В вагоне может быть 

«шальная тележка»134, способствующая увеличению величины ускорения еya . 

По этим и другим причинам, по-видимому, происходит поперечный сдвиг гру-
за.  

Учёт переносного ускорения вагона с грузом по поперечной оси в матема-
тической модели будет имитировать движение грузового вагона, как по криво-
му, так и по прямому участкам пути. При этом будет учтено взаимодействие 
механической системы «путь  вагон  груз  крепление» в поперечном на-
правлении. 

 
3.3. Физика появления поперечной переносной силы инерции при движении 

вагона по прямому участку пути еyI . Основными причинами возникновения 

поперечного переносного ускорения еya  (соответственно силы еyI ) в реальных 

условиях движения вагона по прямому участку пути являются: возникновение 
поперечных колебаний необрессоренной части вагона с грузом из-за появления 
волны неровности пути; наличие бокового зазора между гребнями колёс и 
рельсовыми нитями; поперечная деформация комплектов пружин тележек и 
действие силы аэродинамического сопротивления переменного направления. 

Учёт поперечного ускорения вагона с грузом по поперечной оси вагона в 
математической модели будет имитировать движение поезда как по прямому, 
так и по кривому участку пути. При этом будет учтено взаимодействие механи-
ческой системы «путьвагонгрузкрепление» в поперечном направлении. 

3.4. Физика появления вертикальной переносной силы инерции ezI . Воз-

никновение переносного ускорения вагона с грузом по вертикальной оси eza  

(соответственно силы ezI ) объясняется торможением вагона с грузом (отцепа) 
на первой и второй тормозных позициях механизированной горки, оборудован-
ной вагонными замедлителями, наличием упругих элементов (комплектов пру-
                                                 
134  Лысюк В.С. Причины и механизм схода колеса с рельса. Проблема износа колес и рель-
сов.  М.: Транспорт, 1997.  188 с. 
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жин) между боковыми рамами и надрессорными балками и состоянием пути 
(имеются неровности, связанные с просадкой, глубина которой достигает 0,03 ÷ 
0,04 м, а длина порядка 10 м), по волнам неровностей которого движется поезд. 

По этим причинам возникает вертикальная переносная сила инерции ezI , вос-
принимаемая упругими элементами креплений груза и полом вагона.  

Учёт переносного ускорения вагона с грузом по вертикальной оси в мате-
матической модели будет имитировать явление «подпрыгивания вагона с гру-
зом» из-за движения подвижного состава по волнам неровности пути, высота 
волны неровности которой зависит от соблюдения норм содержания пути, тор-
можения вагона с грузом (отцепа) на первой и второй тормозных позициях ме-
ханизированной горки, оборудованной вагонными замедлителями, по причине 
жесткой характеристики их пневмоприводов. При этом будет учтено взаимо-
действие механической системы «путь вагон  груз  крепление» в вертикаль-
ном направлении при любом отклонении от норм содержания пути. 

При выполнении расчёта по определению неизвестных внешних реакций свя-

зей продольную exI , вертикальную ezI  и поперечную eyI  переносные силы 

инерции для груженых вагонов находят по максимальным нормированным значе-

ниям ускорений по продольной еxa , поперечной еya  и вертикальной еza  оси 

[Нормы…, 1996], появляющимся при движении вагона на перегоне: g3,0exa , 

g46,0eуa  и g)66,04,0( eza . При несоблюдении нормы содержания пути 

ускорения могут значительно превысить допустимое значение.  
Продольные, поперечные и вертикальные переносные силы инерции (кН) 

равны:  

exex MaI 310 ;    eyey MaI 310 ;   ezez MaI 310 ,              (4.106) 

или  

GkI xex д ;    GkI yey д ;   GkI zez д ,                (4.106а) 

где M  масса материальной системы (груза), кг; exa , eya  и eza   продольное, 

поперечное и вертикальное максимальные нормативные значения переносных 

ускорений груза, м/с2; G   вес груза, кН; gд
ex

x

a
k  , gд

ey
y

a
k   и gд

ez
z

a
k    

коэффициенты продольной, поперечной и вертикальной динамики вагона (т.е. 
ускорения переносных движений  вагона по соответствующим осям в долях g). 

При служебном торможении подвижного состава, который движется на 

спуск, значение переносного продольного ускорения принимают g7,0exa , а 
при экстренном торможении, торможении вагона с грузом (отцепа) на первой и 
второй тормозных позициях механизированной горки, оборудованной вагон-
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ными замедлителями, или при соударении вагона в подгорочном парке  
g)22,1( exa . 

Переносные силы инерции также являются активными силами, поскольку, 
начав действовать на покоящееся тело, могут привести его в движение.  

Силы exI , eyI  и ezI  условно прикладывают к центру масс материальной 

системы (груза) C , однако их воздействие испытывают внешние связи  вагон, 
гибкие упругие (растяжка и обвязка), упорные и распорные (деревянные бру-
ски) средства креплений. 

При определении направления переносных сил инерции следует учитывать 
неблагоприятные случаи.  

Если учитывать направление переносной силы инерции, то неблагоприят-
ным будет случай совпадения силы инерции по направлению с натяжением (не 
с реакцией связи), поскольку к объекту (груз) приложены реакции связей, а не 
натяжения [Туранов, Бондаренко, 2006]. 

Таким образом, в неблагоприятном случае переносная сила инерции долж-
на быть направлена в сторону, противоположную реакции связей. Естественно, 
что ускорение при этом будет направлено в сторону реакции при условии, что 
реакции, как обычно, направляются от объекта! Подобное сохраняется и для 
вертикального ускорения (пол вагона – односторонняя связь, и в рассмотрен-
ном случае сила инерции направлена вверх и нагружает в этом направлении вер-
тикальные и наклонные растяжки).  

При увеличении ускорения будут увеличиваться реакция и натяжение в 
гибких упругих элементах креплений груза. 

В динамической модели переносные силы инерции exI , eyI  и ezI  направ-

ляют от объекта (груз). 

4. С и л а  т р е н и я  трFF  . Физика появления силы трения обсуждена 

в п. 3.1. Вместе с тем отметим, что воздействие реакции R  испытывает объект 

(груз), поэтому в динамической модели нормальную составляющую N  реак-

ции направляют к объекту, а касательную составляющую трFF    к контак-

тирующей поверхности объекта с внешней связью, противоположно скорости 
его движения.  

Сила трения является реактивной силой. Для груза, размещённого в ваго-
не, сила трения  удерживающая сила, поэтому она весьма полезна, так как 
удерживает груз от линейных ( x , y ) и угловых (  ) перемещений (сдвиг). 
Грузоотправители обязаны принимать ряд профилактических мер с целью уве-
личения силы трения, например посыпать песком пол вагона. 

5. С и л а  у п р у г о с т и  упрF  ( хFупр.  или уFупр. ). Среди различных сил, 

которые могут действовать на материальную точку, особое место занимают си-
лы упругости (или восстанавливающие силы), т. е. силы, стремящиеся вернуть 
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точку в положение равновесия. Такие силы зависят от отклонения точки от по-
ложения равновесия и направлены к положению равновесия. Восстанавливаю-
щие силы придают движению колебательный характер135. 

Общеизвестно, что упругие элементы креплений, предназначенные для 
удержания груза от сдвига, формируются из отожжённой проволоки, которая 
подвергается предварительному натяжению, величина которого находится в 
пределах от 15 до 25 кН. При воздействии внешних сил эти элементы испыты-
вают значительные деформации. Упругие элементы относят к классу неидеаль-
ных и неудерживающих связей. Допускают, что такие связи согласно аксиоме 
отвердевания геометрической статики136 можно рассматривать как прямоли-
нейные стержни, испытывающие одноосное растяжение. В соответствии с этим 
коэффициенты  жёсткости таких связей можно найти из зависимостей, соответ-
ствующих одноосному растяжению прямолинейного стержня, используя закон 
Гука.  

Согласно закону Гука, упрF  зависит от изменения длины (деформации) уп-

ругой связи и её значение определяют по (см. п. 3.1).  
Вспомним, что выражение (3.1) относится к классу физических уравнений, 

связывающих силу и перемещения.  
Учитывая, что Ri  натяжение (силы упругости) в гибком упругом элемен-

те, соотношение (3.1) перепишем в виде 

 ,)( ii RlfR                                            (4.107) 

где [Ri]  допустимое значение натяжений в i-м гибком упругом элементе, вы-
бираемое по табл. 30 Приложения 14 к СМГС в зависимости от количества ни-
тей (ni, шт.) и диаметра проволоки (di, мм), кН. 

Анализируя формулу (4.107), можно выдвинуть гипотезу о том, что натя-
жение в гибких упругих средствах креплений можно определить по критерию 
допускаемого значения (ограничения) сдвига груза как вдоль (Δx), так и попе-
рёк (Δy) вагона. Для этого выражают удлинение гибкого упругого элемента 
(Δli) через сдвиг груза (Δx или Δy), используя либо геометрию креплений, либо 
метод строительной механики137: 

,coscos 0iii xl                                   (4.108) 

где γi  угол между проекцией длины гибкого упругого элемента креплений li 

на вертикальную плоскость ( 111 zxO ) и плоскостью пола вагона ( 111 yxO ): 

                                                 
135 Бутенин, Н.В., Лунц Я.Л., Меркин Д.Р. Курс теоретической механики. В 2 т. – СПб.: Изда-
тельство «Лань», 1998. – 736 c. 
136 Лойцянский, Л.Г., Лурье А.И. Курс теоретической механики. Т. 2. Динамика. – М.: Наука, 
1983. – 640 с. 
137  Туранов Х.Т. Взаимодействие открытого подвижного состава и твёрдотельного груза: 
учебн. пособие для вузов железнодорожного транспорта. М: ФГОУ «Учебно-
методический центр по образованию на железнодорожном транспорте», 2011.  374 с. 
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Учитывая, что длина гибкого упругого элемента креплений li образует с её 

проекцией на вертикальную плоскость ( 111 zxO ) угол β0i, который определяют 
по формуле  

,cos 0
i

vi
i l

l
   

окончательно представим выражение (4.108) в виде 

.
i

i
i l

a
xl 

                                           (4.109) 

Аналогично находят удлинение гибких упругих элементов при сдвиге гру-
за поперёк вагона 

),90cos(cos 0iii yl  
                     (4.110) 

где λi  угол между проекцией длины гибкого упругого элемента креплений li 
на вертикальную плоскость (O1x1z1) и плоскостью пола вагона (O1x1y1):  

.cos
wi

i
i l

b


 

Учитывая, что длина гибкого упругого элемента креплений li образует с её 
проекцией на вертикальную плоскость (O1y1z1) угол β0i: 

,)90cos( 0
i

wi
i l

l
  

окончательно представим выражение (4.110) в виде 

.
i

i
i l

b
yl                                               (4.111) 

Анализируя соотношения (4.109) и (4.111), убеждаемся, что удлинения в 
гибких упругих элементах креплений произойдут лишь тогда, когда происхо-
дит сдвиг груза вдоль или поперёк вагона на величину Δx или Δy. Иначе, если 
не произойдёт сдвига груза, то гибкие упругие элементы креплений не вклю-
чаются в работу.  

В задачах грузовых перевозок грузы удерживаются от сдвига относительно 
пола вагона гибкими упругими и упорными средствами креплений. При этом 
гибкие упругие элементы креплений одним концом крепятся за монтажные (гру-
зовые) петли груза, а другим за увязочные устройства (стоечные скобы) вагона и 
имеют произвольное пространственное расположение.  
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Для определения натяжений в гибких упругих элементах креплений возник-
нет необходимость в приведении их жёсткости по направлениям действия внеш-
них сил – либо по продольной (O1x1), либо по поперечной (O1y1) оси. Поскольку 
упругий элемент произвольно расположен в пространстве, для вычисления про-
екции необходимо использовать метод двойного проецирования так, как это 
делается в теоретической механике для произвольно расположенной силы. 
Применительно к креплению груза в вагоне эквивалентные (или приведённые) 
жёсткости гибких упругих элементов креплений по продольной и поперечной  
оси определяют, кН/м, [Туранов, 2007; 2011] 

;854,7
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                            (4.113) 

Выражения (4.112) и (4.113) будут в последующем активно использованы 
для определения сдвига груза и натяжений в креплениях от воздействия на ме-
ханическую систему «вагон – крепление – груз» плоской системы сил. 

Сила упругости является реактивной силой. В расчётной модели силы уп-

ругости упрF  гибких упругих элементов креплений как реакции этих элементов 

iR  к объекту направляют от объекта (груз). 

7. С и л а  а э р о д и н а м и ч е с к о г о  с о п р о т и в л е н и я  вrF  отно-
сится к классу реактивной силы, зависит от скорости и действует на объект, 
движущийся в такой, например, среде, как воздух (см. п. 3.1, (3.9) – (3.12)). В 

расчётной модели силу вrF  направляют к объекту (груз).  
 
 

4.6.6. Примеры решения задач на относительное движение  
материальной точки 

 
Рассмотрим случай, когда связь идеальная, а поверхность гладкая. 
Отметим, что все рассматриваемые ниже задачи являются дальнейшим 

развитием задач, решённых в работе [Комаров, Яшин, 2004]. 
Задача 1. Груз массой M размещён на платформе и закреплён гибкими уп-

ругими элементами креплений (растяжка, обвязка), жёсткости с = сэкв.x которых 
приведены на продольную ось (см. (4.112), рис. 4.27).  
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Рис. 4.27. Пример идеальной связи груза и схема приложения сил. 
 

Платформа относительно неподвижной точки О, где находилась первона-

чально, движется поступательно со скоростью ev , т. е. переносное движение 

поступательное ( e = 0). Такой случай соответствует движению подвижного 
состава по прямому участку пути. 

Постановка задачи. Требуется сравнить максимальное натяжение растяж-
ки при медленном росте переносного ускорения от 0 до a0 (рис. 4.28, а), что 
может соответствовать плавному торможению подвижного состава и случаю 
экстренного торможения, когда ускорение увеличивается скачком до a0 (рис. 
4.28, б).  

 

 
 

Рис. 4.28. Закон изменения ускорения подвижного состава. 
 

Принятые допущения. Для простоты пренебрегаем трением груза о пол ва-
гона. Это может соответствовать случаю перевозки груза на практике, когда 
между грузом и полом вагона в зимнее время образуется ледяная поверхность. 

Отметим, что далее жёсткость системы гибких упругих элементов крепле-
ний различной жёсткости сi (см. (3.2)) и геометрии Ai (см. (3.3)), расположен-
ных горизонтально (как в частном случае), учитывается приведённой и/или эк-
вивалентной жёсткостью сэкв.x (см. (4.112)). 

Определение эквивалентной (или обобщённой) жёсткости гибких упругих 
элементов креплений груза по соответствующим направлениям координатных 
осей (см. рис. 2.41) является самостоятельной прикладной задачей и требует 
отдельного рассмотрения [Туранов, 2007; 2011]. Вместе с тем формула для на-
хождения эквивалентной жёсткости гибких упругих элементов креплений на 
продольную ось сэкв.x от воздействия плоской системы сил без вывода приведе-
на при решении задачи 4 (см. (4.148)), а на поперечную ось сэкв.y – задачи 5 (см. 
(4.162)) [Туранов, 2009; 2011]. 

Решение. В момент торможения на груз (объект) действуют сила тяжести 

G , нормальная составляющая N  реакции основной связи (пол вагона) и реак-
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ция дополнительных связей (гибкий упругий элемент креплений) xx FR упрупр   

(рис. 4.27, б). Согласно закону Гука (см. (3.1)), модуль упругой силы элементов 

креплений cxF x упр , т. е. пропорционален удлинению x. Так как вагон дви-

жется с переносным ускорением exa , то приложим к грузу переносную силу 

инерции ee MaI   (см. (4.92)).  

По условию задачи платформа движется поступательно со скоростью ev , 
поэтому сила инерции Кориолиса равна нулю (см. случай 2 п. 4.5). 

В этом случае основной закон относительного переносного движения груза 
описывается уравнением (4.100).  

1. Рассмотрим случай плавного торможения подвижного состава. При 

медленном возрастании ускорения вагона от 0 до 0a  гибкие элементы крепле-
ний растягиваются постепенно, их натяжение равно по величине и противопо-

ложно переносной силе инерции. Относительное ускорение груза ra  практиче-
ски равно нулю из-за медленного роста переносного ускорения. Согласно урав-
нению (4.100), имеем уравнение равновесия в относительном движении (в по-
кое)  

 

eINF 0 . 
 

Проецируя последнее выражение на ось х (см. первое уравнение (4.94)), 
находим 

0пр  exxу IF  

 

или, учитывая, что cxF x упр  (см. (3.1)) и ee MaI   (см. (4.106)), получим 

 

exMacx  . 
 

Когда переносное ускорение exa  достигнет максимального значения 0a  
(см. рис. 4.28, а), то груз по продольной оси вагона сдвинется на максимальную 
величину, т. е. x = xmax. Поэтому последнее равенство примет вид 

 

0max Macx  . 
 

Отсюда максимальное перемещение (сдвиг) груза или удлинение гибких 
упругих элементов креплений 
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с

Ma
x 0

max  . 

 
Следовательно, максимальное натяжение (усилие) в гибких упругих эле-

ментах креплений, расположенных параллельно продольной оси x:  
 

0maxmax MacxF  .                                       (4.114) 
 

Анализ полученных результатов. При плавном торможении подвижного 
состава, т. е. при плавном росте ускорения, что соответствует квазистатическо-
му нагружению, максимальная реакция (или натяжение) возникает от макси-
мального значения переносного ускорения. 

 
2. Рассмотрим случай экстренного торможения подвижного состава. При 

этом переносная сила инерции скачком возрастает от 0 до 0MaIe   (см. рис. 

4.28, б). Напомним, что такой случай относится ко второй, или основной, зада-
че динамики в неинерциальной системе отсчёта, поскольку, зная действующие 
на точку силы, необходимо найти закон движения материального тела (груз). 

Условие относительного равновесия (4.102) в проекциях на ось х (см. 
уравнение (4.94)) имеет вид 

exx IFxM   
или 

0MacxxM  .                                         (4.115) 
 

Начальные условия задачи: 0x , 0x  при 0t . 
Разделив на массу груза обе части уравнения (4.115), получим неоднород-

ное линейное дифференциальное уравнение второго порядка с постоянными 
коэффициентами 

 

0
2 axkx  ,                                            (4.116) 

где k  круговая частота колебаний, рад/с: 
 

M

c
k  .                                              (4.116а) 
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Общее и частное решение (4.122) имеет стандартный вид138 [Матвеев, 
1967; Пискунов, 1978]. Так, например, поскольку правая часть постоянна, част-

ное решение можно также взять в виде постоянной величины Ax .част.неод . 
Подставляя это значение в (4.122), находим 

 

0
2 aAk  , 

откуда 

.
2
0

.част.неод k

a
Ax                                         (4.117) 

 
Тогда общее решение (4.116)  

 

.sincos
2
0

21 k

a
ktCktCx                                (4.118) 

 
Произведя дифференцирование (4.118) по времени, имеем 

 
.cossin 21 ktkCktkCx                                   (4.119) 

 
Подставив в (4.118) и (4.119) начальные условия, получим систему уравне-

ний 

;0
2
0

1 k

a
С   ,0 2C  

 
из которых находим произвольные постоянные 

 

,
2
0

1 k

a
С    02C .                                     (4.120) 

 
Подставляя последнее соотношение в (4.118), имеем уравнение движения 

груза 

,cos
2
0

2
0

k

a
kt

k

a
x   

или 

).cos1(
2
0 kt

k

a
x                                          (4.121) 

                                                 
138 Матвеев Н.М. Методы интегрирования обыкновенных дифференциальных уравнений. – 
М.: Высш. шк., 1967. – 564 с. 
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Исследуем функцию (4.121). При kt = 0 нет никакого сдвига груза относи-

тельно платформы, поскольку при t = 0: a0 = 0 (см. рис. 4.28, а) и платформа 

движется вместе с грузом. При kt , т. е. при k
tt


 1  ускорение дости-

гает максимального значения ae = a0 (см. рис. 4.28, б). Тогда максимальный 
сдвиг груза (или удлинение гибких упругих элементов креплений) 

 

.22 0
2
0

max c

Ma

k

a
x                                       (4.122) 

 
Следовательно, максимальное натяжение в гибких упругих элементах кре-

плений груза 

0maxmax 2MacxF  .                                   (4.123) 
 

Анализ полученных результатов. При экстренном торможении подвижного 
состава максимальное натяжение в гибких упругих элементах креплений груза 
в 2 раза превышает натяжение, вычисленное по (4.114) при плавном торможе-
нии подвижного состава, т. е. при плавном росте ускорения. Это соответствует 
известному факту: при внезапном приложении нагрузки величина упругой си-
лы в элементах креплений в 2 раза больше, чем в случае квазистатического 
приложения нагрузки.  

 
Рассмотрим случай, когда связь неидеальная, а плоскость или поверх-

ность шероховатая. 
 
Задача 2. Решить задачу 1 с учётом трения груза о пол вагона (рис. 4.29). 

Это соответствует реальному случаю перевозки груза, когда учитывается тре-
ние груза о пол вагона. Тем самым учитываются климатические и другие усло-
вия перевозки груза (например, посыпка песком пола), при которых коэффици-
ент трения скольжения может принимать различные значения в достаточно 
большом диапазоне.  

 

 
 

Рис. 4.29. Схема перевозки груза и приложения сил. 
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Решение. 1. Рассмотрим случай плавного торможения подвижного соста-

ва. При плавном росте ускорения от 0 до 0a  груз не движется вообще, растяж-

ки не растягиваются, натяжение растяжек равно нулю, т. е. 0xF  (см. рис. 
4.29, б). В этом случае условие относительного равновесия (4.104) в проекциях 
на ось х (см. (4.96а)) имеет вид: 

,0тр  exIF                                             (4.124) 

 
или согласно закону Кулона (см. (2.64)) 

 
,g exMafM   

или 
gfaex  .                                                (4.125) 

 

В дальнейшем происходит медленное смещение груза и при g0 faaex   
(см. рис. 4.29, в) получают  

трmax FIF eх  , 

или 

)g( 0max faMcx  . 
 

Отсюда максимальное смещение (сдвиг) груза или удлинение горизонталь-
но расположенных гибких элементов креплений 

 

)(
1

)( 020max fga
k

fga
с

M
x  .                   (4.126) 

 
Следовательно, максимальное натяжение в гибких упругих элементах кре-

плений груза при медленном росте ускорения 
 

)( 0maxmax fgaMcxF  .                         (4.127) 
 

Решение 2. Рассмотрим случай экстренного торможения подвижного со-

става, когда соблюдается условие g0 faae  . Тогда условие относительного 

равновесия (4.93) в проекциях на ось x  (см. уравнение (4.94а)) имеет вид 
 

exxx IFFxM  тр , 

или 
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0MafMgcxxM  , 
или 

 
fMgMacxxM  0 .                                (4.128) 

 
Разделив на массу груза обе части последнего уравнения, получим неодно-

родное линейное дифференциальное уравнение второго порядка с постоянными 
коэффициентами 

g0
2 faxkx  .                                       (4.129) 

 

Общее решение (4.129), удовлетворяющее начальным условиям: 0x , 
0x  при 0t , запишется аналогично (4.121): 

 

)cos1(
g

2
0 kt
k

fa
x 


  

или 

).cos1(
)g( 0 kt

с

faM
x 


                             (4.130) 

 
В момент остановки груза при t  =  t0 скорость v= v0 должна быть равной 

нулю. Однако по (4.130) получится, что при t  =  t0 
 

.0sin
)g( 0

0 


 kt
с

faM
xv                             (4.131) 

 
Поэтому уравнение движения в виде (4.130) справедливо до момента ос-

тановки груза.  

Максимальное перемещение груза принимает значения при k
tt


 1  
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Соответственно этому максимальное натяжение в гибких упругих элемен-

тах креплений груза определяется так 
 

).g(2 0maxmax faMcxF                               (4.133) 
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При дальнейшем движении груза maxxx   и maxFF  , т. е. груз начнет 
двигаться в обратном направлении. 

Анализ полученных результатов. При экстренном торможении подвижного 
состава максимальное натяжение в гибких упругих элементах креплений груза 
также в 2 раза больше натяжения (4.127) при плавном росте ускорения. 

 
Задача 3139. Решить пример 2, применив в случае экстренного торможения 

теорему об изменении кинетической энергии для относительного движения 
точки (см. пп. 4.6.4). 

Решение. Уравнение (4.104) для рассматриваемого случая запишется в ви-
де: 
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где )( xFW , )( трFW  и )( eIW   соответственно работы упругих сил, сил тре-

ния и переносной силы инерции (как постоянной силы), которые определяются 
по (3.18), (3.19) и (3.35). 

Подставляя (3.18), (3.19) и (3.35) в (4.134), получим 
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Так как в случае экстренного и/или служебного торможения начальная и 

конечная скорости равны нулю, т. е. v0r = vr = 0, то из последнего выражения 
после преобразований имеем алгебраическое уравнение второго порядка 
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139 Комаров К.Л., Яшин А.Ф. Теоретическая механика в задачах железнодорожного транспорта. 
 Новосибирск: Наука, 2004.  296 с. 
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Как видно, получился тот же результат, что и в (4.132).  
 
Задача 4. Груз силой тяжести G так же, как и в задаче 1, размещён на 

платформе и закреплён i-ми гибкими упругими элементами креплений (растяж-
ка, обвязка) с учётом предварительных скруток проволоки (обычно принимают 
20 кН) к стоечным скобам вагона (например, A1 и A11) и к грузовым петлям 
груза (например, M1 и M11). Реальная и расчётная модели крепления груза по-
казаны на рис. 4.30 и 4.31.  

 

 
 

Рис. 4.30. Реальная модель размещения груза на платформе. 
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Рис. 4.31. Расчётная модель крепления груза на вагоне. 

 

Платформа движется поступательно со скоростью ev  (т. е. переносное 

движение поступательное (  = 0)), с продольными exx aa   и вертикальными 

ezz aa   переносными ускорениями, возникающими от волны неровности пути 
из-за отклонения норм его содержания и конструктивных особенностей вагона 
(наличие упругих элементов типа пружин и технологических зазоров в соеди-
нениях деталей). В результате этого крепления испытывают продольные 

xex II   и вертикальные zez II   переносные силы инерции. Элементы креп-

лений (как связи) воспринимают силу аэродинамического сопротивления хrF в  

с продольной составляющей относительной скорости воздуха xrrx vv в  (см. 
(1.49а)). Такой случай соответствует движению подвижного состава по прямо-
му участку пути. 

Коэффициент трения сцепления груза о пол вагона  fсц. Коэффициент 
трения скольжения  f. Коэффициент трения скольжения может принимать раз-
личные значения в весьма большом диапазоне, т. е. f < fсц.  

Учёт трения груза о пол вагона соответствует реальному случаю перевозки 
груза, т. е. учёту климатических и других условий (например, посыпка песком 
пола). Неучёт трения груза о пол вагона (например, 01,00  f ) также будет 
соответствовать реальному случаю перевозки груза, когда между грузом и по-
лом вагона в зимнее время образуется ледяная поверхность. 

Задание. Требуется определить натяжения (усилие) гибких упругих эле-

ментов креплений R  и точку приложения Nx  нормальной составляющей N  
реакции связи по продольной оси вагона с учётом усилия предварительных 

скруток проволоки iR 0 . 

Допустим, что относительное ускорение груза ra  практически равно ну-
лю, т. е. груз движется вместе с платформой. 

Решение. В качестве объекта выбирают груз. К объекту условно приклады-

вают активные силы  силы тяжести G  и аэродинамического сопротивления 

xrF .в , а также реактивные силы – нормальную N  и касательную xF  состав-

ляющую реакции пола вагона R , и натяжение гибких упругих элементов креп-

лений iR  (см. рис. 4.31). Касательная составляющая xF  равна предельной си-

ле трения (сила сцепления груза с полом платформы) xFтр. . Добавляют пере-

носные силы инерции, которых испытывают гибкие элементы креплений. На-
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помним, что прибавлением сил инерции переносного движения eI  и Корио-

лиса cI  к действующим силам учитывается влияние на относительное дви-
жение точки подвижной системы отсчёта (п. 4.6.3). 

Считают, что действующие на груз поперечные силы по направлению сов-
падают, а гибкие упругие элементы креплений другого направления провисают, 

т. е. 01 iR . 

По условию задачи платформа движется поступательно со скоростью ev , 
поэтому сила инерции Кориолиса равна нулю (см. случай 2 п. 4.6.3). В этом 
случае переносные силы инерции формально приводятся к равнодействующей, 
приложенной к центру тяжести груза. Тогда продольные и вертикальные пе-
реносные силы инерции равны (см. (4.106)): 

 

exex MaI  ; ezez MaI  , 

 

где exa  и eza   продольные и вертикальные максимальные переносные ускоре-
ния груза. 

При определении направления сил инерции следует учитывать неблаго-
приятные случаи. Так, неблагоприятным случаем является совпадение силы 
инерции по направлению с натяжением (не реакцией) связи, поскольку к объек-
ту (груз) приложены реакции связей, а не натяжения. Таким образом, в небла-
гоприятном случае сила инерции должна быть направлена в сторону, противо-
положную реакции связей. Естественно, что ускорение при этом будет направ-
лено в сторону реакции при условии, что они, как обычно, направляются от 
объекта! Это сохраняется и для вертикального ускорения (пол – односторонняя 
связь, и в рассмотренном случае сила инерции направлена вверх и нагружает в 
этом направлении вертикальные и наклонные растяжки). Вертикальная пере-
носная сила инерции оказывает влияние на изменение силы трения в случае, 
если она будет направлена вверх (см. рис. 4.31). При этом уменьшится сила 
давления со стороны груза и упругих элементов креплений на пол вагона. 

При увеличении ускорения, соответственно, будут увеличиваться реакция 
и натяжение гибкого упругого элемента. 

Силу аэродинамического сопротивления на груз определяют по (3.9) – 
(3.12) (см. п. 3.1). 

Таким образом, на груз будет условно приложена плоская система активных 
сил и в случае пренебрежения проекциями реакций гибких упругих элементов 
креплений (растяжек) на поперечную ось, всю систему сил, которые испыты-
вают элементы креплений груза, можно считать плоской системой. 

В этом случае основной закон относительного переносного движения груза 
описывают уравнением (4.100).  
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Поскольку по условию задачи принято, что относительное ускорение груза 

ra  практически равно нулю, то имеем относительное равновесие. 
Тогда уравнения относительного равновесия плоской системы сил (см. пп. 

2.3.1, (2.47)), имеют вид 
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 (4.139) 
где i = 1, nр – количество гибких упругих элементов креплений, шт. 

Из (4.138) найдем нормальную реакцию 
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Согласно закону Кулона (см. (2.64)), сила трения между грузом и полом ва-

гона 









 



)(0
pp

11
тр ez

n

i
iz

n

i
izх IGRRfF .             (4.141) 

 
Подставляя (4.141) в (4.137), будем иметь 
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где 
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 – сумма проекции всех элементов 

креплений на продольную x и вертикальную z оси: 
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с учётом того, что Ri – усилие в элементах креплений (см. (2.56)); αi и β0i – уг-
лы, характеризующие геометрию креплений (см. рис. 2.47). 

Перепишем (4.142) с учётом последних соотношений: 
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Отсюда реакция гибких упругих элементов креплений с учётом упругости 

и предварительных скруток проволоки [Туранов, 2009, 2011] примет вид 
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где прF   продольная сила, воспринимаемая креплениями, в отличие от ТУ140: 
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Таким образом, формула (4.143) соответствует случаю крепления груза i-

ми гибкими упругими элементами креплений и без учёта усилия предваритель-

ных скруток проволоки iR 0  совпадают с (34) ТУ.  

                                                 
140  Приложение 14 к СМГМ «Правила размещения и крепления грузов в вагонах и контей-
нерах».  М.: Планета, 2005.  191 с. 
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Из уравнения (4.139) найдём координату точки приложения нормальной 
реакции связи 
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 (4.145) 

Если сила аэродинамического сопротивления хrF в  будет действовать с 
тыльного торца груза, то во всех приведённых формулах эту силу следует под-
ставлять с положительным знаком, учитывая при этом знак координаты точки 
её приложения.  

Без доказательств приводим формулу для нахождения натяжений (усилие) 

iRупр.  в i -м гибком упругом элементе креплений с учётом упругости и на-

тяжений предварительных скруток проволоки [Туранов, 2009, 2011], кН: 
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или в проекциях на координатную ось x (см. (2.61а)) 
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где  iR  – допустимое значение натяжений в проволоках  креплений (см. табл. 30 

Приложения 14 к СМГС) в зависимости от количества нитей ni (шт.) и диа-
метра di (мм) проволоки креплений, кН;  

ai – проекции элементов креплений на продольную ось x, м (см. рис. 2.47);  
∆x – сдвиг груза вдоль вагона, м:  
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Здесь пр

)(

FF
i

x   − продольная сила, воспринимаемая гибкими упруги-

ми элементами креплений с учётом предварительных скруток проволоки 
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(обычно принимают 20 кН), кН (см. (4.144)); xcэкв.  – эквивалентная жёст-
кость гибких элементов креплений по продольной оси вагона, кН/м: 
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или, через проекции гибких элементов креплений на координатную ось x, 
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где hi – проекции элементов креплений на вертикальную ось z, м (см. рис. 2.47). 

 
Задача 5. Груз силой тяжести G так же, как и в задаче 4, размещён на 

платформе и закреплён i-ми гибкими упругими элементами креплений (растяж-
ка, обвязка) с учётом предварительных скруток проволоки к стоечным скобам 
вагона (например, A1 и A2) и к грузовым петлям груза (например, M1 и M2). Ре-
альная и расчётная модели крепления груза показаны на рис. 4.32 и 4.33.  

 

 
 

Рис. 4.32. Реальная модель груза на платформе.  
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Рис. 4.33. Расчётная модель крепления груза на вагоне. 
 

При больших радиусах закругления нормальные (поперечные) составляю-
щие силы инерции, приложенные к каждой материальной точке груза, размеры 
которого малы по сравнению с радиусом кривизны, можно считать параллель-
ными, а движение поступательным, хотя угловая скорость не равняется нулю. 

Платформа движется с поперечными eуу aa   и вертикальными ezz aa   

ускорениями. Поперечное переносное ускорение возникает из-за наличия тех-
нологического зазора между гребнями колес и рельсовыми нитями, конструк-
тивных особенностей вагона (наличия комплектов пружин и зазоров в соедине-
ниях деталей тележек) и из-за волны неровности пути. Вертикальное перенос-
ное ускорение возникает от волны неровности пути из-за отклонения норм его 

содержания. Крепления испытывают поперечные уeу II   и вертикальные 

zez II   переносные силы инерции. Кроме того, при движении груза с ускоре-

нием формально учтена нормальная составляющая nI  силы инерции в абсо-

лютном движении. Учёт силы nI  в математической модели позволяет рассмат-
ривать прохождение поезда по кривому участку пути различного радиуса кри-

визны траектории ρ в данной точке кривой с различной скоростью v .  
Элементы креплений воспринимают силу аэродинамического сопротивле-

ния уrF в  с поперечной составляющей относительной скорости воздуха 

уrrу vv в  (см. (3.12)). 
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Требуется определить натяжения (усилие) гибких упругих элементов креп-

лений R  и точку приложения Ny  нормальной реакции связи N  по продоль-

ной оси вагона с учётом усилия предварительных скруток проволоки iR 0 . 
Считают, что действующие на груз поперечные силы по направлению сов-

падают, а гибкие упругие элементы креплений другого направления провисают, 

т. е. 01 iR . 
Решение. В качестве объекта выбирают груз. К грузу условно приклады-

вают активные силы  силы тяжести G  и аэродинамического сопротивле-

ния уrF в , а также реактивные силы – нормальную N  и касательную yF  со-

ставляющую реакции пола вагона R , и натяжение гибких упругих элементов 

креплений iR  (см. рис. 4.33).  Касательная составляющая yF  равна предель-

ной силе трения (сила сцепления груза с полом платформы) yFтр . Рассматривая 

случай предельного равновесия, нормальную N  и касательную (сила трения) 

yFтр  составляющие реакции связи R  прикладывают к ребру O2, относительно 

которого возможно опрокидывание груза. Добавляют переносные силы инер-
ции, которые испытывают гибкие элементы креплений.  

Переносные силы инерции условно приводят к равнодействующей, прило-
женной в центре масс груза. Тогда поперечные и вертикальные переносные си-
лы инерции (см. (4.106)), а также нормальная составляющая силы инерции в аб-
солютном движении (см. (4.47)) равны 

 

eyey MaI  ;   ezez MaI  ; ρ96,12
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 , 

 

где eya  и eza   поперечные и вертикальные максимальные переносные ускоре-

ния груза; ρ  радиус кривизны траектории в данной точке кривой, где 12,96 = 
3,62  переводной коэффициент м/с в км/ч. 

Когда гибкие упругие элементы креплений другого направления провиса-

ют, т. е. 01 iR , реакция iR  разложена на прямоугольные составляющие iyR , 

izR  и пренебрегают составляющим ixR , то можно считать, что элементы креп-
лений груза испытывают плоскую систему сил.  

Уравнения относительного равновесия плоской системы сил (выражения 
(2.50), а также уравнение (4.102)), имеют вид 
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или, учитывая, что b = 0,5(2b), 
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    (4.151) 

Из (4.150) найдём нормальную составляющую реакции внешней связи (пол 
вагона) 
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Согласно закону Кулона (см. (2.64)), сила трения между грузом и полом ва-

гона 
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Подставляя последнее равенство в (4.149), будем иметь: 
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или, учитывая  (4.142б) и (2.56): 
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 (4.153а) 

запишем 
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Отсюда натяжение в гибких элементах креплений с учётом упругости и 
усилий предварительных скруток проволоки [Туранов, 2009, 2011]: 
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                         (4.155) 

где пF   поперечная сила, воспринимаемая креплениями, в отличие от ТУ141: 
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   (4.156) 

Таким образом, формула (4.156) соответствует случаю крепления груза i-
ми гибкими упругими элементами креплений и без учёта усилия предваритель-

ных скруток проволоки iR 0  совпадает с (35) ТУ.  

Из уравнения (4.151) можно найти ширину груза b2  из условия, при кото-
ром не произойдет его опрокидывание:  
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 (4.157) 

Либо из уравнения (4.151) можно найти ординату центра тяжести груза Cz  
из условия, при котором не произойдет опрокидывания груза  

 

                                                 
141  Приложение 14 к СМГМ «Правила размещения и крепления грузов в вагонах и контей-
нерах».  М.: Планета, 2005.  191 с. 
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Если сила аэродинамического сопротивления уrF в  будет действовать с 

тыльного торца груза, то во всех приведённых формулах её следует подстав-
лять с отрицательным знаком, учитывая при этом знак координаты точки её 
приложения.  

Без доказательств приводим формулу для нахождения натяжений (усилие) 

iRупр.  в i -м гибком упругом элементе креплений с учётом упругости и на-

тяжений предварительных скруток проволоки [Туранов, 2009, 2011], кН: 
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или в проекциях на координатную ось y (см. (2.61а)) 
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где  iR  – допустимое значение натяжений в проволоках  креплений (см. табл. 30 

Приложения 14 к СМГС) в зависимости от количества нитей ni (шт.) и диа-
метра di (мм) проволоки креплений, кН; 

bi – проекции элемента крепления на поперечную ось y, м (см. рис. 2.47);  
∆y – сдвиг груза поперёк вагона, м:  
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Здесь п

)(

FF
i

y   − поперечная сила, воспринимаемая гибкими упругими 

элементами креплений с учётом предварительных скруток проволоки, кН 

(см. (4.156)); где ycэкв.  – эквивалентная жёсткость гибких элементов креп-

лений по поперечной оси вагона, кН/м: 
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или через проекции гибких элементов креплений на координатную ось y  
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где hi – проекции элемента крепления на поперечную y и вертикальную z оси, 
м (см. рис. 2.47); 

 
 

Проверка устойчивости груза 
 

1. На основе уравнения (4.149) вводим понятие сдвигающей и удерживаю-
щей силы (см. ссылку, приведённую при решении задачи 3): 
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Здесь силу трения Fтр.y находят согласно (4.153): 
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С учётом последнего выражения перепишем (4.164) в виде 
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    (4.164а) 

В предельном случае 
o
уд

o
сд FF  . Заведомо сдвиг груза поперёк вагона не 

произойдёт, если выполняется условие 
 

o
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o
сд FF  .                                              (4.165) 

 
Если условие (4.165) не выполняется, то явно произойдет сдвиг груза по-

перёк вагона. Разница между сдвигающей и удерживающей силой будет вос-
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принята упорным бруском, использованным как дополнительное средство кре-
пления. Может произойти выворачивание упорного бруска.  

Прикладываем к грузу дополнительно реакцию бруска брR . Уравнение 

проекций сил на поперечную ось имеет вид 
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Отсюда горизонтальная реакция бруска 
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По ТУ нормативное значение поперечной нагрузки, допускаемое на один 

крепёжный элемент (гвоздь) диаметром 6 мм, составляет [Rкр] = 1,08 кН. Най-
дём количество крепёжных элементов, необходимых для крепления упорного 
бруска, при котором не произойдёт сдвиг груза поперёк вагона:  
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Следует помнить, что удерживающие силы 
о
удF  возникают всегда, даже ко-

гда вовсе не происходит сдвиг груза. Этому соответствует равенство 
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Это означает, что в (4.163) величина сдвигающей силы Iey мала по сравне-

нию с реакцией бруска Rбр., прибитого к полу вагона согласно ТУ вплотную к 
боковой поверхности груза, т. е. Rбр. > Iey. В этом случае гибкие элементы кре-
плений не включаются в работу по удержанию груза от сдвига.  

Гибкие элементы креплений включаются в работу по удержанию груза от 
сдвига лишь при соблюдении условия Rбр. < Iey. Это происходит тогда, когда 
начинается выворачивание упорного бруска. Основной причиной выворачива-
ния упорных брусков является то, что при резком торможении или при соуда-
рении вагонов, когда время торможения или удара   << 0, значение сдвигаю-

щей силы 
о
сдF  велико (см. (4.163)), а значение 

о
удF  (см. (4.168)) мало. В этом 

случае для удержания груза от сдвига включаются упругие силы гибких эле-
ментов креплений.  

Таким образом, поскольку в ТУ предварительные скрутки проволоки не 

учитываются, то упорные бруски крепят при завышенных значениях крn .  
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2. Аналогично на основе уравнения (4.151) вводим понятие удерживающе-
го и опрокидывающего момента142: 
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В случае равенства последних соотношений груз находится в предельном 

равновесии. Груз заведомо не будет опрокидываться при выполнении неравен-
ства (см. неравенства (2.134)) 
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Коэффициент устойчивости от опрокидывания определяют по (2.135). 
По ТУ груз является устойчивым и не требует дополнительного крепле-

ния от опрокидывания, если при упругом креплении η > 1,25. 
Можно потребовать, чтобы новый коэффициент устойчивости равнялся 

нормативному значению [η] = 1,25. Для этого, подставляя в (4.171) равенства 
(4.169) и (4.170), имеем 
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      (4.172) 
 

Отсюда также можно найти упругие силы (натяжение) гибкого элемента 
крепления 
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142 Яблонский А.А., Никифорова В.М. Курс теоретической механики. Ч. I. Статика. Кинематика.  
М: Высш. шк., 1977.  368 с. 
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Сравнивая вычисленное значение натяжения гибкого упругого элемента 

крепления с допустимым значением  1R  для принятого диаметра проволоки d, 

мм, можно вычислить количество нитей n, шт. (см. (4.167)): 
 

 .1

1

R

R
n   

Следует иметь в виду, что принятое количество нитей проволоки n должно 
быть чётным и находиться в пределах 102  n  в зависимости от диаметра 
проволоки. 

 
Задача 6. Рассмотрим случай, когда крепление груза цилиндрической фор-

мы (труба большого диаметра) от сдвига вдоль вагона можно обеспечить стяж-
ками, а поперёк вагона  подкладками (обычно используют две деревянные 
подкладки) (рис. 4.34, а).  

 

 
 

Рис. 4.34. Крепление груза цилиндрической формы и расчётная схема. 
1 – груз цилиндрической формы; 2 – стяжки. 

 
На рис. 4.34 обозначено: сила тяжести трубы G, его радиус r и длина L. 

Толщина подкладок , а глубина вырубки h. Ширина платформы Вв = 2,77 м. 
Постановка задачи. Требуется определить минимальное натяжение стяжек 

S2 для увязки трубы большого диаметра и/или котла цистерны и найти коорди-
нату точки приложения xN реакции связи NA. 

Условия задачи. Горизонтальную поперечную переносную силу инерции 

exI , стремящуюся сдвинуть груз вдоль вагона, можно считать возникшей из-за 

продольного переносного ускорения вагона exa , значение которого задается 
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техническими нормами на проектирование вагона. Рассмотрим неблагоприят-
ный случай, когда составляющие ускорения максимальны по величине (описа-
ние неблагоприятного случая см. в п. 4.6.5). Примем, что груз испытывает пе-

реносное вертикальное ускорение eza , направленное вниз. 

Допустим, что относительное ускорение груза ra  практически равно ну-
лю. 

Решение. В качестве объекта выбираем груз. Приложим к грузу внешние 

силы (активные и реактивные)  вес G , нормальную AN  и касательную 

NfF тр  составляющие реакции связей (упорный брусок), а также реакции 

связей (стяжек) − iR  и iaR   (где i и ia − количество стяжек), приложенных в 

точках D  и D .  К этим силам добавим продольные и вертикальные  перенос-

ные силы инерции exex a
g

G
I   и ezez a

g

G
I  . Выбираем оси координат, как 

показано на рис. 4.34, б. 
Груз находится в относительном равновесии. Его движение описывается 

уравнением (4.102): .0 eINF  Проекции этого уравнения на оси x, у и z: 
 

0 exx IF ; 0yF ;    0 ezzz INF .               (4.174) 

 
Силы, действующие на трубу, являются произвольной пространственной 

системой непересекающихся сил, для которой составляются 6 уравнений рав-
новесия. Однако в данной задаче с учётом особенностей приложения сил неко-
торые уравнения обращаются в тождества. Поэтому достаточно составить три 
уравнения равновесия в виде (2.46), приравняв к нулю сумму проекций всех сил 
на оси x, y и z, и уравнение моментов всех сил вокруг оси x в виде первого 
уравнения (2.47) (рис. 4.35) [Туранов, 2011]:  
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В последних выражениях R0iy, R0iz и R0iay, R0iaz проекции усилий R0i 

предварительных затяжек стяжек (обычно задаваемые величины). 

 
 

Рис. 4.35. Схема действия пространственных систем сил. 
 

Относительно оси x и z суммы моментов действительно тождественно рав-
няются нулю (по симметрии реакций при отсутствии активных поперечных 
сил). На рис. 4.35 предполагают, что натяжения во всех стяжках одинаковы, т. 

е. iaiiai RRRR  22   

Решая уравнения (4.175) – (4.177), после некоторых математических вы-
кладок с учётом закона Кулона (см. (2.64)) получим минимальное натяжение 
стяжек (см. (2.96)) [Туранов, 2011] 
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где sin2β согласно (2.95а): 
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Решая уравнения (4.178), находим координату точки приложения реакции 
связи NA в виде 

.
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                 (4.180) 

Из формулы (4.175) следует, что трубу следует увязывать стяжками лишь 
при выполнении условия: 
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


p

1

2sin02)(
n

i
iezex RfIGfI .                      (4.181) 

 
Условие (4.181) может соблюдаться при соударениях вагонов на подгороч-

ном парке сортировочной горки.  Усилие стяжек iR  и iaR  уменьшаются с уве-

личением их угла наклона  к плоскости пола платформы, что одно и то же с 
увеличением диаметра трубы. 

Анализ полученных результатов. Из формулы (4.179) следует, что трубу 

необходимо увязывать стяжками лишь при )g( ezey afa  . Данное условие 

может соблюдаться при соударениях вагонов на сортировочных горках и при 

экстренном торможении подвижного состава. Натяжение стяжек iR  уменьша-

ется с увеличением их угла наклона  к плоскости пола платформы, что анало-
гично увеличению диаметра трубы.  

Сечение стяжек (ширина b и толщина ) определяется методом подбора, а 
количество стяжек n  из условия прочности их на растяжение по формулам 
сопротивления материалов.   
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5. ДИНАМИКА СИСТЕМЫ 
 

5.1. Принцип Д’Аламбера для системы 
 

Понятие о принципе Д’Аламбера для системы 
 

Если к каждой точке системы добавить соответствующие им силы инерции 

Д’Аламбера kI  (т. е. силы инерции в абсолютном движении (см. п. 4.6.3, 

(4.44))), то силы kF , приложенные к этим точкам системы, реакции связи kR  и 
силы инерции Д’Аламбера будут удовлетворять уравнениям равновесия.  

Следовательно, указанные силы, действующие на систему, также будут 
удовлетворять уравнениям равновесия 
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k
k
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k

n

k
k IRF ,                                (5.1) 

 

где kR  – реакции связей: kkk NFR  τ  с учётом того, что kFτ  и kN  – каса-
тельные и нормальные составляющие реакции связи. 

Для идеальных связей, где kFτ  = 0, (5.1) имеет вид 
 

0 kkk INF .                                       (5.2) 
 

В данном случае получим пространственную систему сил. 
Таким образом, в общем случае для механической системы можно соста-

вить шесть уравнений равновесия. 
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Примеры на применение принципа Д’Аламбера для системы 
 

Особо отметим, что отсутствуют примеры применения принципа 
Д’Аламбера для системы в задачах грузовых перевозок. Поэтому приведём 
пример, который соответствует задачам погрузки–выгрузки грузов посредством 
полиспастов в погрузочно-разгрузочных машинах (козловых и мостовых кра-
нах, лебёдках и др.) и натяжения полиспастом контактных сетей электрифици-
рованных железных дорог [Туранов, 2008]. 

П р и м е  р 1. К концам гибкого упругого элемента (нить), переброшенного 
через блок с неподвижной осью вращения О, подвешены грузы силой тяжести 

G1 и G2, причём G1 < G2 (рис. 5.1). Найти ускорение грузов a  и натяжение 

нити R , пренебрегая трением нити как идеальной связи о блок с неподвижной 
осью вращения. 

 

 
 

Рис. 5.1. Схема приложения сил через блок с неподвижной осью вращения. 
 

Решение. Будем учитывать, что натяжение нити R  везде одинаково, и ус-
корение грузов также одинаково. Рассмотрим равновесие нити, охватывающей 
блок с неподвижной осью вращения.  

Так как оба груза движутся поступательно с одним и тем же ускорением 
(нить не растяжима), то по модулю нормальные составляющие силы инерции 
пропорциональны массам грузов: 

g
абс

1абс111абс

a
GaMI  ;  .

g
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2абс22абс2

a
GaMI   

 
Составим уравнение равновесия нити (проекции всех сил на вертикаль), 

добавив силы инерции грузов к их силам тяжести согласно (5.1) (см. рис. 5.1, 
б): 
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Отсюда ускорение грузов  
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Ускорение грузов будет направлено в сторону более тяжёлого груза, что и 

логично. 
Применяя принцип освобождаемости от связей геометрической статики 

(см. рис. 5.1, б, в), запишем: 
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Подставляя (5.2) в последнее равенство, имеем 
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Из последнего выражения получим формулу для определения натяжения 

нити 

.
2
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GG

GG
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
                                                  (5.4) 

 
Натяжение нити, переброшенной через блок с неподвижной осью враще-

ния, равно удвоенному произведению силы тяжести грузов, делённому на их 
сумму.  
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5.2. Общее уравнение динамики системы 
 

Применяя к механической системе принцип Д’Аламбера, находим систему 
сил, которая будет удовлетворять уравнениям относительного равновесия гео-
метрической статики. Вместо составления соответствующих уравнений относи-
тельного равновесия для рассматриваемой движущейся системы можно приме-
нить принцип возможных перемещений. Напомним, что при использовании 
принципа возможных перемещений можно рассматривать несвободные или не 
совсем свободные системы и получать меньшее количество уравнений в силу 
малого количества степеней свободы или задаваемых возможных перемещений 
рассматриваемых на практике механических систем. 

По аналогии с уравнением (3.81) имеем: сумма элементарных работ за-
данных сил и сил инерции Д’Аламбера на любом возможном перемещении сис-
темы равна нулю, т. е. 

.0
11

 


n

k
kk

n

k
kk rIrF                                  (5.5) 

 

В последнем уравнении kkk amI    сила инерции Д’Аламбера (см. 

(4.44)), где mk – масса материальной точки системы, кг; ka  – вектор абсолют-
ного ускорения материальной точки системы, м/с2. 

Особо отметим, что под системой сил в динамике систем понимают за-
данные силы, реакций связей (включая силы упругости упругих элементов как 
реакций связей) и силы инерции отдельных точек движущейся механической 
системы. Здесь к заданным силам можно отнести, например, силу тяжести и 
силу аэродинамического сопротивления, к реакциям связей в случае неидеаль-
ной связи – силу трения, учитывающую воздействие вагона на груз. К силам 
упругости можно отнести реакцию гибких упругих элементов креплений груза, 
к силам инерции отдельных точек движущейся механической системы – такие 
силы, как неважно при абсолютном и/или же относительном движении (см. 
(4.46) и/или (4.93)). 

Как известно, заданные силы, реакции связей и силы инерции отдельных 
точек движущейся механической системы образуют уравновешенную систему 
сил. Сумма работ этих сил на всех возможных, т. е. допускаемых связями бес-
конечно малых перемещениях системы из любых положений, какие она зани-
мает в своём действительном движении, равна нулю143. Если предполагать, что 
работа реакций связей на допускаемых этими связями возможных перемещени-
ях системы равна нулю (такие связи, как известно, называют идеальными) и 
связи являются удерживающими, то условие эквивалентности нулю системы 
сил (т. е. уравнение (5.5)) для абсолютного движения материальных точек сис-
темы запишется в виде (см. уравнение (3.81)): 
                                                 
143 Бабаков И.М. Теория колебаний. – М.: ГИТТЛ, 1958. – 628 с.;  Бабаков И.М. Теория коле-
баний.  М.: Наука, 1965.  560 с.  
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  (5.6) 
где δxk, δyk и δzk являются вариациями (элементарными изменениями) коорди-
нат. 

Заменяя в уравнении (3.81) вектор абсолютного ускорения материальных 

точек системы ka  согласно теореме сложения ускорений (см. пп. 1.9.2, уравне-

ние (1.56)) составляющими переносного ea  и относительного ra  ускорения и 

ускорение Кориолиса Ca , будем иметь 
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где rkrδ  – вектор возможного перемещения материальных точек системы в от-
носительном движении. 

Перепишем последнее уравнение для относительного движения матери-
альных точек системы с учётом уравнения (4.93): 
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Если проекции вектора относительного ускорения материальных точек rka  

на координатные оси обозначить через rkx , rky  и rkz  и проекции вектора воз-
можного перемещения материальных точек системы в относительном движе-

нии rkrδ  обозначить  через вариации координат δxrk, δyrk и δzrk, то, развёрты-
вая скалярное произведение, стоящее под знаком суммы в (5.7), получим 
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   (5.8) 
Здесь следует вспомнить, что проекция силы инерции Кориолиса на вертикаль-
ную ось в задачах грузовых перевозок ICkz = 0, поскольку угол  между векто-

рами e  и rv  равен нулю (см. (4.96)) из-за их коллинеарности. 
Перепишем уравнение (5.6) для относительного движения материальных 

точек системы по аналогии с (5.7): 
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            (5.9) 

 
Уравнение (5.5) или (5.6) – это математическое представление общего 

уравнения динамики при абсолютном движении системы материальных точек, а 
уравнения (5.7) – (5.9) – при относительном движении. 

Из общего уравнения динамики могут быть получены дифференциальные 
уравнения движения любой механической системы. 

В частном случае уравнение (5.6) (когда связь идеальная) в проекциях на 
оси координат можно записать так: 
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или, в силу независимости вариации декартовых координат kr  (аналогично 

обобщённым координатам qi) от заданной силы и силы инерции Д’Аламбера, в 
виде 
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Полученные уравнения представляют собой систему трёх дифференциаль-

ных уравнений второго порядка, выражающих в координатной форме второй 
закон динамики (см. пп. 2.1.3, уравнения (2.4)). 

Перепишем последнее уравнение для относительного движения матери-
альных точек системы (когда связь идеальная) по аналогии с (5.8) 

 

;
11

2

2

kCxkex

n

k
kx

n

k

rk
k IIF

dt

xd
m  


 

;
11

2

2

kCykey

n

k
ky

n

k

rk
k IIF

dt

yd
m  


                          (5.11) 

.
11

2

2





n

k
kCzkezkz

n

k

rk
k IIF

dt

zd
m  

 
Особые оговорки. Последние уравнения не могут быть представлены для 

случая неидеальных связей, поскольку силы реакций связей не включены в об-
щие уравнения динамики (5.5) – (5.10), несмотря на то что в задачах динамики 
несвободной системы материальных точек также используют принцип осво-
бождаемости от связей (аксиома геометрической статики). При этом несво-
бодную систему материальных точек рассматривают как систему свободную, 
которая движется под действием задаваемых сил и реакций связей. Реакции не-
идеальной связи не включены в общее уравнения динамики лишь потому, что 
при движении системы силы реакций связей зависят от положений точек, их 
скоростей, ускорений и времени, т. е. являются переменными. Это усложняет 
решение второй задачи динамики, в которой движение точек системы опреде-
ляют в зависимости от приложенных сил, в частности от сил реакций связей. 
Для решения подобных задач из системы дифференциальных уравнений ис-
ключают силы реакций связей так, как это выполнено в (5.8) и (5.11). После на-
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хождения движения точек системы, а следовательно, их скоростей и ускорений 
находят величины сил реакций связей144. 

 
 

5.2.1. Классификация сил, действующих на системы 
 

В динамике системы наряду с известной классификацией сил (активные – 
все известные по модулю, направлению и точкам приложения силы, реактив-
ные – все неизвестные силы, подлежащие нахождению) введена новая класси-
фикация (см. п. 3.1), а именно: силы, действующие на материальные точки сис-
темы, подразделяют на внутренние и внешние.  

Силы, с которыми действуют друг на друга точки, входящие в систему, на-

зывают внутренними силами  
iF  (i франц. intereur – внутренний). Примером 

внутренних сил в задачах грузовых перевозок являются натяжения (усилия) в 
креплениях грузов и силы сжатия в сечениях деревянных подкладок под груз. 
Аналогично момент внутренних сил системы можно назвать моментами внут-
ренних сил – Mi. Примером момента внутренних сил является момент трения 
качения в подшипниках буксовых узлов тележек вагона, для погрузочно-
разгрузочных машин (ПРМ) (краны козловые (см. рис. 2.2), мостовые, стрело-
вые и др.) – вращающий момент, развиваемый на валу электродвигателей, а для 
локомотива – вращающие моменты, развиваемые на валах тяговых электродви-
гателей. Особо отметим, что моменты внутренних сил в указанных примерах 
работу на передвижения этих механизмов (вагон) и машин (краны и локомотив) 
не совершают. В указанных механических системах работу совершают силы 
трения (так называемые касательные силы тяги), развиваемые между контак-
тируемыми поверхностями ведущих колёс и рельсовыми нитями (или подкра-
новыми путями), которые относят к классу активных сил. Например, для локо-
мотива серии 2ТЭ25К касательная сила тяги (сумма всех сил трения, развивае-
мых между контактируемыми поверхностями ведущих колёс и рельсовыми ни-
тями) длительного режима каждой секции равна 300 кН при силе тяжести каж-
дой секции 1 380 кН (138 тс).  

Согласно закону равенства действия и противодействия (третий закон ме-
ханики), внутренние силы (или моменты сил) попарно равны и противополож-
ны. Отсюда вытекают два замечательных свойства внутренних сил: 

 главный вектор внутренних сил системы равен нулю; 
 главный момент внутренних сил системы равен нулю.  

Равнодействующую внутренних сил, приложенных в точке с массой km , 

обозначим 
i

kF  ( nk ,1 ). 
Именно это обстоятельство и является причиной введения новой класси-

фикации. С учётом отмеченных свойств можно ограничиться рассмотрением 
                                                 
144 Бать М.И., Джанелидзе Г.Ю., Кельзон А.С. Теоретическая механика в примерах и задачах. 
Т. 2 (специальные главы механики). – М.: Наука, 1966. – 663 с.  
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только внешних сил (и/или моментов внешних сил) при описании движений 
системы в целом (теоремы динамики). 

Силы, с которыми действуют на точки системы точки тела, не входящие в 

систему, называют внешними силами  
eF  (е франц. exterieur – внешний). 

Аналогично момент внешних сил 
eF  можно назвать моментами внешних сил – 

Me. 
 
 

5.2.2. Дифференциальные уравнения движения системы в общем виде 
 

О дифференциальных уравнениях движения системы в общем виде 
 

В соответствии с принятой классификацией, для каждой точки системы 
можно записать основное уравнение динамики (см. (2.4)) в виде 

 
e

k
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kkk FFam   ( nk ,1 ),                                  (5.12) 
 

где n  количество точек системы. 
Последнее уравнение для относительного движения материальных точек 

системы (когда связь идеальная) представим аналогично  уравнениям (5.7) – 
(5.9): 
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krkk IIFFam   ( nk ,1 ).                       (5.13) 
 

Проецируя уравнение (5.12) на координатные оси, получим: 
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Последнее уравнение представим для относительного движения матери-

альных точек системы (когда связь идеальная) по аналогии с (5.11): 
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Уравнения (5.14) и есть дифференциальные уравнения движения системы 

в общем виде. 

В частном случае, когда 0i
kF , из уравнения (5.14) получим уравнения 

(5.11), т. е. дифференциальные уравнения второго порядка, выражающие в ко-
ординатной форме второй закон динамики (см. пп. 2.1.3, уравнение (2.4)). 

Количество дифференциальных уравнений движения системы в общем слу-
чае равно 3n, где n – количество материальных точек, образующих систему. Во 
многих случаях представляет интерес изучение не движения каждой из точек 
системы, а движения системы в целом, например движение центра масс системы. 

 
 

5.2.3. Теорема о движении центра масс системы145 
 

Центром масс системы называют геометрическую точку C, радиус-вектор 
которой  
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где M – масса системы, кг; mk – масса k-й точки системы, кг. 

В проекциях последнее выражение дает формулы для определения коорди-
нат центра масс 
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Суммируя уравнение (5.12), получим 
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145 Данный параграф написан канд. техн. наук, доцентом А.Н. Бондаренко.  
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Записывая (5.16) в виде: 

 kkC rmrM                                       (5.18) 
 

и вычисляя вторую производную по времени для обеих частей этого выраже-
ния, находим для левой части (5.17) 

 

Ckk aMam  .                                         (5.18а) 
 

Суммирование элементов правой части (5.17) приводит к главному вектору 
внешних сил системы (главный вектор внутренних сил равен нулю). В резуль-
тате получают уравнение для ускорения центра масс системы 

 
e

C RaM  ,                                                (5.19) 
 

выражающее теорему о движении центра масс, которую формулируют сле-
дующим образом. 

Центр масс системы движется как материальная точка с массой, равной 
массе всей системе, под действием главного вектора внешних сил. 

В проекциях на координатные оси (5.19) имеет вид 
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Уравнения (5.20) представляют собой дифференциальные уравнения дви-

жения центра масс системы. Как показывают уравнения, внутренние силы не-
посредственно не влияют на движение центра масс. Однако они могут являться 
причиной возникновения внешних сил. Например, внутренние силы, приводя-
щие во вращение ведущее колесо локомотива, вызывают появление внешней 
силы сцепления (т. е. силы трения), приложенной к ободу колеса. В изменяемой 
системе материальных точек внутренние силы изменяют взаимное расположе-
ние точек, не изменяя положения центра масс системы. 

Из уравнения (5.19) вытекают следствия рассматриваемой теоремы: 
1) если главный вектор внешних сил в интервале времени [t0, t1] равен ну-

лю ( eR  = 0), то скорость центра масс Cv  есть величина постоянная (поскольку 

Ca  = 0) – центр масс системы находится в покое или движется равномерно 
прямолинейно (закон сохранения движения центра масс). При этом будет ли 
иметь место покой или движение, зависит от начальных условий; 
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2) если главный вектор внешних сил в интервале времени [t0, t1] равен ну-

лю (
eR  = 0) и скорость центра масс в начальный момент также равна нулю ( Cv  

= 0), то центр масс находится в покое (закон сохранения положения центра 
масс). 

Аналогичные следствия или законы могут быть получены из уравнений 
(5.20) для  проекций  скорости  или  координат  центра масс. Например, если 

vCx = 0, тогда первое уравнение (5.20) будет иметь 0Cx , т. е. xC = v0xt + xC0. 

Это означает, что проекция центра масс на ось Ox неподвижна (при v0x = 0) или 
движется равномерно вдоль оси Ox со скоростью v0x.  

Практическое применение содержание теоремы о движении центра масс на 
примере движения локомотива по прямому участку пути в упрощённом виде 
общеизвестно146. 

 
П р и м е р  1147. В электромоторе погрузочно-разгрузочных машин (на-

пример, козлового (см. рис. 2.2) и мостового крана, или стрелового крана на 
железнодорожном ходу) силой тяжести G = 7 кН вращается ротор силой тяже-
сти G2 = 3 кН с угловой скоростью  = 100 c-1 против направления часовой 
стрелки. Центр масс ротора, вследствие его несимметрии, отстоит от оси вра-
щения на расстоянии (т. е. имеет эксцентриситет) OC = e = 0,05 м (рис. 5.2, а)).  

 

 
 

Рис. 5.2. Схематическое представление электромотора. 
 

Определить горизонтальную силу F , с которой действует мотор на кре-
пёжные болты, и вертикальное давление на ферму козлового (см. рис. 2.2) (или 
мост мостового крана, или корпус стрелового крана на железнодорожном ходу) 

Q . 

                                                 
146 Лойцянский Л.Г., Лурье А.И. Курс теоретической механики. Т. 2. Динамика. – М.: Наука, 
1983. – 640 с.  
147 Пример решён канд. техн. наук, доцентом А.Н.Бондаренко (см.: Туранов Х.Т., Бондарен-
ко А.Н. Теоретическая механика в задачах погрузки–выгрузки и перевозки грузов в ва-
гонах.  Екатеринбург: УрГУПС, 2006.  451 с.). 
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 Р е ш е н и е.  Выбираем в качестве объекта движения всю систему в це-
лом (ротор и статор с опорным устройством, далее называемый корпусом), от-
брасываем связи (опорная плоскость, болты) и заменяем их действие реакциями 

( N  – нормальная составляющая реакция поверхности, R  – равнодействую-
щая горизонтальных реактивных усилий от всех болтов). Равнодействующую 
вертикальных реактивных усилий от этих же болтов включаем в величину нор-
мальной реакции поверхности. 

Добавляем активные силы (G2 – сила тяжести ротора, G1 = G – G2  – сила 
тяжести корпуса).  

Запишем теорему о движении центра масс 
 

RNGGRaM e
C  21 , 

где M  масса системы, кг: 

21 MMM   

с учётом того, что в ней M1 и M2  массы корпуса мотора и ротора. 
Спроецируем это уравнение на горизонтальную ось x и ось y: 
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Для определения реакций R  и N  необходимо составить выражения для 
координат центра масс в произвольный момент времени.  

При равномерном вращении ( = const) угол поворота линейно зависит от 
времени (аналогично равномерному криволинейному движению, см. пп. 1.8, 
(1.28)): 

t 0 . 
 

Пусть при t = 0 центр масс ротора С находился на оси Оx. Тогда началь-
ный угол поворота можно принять равным нулю, и в момент t координаты цен-
тра масс ротора х2 и у2 будут 

 

teex  coscos2 ;  teey  sinsin2 . 
 

Координаты центра масс системы определяют выражениями (5.16): 
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где х1, у1 и х2, у2  координаты центров масс, м. 

В данном случае центр масс корпуса мотора является неподвижной точкой 
и находится в начале координат, следовательно, х1 = 0 и у1 = 0 и для хС и уС: 
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xM
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Дифференцируем дважды по времени эти выражения с учётом полученных 

ранее зависимостей для координат 
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Из первого уравнения (5.21) определяем равнодействующую R  горизон-

тальных реакций болтов, а из второго – нормальную составляющую N  реак-
ции опорной поверхности (включая равнодействующую вертикальных реакций 
болтов) 
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Знак минус в выражении для равнодействующей R  указывает на то, что 
при  < π/2 (центр масс ротора смещен вправо) эта сила на самом деле имеет 
направление, противоположное первоначально показанному направлению на 
рис. 5.2, б. Согласно закону равенства действия и противодействия, горизон-

тальная сила F , с которой действует мотор на крепёжные болты, равна равно-

действующей R  и направлена в сторону, противоположную направлению этой 

силы нодействующей T , т. е. в сторону смещения центра масс ротора. По это-

му же закону давление Q  мотора на пол (включая болты) равно нормальной 

реакции N  и направлено в сторону, противоположную ей (вниз при малых 
скоростях вращения).  

При вращении ротора центр масс циклически смещается в обе стороны по 

оси x и горизонтальная сила F  соответственно меняет свое направление. Такая 
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переменная по направлению сила может вызывать усталостное разрушение 
крепёжных болтов. Заметим, что величина силы также переменная и пропор-
циональна квадрату угловой скорости. Таким образом, при увеличении скоро-
сти, например в 2 раза, силы, действующие на болты, увеличиваются в 4 раза.  

Подобное переменное слагаемое, связанное с угловой скоростью, присут-

ствует в выражении для нормальной реакции N . При больших скоростях вра-
щения нормальная реакция может изменять свое направление. В этом случае, 
поскольку ферма козлового крана (см. рис. 2.2) представляет собой односто-
роннюю (неудерживающую) связь, реакция целиком и полностью должна быть 
обеспечена болтами крепления, при этом на болты действует растягивающая 
сила со стороны гаек, опирающихся на верхнюю поверхность станины мотора. 

Наибольшие значения величин сил Fmax и Qmax, кН: 
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Как видно из этого расчёта  динамические силы намного превышают ста-

тические, и учёт динамических сил обязателен при расчёте движущихся меха-
нических систем (двигатели, крепления на подвижном составе, детали подвиж-
ного состава). 

 
 

5.2.4. Теорема об изменении количества движения системы 
 

Вспомним, что количеством движения материальной точки называют 
произведение массы точки m на вектор скорости точки v  (см. п. 2.1): 

 

vmQ  .                                                 (5.22) 
 

Как и скорость, количество (англ. quantity) движения точки  есть векторная 
величина. 

Количество движения системы равно сумме количеств движения точек, 
образующих систему: 


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k
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. . 

 
С использованием выражения (5.18) можно записать количество движения 

системы как 



 390

CvMQ  ,                                              (5.23) 

где Cv  – скорость центра масс системы, м/с. 
Дифференцируя по времени последнее выражение в виде (см. (5.18а)) 

 

C
C aM

dt

vd
M

dt

Qd
  

и подставляя полученный результат в уравнение движения центра масс (5.19), 
находим 

e
C R

dt

Qd
aM  . 

В результате имеем уравнение, выражающее теорему об изменении коли-
чества движения системы 

.eR
dt

Qd
                                                   (5.24) 

 
Теорема. Производная по времени от количества движения системы рав-

на главному вектору внешних сил, приложенных к системе (см. (2.4)). 
Проецируя уравнение (5.24) на оси координат, получим 
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Рассмотрим частные случаи. 

1. Пусть главный вектор внешних сил 0eR , т. е. точка движется под 
действием внутренних сил.  
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Тогда из (5.24) получим constQ  (закон сохранения количества движе-
ния системы), т. е. внутренние силы не могут изменить количество движения 
системы. 

2. Допустим 0e
xR , т. е. внешние силы (например, сила тяжести G) пер-

пендикулярны оси Ох.  

Тогда из первого уравнения (5.25) получим constxQ , т. е. проекция ко-

личества системы на ось Ох остается постоянной (см. (4.17), описывающей ма-
тематическое представление первого закона инерции).  

П р и м е р  1148. Два гружёных вагона с массами M1 и M2 движутся по 

прямому горизонтальному участку пути со скоростями 1v  и 2v  (рис. 5.3), при-

чём 21 vv  .  
 

 
 

Рис. 5.3. Движение вагонов до (а) и после (б) столкновения. 
 

Предполагая, что удар первого вагона (отцепа) о неподвижно стоящие ва-
гоны абсолютно неупругий (идеальный случай, когда коэффициент восстанов-
ления k = 1), что соответствует случаю, когда пружины автосцепных устройств 
вагонов находятся в полностью замкнутом состоянии (т. е. жёсткости авто-
сцепных устройств cасц =  ) и нет зазоров в соединениях деталей этих уст-

ройств (см. рис. 5.3, б)), найти их общую скорость v  после удара. 
Р е ш е н и е.  Для решения задачи используем частный случай 1, когда 

главный вектор внешних сил 0eR , т. е. точка движется под действием 
внутренних сил. Тогда согласно закону сохранения количества движения сис-
темы, внутренние силы не могут изменить количество движения системы. 

Внешними (активными) силами в данном случае являются общая сила тя-

жести вагонов 1G , 2G  и нормальные составляющие N  реакции связи (рель-
сы) как реактивные силы. При этом пренебрегаем внешней силой трения колёс 
о рельсы, считая, что колеса катятся по рельсам без скольжения (т. е. случай 
чистого качения) (см. пп. 2.4.2, (2.75)). Силы давления вагонов друг на друга, 
развивающиеся при ударе, являются внутренними силами, которые, соглас-
но закону сохранения количества движения системы, не могут изменить коли-
чество движения системы. 

                                                 
148 Воронков И.М. Курс теоретической механики.  М.: Наука, 1966.  596 с. 
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Внешние силы ( 1G , 2G  и N ) перпендикулярны горизонтальной оси. 
Следовательно, сумма проекции внешних сил на эту ось равна нулю, а потому 
проекция количества движения системы на эту же ось будет постоянной, т. е. 
после удара будет оставаться той же, что и до удара. Имеем 

 
MvvMvM  2211   

 

с учётом того, что в ней 21 MMM  , откуда находим общую скорость ва-
гонов после столкновения 

.2211

M

vMvM
v


                                             (5.26) 

После удара скорости становятся одинаковыми. Это естественно, так как 
вагоны после удара не расходятся, а двигаются вместе. 

 
П р и м е р  2149. Решить задачу в примере 1, предполагая удар при столк-

новении вагонов на подгорочном парке сортировочной станции абсолютно уп-
ругим (т. е. c   0 – жёсткость поглощающего устройства автосцепки (см. рис. 

5.3, б)), и найти скорости вагонов 01v  и 02v  после удара.  
Р е ш е н и е.  Непосредственно составим уравнение сохранения количества 

движения системы и, имея в виду, что внешних ударов нет, а количество дви-
жения до и после удара одно и тоже, получим 

0220112211 vMvMvMvM  . 

Поскольку относительная скорость вагонов до их соударения vr1,2 равна 
вследствие абсолютной упругости удара относительной скорости вагонов после 
удара vr02,01, запишем 

01,022,1 rr vv  , 

где 212,1 vvvr   и 010201,02 vvvr  . 

Разрешая полученные два уравнения методом определителей, найдём ско-
рости вагонов v01 и v02 после удара: 
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149 Николаи Е.Л. Теоретическая механика. Ч. 2. Динамика. – М.– Л: ГИТТЛ, 1952. – 484 с.  
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При этом v01 < v02, что естественно, поскольку вагон, движущийся с мень-
шей скоростью, за короткое время получит импульс, равный M1 v1. Например, 
если M1 = 82 и M2 = 90 т, v1 = 4 и v2 = 2 км/ч, то v01 = 1,9 и v02 = 3,81 км/ч. Если 
вагон с массой M2 неподвижный, т. е. v2 = 0, то v01 = –0,186 и v02 = 3,81 км/ч. 
Отрицательный знак скорости v01, означает, что первый вагон с меньшей мас-
сой либо остановится, либо может отскочить назад относительно второго с 
большей массой. 

 
 

5.2.5. Примеры решения задач на применение теоремы  
о количестве движения системы 

 
Задача 1150. Вагон (отцеп) с массой M1 при роспуске с вершины горки 

движется со скоростью 0v  и ударяется в неподвижно стоящую сцепку (группа 
вагонов) из n  таких же вагонов различной массы (рис. 5.4).  

 

 
 

Рис. 5.4. Схематическое представление ударяющего и ударяемых вагонов. 
 

Коэффициент трения скольжения между контактирующими поверхностями 
груза и пола вагона f. 

Постановка задачи. Требуется определить скорость вагонов после соуда-
рения v  (первая задача). Кроме того, используя условие первой задачи, необ-
ходимо определить расстояние по отношению к полу вагона, на которое пере-
местится незакреплённый груз в одиночном вагоне и в вагоне, находящемся в 
сцепке, с последующим обоснованием необходимости надёжного закрепления 
груза, размещённого в ударяющем вагоне, дополнительными элементами креп-
лений (вторая задача). 

Принятые допущения. Считать удар первого вагона (отцепа) о неподвиж-
но стоящие вагоны абсолютно неупругим (идеальный случай, когда коэффици-
ент восстановления k = 1), что соответствует случаю, когда пружины автосцеп-
ных устройств вагонов находятся в полностью замкнутом состоянии (т. е. жёст-
кости автосцепных устройств cасц =  ) и нет зазоров в соединениях деталей 

                                                 
150 Комаров К.Л., Яшин А.Ф. Теоретическая механика в задачах железнодорожного транспор-
та.  Новосибирск: Наука, 2004.  296 с. 
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этих устройств. Принять, что масса n неподвижно стоящих вагонов 


n

i
iM

2
 в 

частном случае равна массе одиночного вагона M1, т. е. 


n

i
iM

2
 = M1 = M, а 

общем случае допустить, что массы вагонов в сцепке M2, M3 и т. д. различные, 
т. е. M2   M3   M1. 

Решение первой задачи. Используем теорему об изменении количества 
движения системы [Лойцянский, Лурье, 1983], аналитически представленную 
уравнением (5.24). 

Во время удара на вагоны действуют сила тяжести G , нормальные со-

ставляющие N  реакции рельсов, сила трения трF  для вагонов в сцепке и 
о
трF  

для одиночного вагона, приложенные к колёсам колёсных пар тележек вагонов 
как движущиеся силы (см. рис. 5.4).  

Направив ось х в сторону движения вагонов, из первого равенства (5.25) 
получим 
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Считая время удара τ бесконечно малой величиной ( 1 ), после интег-

рирования с учётом того, что произведение бесконечно малой величины τ на 
конечную величину 

e
xR  будет бесконечно малым, имеем 

 

;
00

 


e
x

e
x

Q

Q

x RdtRdQ
x

x

 

00  xx QQ ,  .0
xx QQ                                       (5.28) 

 
Таким образом, проекции количества движения системы на ось х до удара 

и после удара равны.  

До удара один вагон (отцеп) двигался со скоростью 0v . Так как удар неуп-

ругий, то после удара n + 1 вагон движется со скоростью v . Тогда 
 

0)1( MvvnM  .                                       (5.29) 
 

Отсюда находим скорость вагонов после соударения 
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В общем случае, если массы вагонов в сцепке различные, т. е. 
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, то последняя формула имеет вид 
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Очевидно, что с увеличением массы неподвижных вагонов 


n

i
iM

2
 ско-

рость вагонов после соударения уменьшается, причём при любых значениях 

массы соударяемых вагонов 


n

i
iM

2
 и M1. 

Решение второй задачи. Применим основной закон динамики для относи-
тельного движения точки (см. (4.93)). 

Допустим, что подвижная система координат O1x1y1z1, связанная с ваго-
нами, после удара движется поступательно, прямолинейно и равномерно (т. е. 

constv  и 0a ). Тогда продольная переносная сила инерции exI  и сила 

инерции Кориолиса CxI  (см. (4.94)) для груза с массой 1M  равны нулю и ос-
новной закон динамики для относительно движения точки (4.100) (см. пп. 4.6.3, 
случай 3) запишется как основной закон динамики для абсолютного движения 
точки (см. (2.6)):  


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
n

k
kr FaM

1
1 .                                              (5.31) 

 

На груз массой 1M , находящийся на одиночном вагоне (рис. 5.5, а), после 

соударения условно приложены сила тяжести 1G , нормальная 1N  и касатель-

ная (силы трения) g111тр fMNfF   составляющие реакции связи (пол ваго-

на) 1R . Груз имеет начальную относительную скорость 
0
1rv , определяемую по 

(5.30) в виде 1
00

1 


n

v
vr , и конечную скорость 

k
rv 1  = 0 (т. е. после сдвига отно-

сительно пола вагона на некоторую величину). 
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Рис. 5.5. Схема приложения сил к грузу на ударяющем и ударяемом вагонах. 
 

Груз в одиночном вагоне имел до столкновения скорость 0v  такую же, как 
и вагон. И эти скорости абсолютные. После столкновения вагон имеет ско-

рость 1v . которая будет для груза переносной: 11 rvv  . Относительную ско-

рость груза после столкновения 1rv , пренебрегая при этом силой трения в мо-
мент удара (из-за кратковременности удара), можно считать равной скорости 

вагона до столкновения, т. е. 01 vvr  . 
Начальная относительная скорость груза после столкновения вагона о ва-

гоны в сцепке равна разности скорости вагона до удара 0v  (это скорость груза, 
оторвавшегося от пола вагона при ударе, в случае пренебрежения силой трения 
в момент удара) и скорости вагона после удара v  по формуле (5.30). Оставляя 
принятые предположения (скорость сцепки после удара постоянная, нет сил 
сопротивления движению сцепки, например, в виде силы аэродинамического 

сопротивления), запишем для груза массой 1M  дифференциальное уравнение 
относительного движения точки (см. (5.31)):  

g1
1

1 fM
dt

dv
M r  , 

или [Бухгольц, 1967]  

.g1
1

11 fM
ds

dv
vM r

r   

 
Разделяя переменные в последнем выражении, имеем 

 
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0 0
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rr dsfdvv
 

и, интегрируя, найдём 

 
,g
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2
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
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или 
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Последнее равенство с учётом (5.30а) примет вид 
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или, с учётом различных масс грузов в вагоне сцепки, т. е. 1
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                                   (5.32а) 

 
Анализ полученной аналитической формулы. Отсюда очевидно, что произой-

дёт сдвиг груза массой M1 в одиночном вагоне в сторону передней автосцепки 
(знак s1 положительный). Увеличение скорости первого вагона приводит к удво-
енному увеличению сдвига груза одиночного вагона. Увеличение массы груза в 
первом вагоне приводит к резкому уменьшению сдвига груза первого вагона по 
нелинейному закону (асимптота), а увеличение массы груза в вагоне сцепки – к 
увеличению сдвига груза первого вагона по нелинейному закону. Уменьшение ко-
эффициента трения, если произойдёт таковое из-за изменения климатических ус-
ловий перевозок, приводит к увеличению сдвига груза. 

На груз, массой M2, находящийся в вагоне сцепки (см. рис. 5.5, б), после 

удара условно приложены сила тяжести g2M , нормальная g22 MN   и ка-

сательная (сила трения) g222тр fMNfF   (см. (2.64)) составляющие реакции 

связи (пол вагона) 2R . 
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Найдём начальную относительную скорость груза в сцепке. Переносная 
скорость груза – скорость сцепки и относительная скорость противоположны 
по направлению и равны по модулю: 
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или при условии 1
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и конечная относительная скорость тоже равна нулю, т. е. .022  r
k
r vv  

Составляем дифференциальное уравнение относительного движения вто-
рого груза, разделяем в нём переменные и интегрируем: 

 

g2
2

2 fM
dt

dv
M r  , 

или [Бухгольц, 1967] 
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или, подставляя начальную относительную скорость 
0
2rv , получим 
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или с учётом (5.30а)  
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Отсюда относительное перемещение груза в вагоне сцепки 
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или с учётом различных масс грузов в вагоне сцепки, т. е. 1
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Анализ результатов аналитической формулы. Анализируя (5.34), или 

(5.34а), можно отметить, что произойдёт сдвиг первого груза в вагоне сцепки в 
сторону задней автосцепки (знак s2 отрицательный). Увеличение скорости перво-
го вагона приводит к удвоенному увеличению сдвига груза в вагоне сцепки. Уве-
личение массы груза в первом вагоне приводит к резкому увеличению сдвига гру-
за в вагоне сцепки почти по линейному закону, а увеличение массы груза в вагоне 
сцепки – к увеличению сдвига груза этого вагона по нелинейному закону. Умень-
шение коэффициента трения, если произойдёт таковое из-за изменения климати-
ческих условий перевозок, приводит к увеличению сдвига груза. 

Анализируя результаты сдвигов грузов в вагонах, необходимо сравнить s1 
и s2. Если получится так, что s1 > s2, то возникнет необходимость надёжного 
закрепления первого груза с массой M1 в одиночном вагоне гибкими упругими 
элементами креплений, не исключается также необходимость закрепления гру-
за в вагоне сцепки. 

 
П р и м е р  р а с ч ё т а . Исходные данные приведены ниже. 
M1: = 82 – масса первого вагона, т; 
M2: = 50 – масса первого вагона в сцепке, т; 
v0: = 1,2 – скорость первого вагона до удара, м/с (или  4 км/ч); 
f: = 0,4 – коэффициент трения скольжения груза о пол вагона; 
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n: = 2 – количество вагонов в сцепке (ударяемые вагоны); 
g: = 9,81 – ускорение свободного падения, м/с2. 
 
Результаты расчёта, реализованного в системе MathCAD [Кирьянов, 2006]. 

 

 

 

 

 

 

 
 
Анализ полученных результатов исследований. Анализируя полученные на 

основе (5.34) данные, можно отметить, что произошёл сдвиг первого груза с 
массой M1 в сторону передней автосцепки при заданных исходных данных на 
s1 = 55 мм, а второго груза с массой M2, размещённого на вагоне сцепки,  к 
задней автосцепке на s2 = –37 мм (о чём свидетельствует отрицательный знак 

2s ). Относительное расстояние перемещения груза, размещённого на первом 
вагоне, при наличии в сцепке двух вагонов почти 1,5 раза больше, чем у груза, 
размещённого на первом вагоне сцепки (0,055/0,037  1,5). 
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Приводим результаты расчётов сдвигов грузов при вариации количества 
вагонов в сцепке n = var при сохранении остальных исходных данных постоян-
ными. 

Варьируемые параметры расчёта следующие: 

 

 

 

 

 

 
Графические зависимости перемещений (сдвигов) первого и второго гру-

зов от вариации количества вагонов в сцепке приведены на рис. 5.6, а, б. 
 

 
 

Рис. 5.6. Зависимости )(1 nfs  , )(2 nfs   (а) и  )(
2

1 nf
s

s
  (б).  
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Анализ полученных результатов исследований. С увеличением количества 
вагонов в сцепке независимо от массы грузов в вагонах резко увеличивается 
относительное перемещение (сдвиг) незакреплённого в вагоне первого груза, в 
то время как в вагоне сцепки – уменьшается. Так, например, полученное значе-
ние относительного сдвига первого груза слишком значительное в случае, когда 
массы грузов в вагонах одинаковые (например, при n = 5 до 25 раз), нежели ко-
гда эти величины различные (например, при n = 5 до 9 раз), что практически 
соответствует удару об абсолютно жёсткую стенку. 

Приводим результаты расчётов сдвигов грузов при вариации скорости пер-
вого вагона v0 = var при сохранении остальных исходных данных постоянны-
ми.  

Варьируемые параметры расчёта следующие: 

 

 

 

 

 

 

. 
 
Графические зависимости перемещений (сдвигов) первого и второго груза 

от вариации скорости первого вагона приведены на рис. 5.7. 
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Рис. 5.7. Зависимости )( 01 vfs   и )( 02 vfs  .  
 

Анализ полученных результатов исследований. Увеличение скорости перво-
го вагона приводит к резкому увеличению сдвига груза как в первом вагоне, так и 
в вагоне сцепки независимо от того, одинаковы массы ударяющего и ударяемых 
вагонов или же разные. 

Приводим результаты расчёта сдвигов грузов при вариации массы первого 
вагона M1 = var при сохранении остальных исходных данных постоянными.  

Варьируемые параметры расчёта следующие: 
M2: = 50 – масса одного вагона в сцепке, т; 
v0: = 1,2 – скорость первого вагона до удара, м/с (или  4 км/ч); 

 

 

 

 

 
Графические зависимости перемещений (сдвигов) первого и второго груза 

от вариации массы первого вагона приведены на рис. 5.8, а, б. 
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Рис. 5.8,. Зависимости )( 11 Mfs   и )( 12 Mfs   (а)  

и зависимость )( 1
2

1 Mf
s

s
  (б). 

 
Анализ полученных результатов исследований. Увеличение массы груза в 

первом вагоне приводит к резкому увеличению сдвига груза этого вагона (по не-
линейному закону) и к постепенному увеличению сдвига груза первого вагона 
сцепки почти по линейному закону. С увеличением массы первого вагона отно-
шение сдвига грузов уменьшается по закону асимптоты. 

Приводим результаты расчёта сдвигов грузов при вариации массы одного 
вагона в сцепке M2 = var при сохранении остальных исходных данных постоян-
ными.  

Варьируемые параметры расчёта следующие: 
M1: = 82 – масса первого вагона, т; 
v0: = 1,2 – скорость первого вагона до удара, м/с (или  4 км/ч); 
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Графические зависимости перемещений (сдвигов) первого и второго груза 

от вариации массы груза, размещённого на первом вагоне сцепки, приведены на 
рис. 5.9, а, б. 

 

 
Рис. 5.9. Зависимости )( 21 Mfs   и )( 22 Mfs  (а)  

и зависимость )( 2
2

1 Mf
s

s
  (б).  

 
Анализ полученных результатов исследований. Увеличение массы груза в 

вагоне сцепки приводит к заметному увеличению сдвига груза в первом вагоне и 
уменьшению сдвига груза в вагоне сцепки по нелинейному закону. С увеличением 
массы груза второго вагона отношение сдвига грузов увеличивается по закону па-
раболы. 

Обобщающий анализ результатов математического моделирования. 
Обобщая полученные результаты вычислительных экспериментов, можно от-
метить, что доказана необходимость надёжного закрепления груза, размещён-
ного в ударяющем и ударяемом вагоне, дополнительными элементами крепле-
ний, например гибкими упругими, количество которых в основном зависит от 
массы вагонов и от количества вагонов в сцепке. 

Особо отметим, что если масса ударяемых вагонов в сцепке 


n

i
iM

2
 значи-

тельно больше массы ударяющего вагона M1, т. е. при соблюдении условия 
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


n

i
iM

2
 >> 1M , и если удар абсолютно упругий, что соответствует случаю, ко-

гда вагоны в автосцепном устройстве связаны упруго, что соответствует дейст-
вительности (т.е. cасц     – жёсткости автосцепных устройств), то результаты 
исследований будут иными, нежели полученные в рассмотренном случае. 

 
В ы в о д ы. На основе математического моделирования соударения ваго-

нов на подгорочном парке сортировочной станции с использованием теоремы 
об изменении количества движения системы получены аналитические формулы 
сдвига грузов как в ударяющем, так и в ударяемом вагонах в зависимости от 
скорости ударяющего вагона (отцепа), массы и количества вагонов, а также от 
состояния контактируемых поверхностей грузов, размещённых в вагоне, с по-
лом вагонов, позволившие установить характер изменения сдвига грузов в ва-
гонах.  

 
 

5.2.6. Теорема об изменении кинетической энергии системы 
 

Теорема151: Приращение кинетической энергии ΔE равно сумме работ 
внешних We и внутренних Wi сил и/или моментов сил. 

Математически теорему записывают в виде 
 

ie WWE  , 
 

или, учитывая, что ΔE = E – E0, 
 

ie WWEE  0 ,                                        (5.35) 
 

где E = mv2/2 и E0 = mv0
2/2 – кинетические энергии системы, кДж (или кН·м), 

с учётом того, что v0 – начальная скорость, а v – конечная, м/с (см. (4.31)); 
We – работы внешних сил (см. для постоянной силы – (3.18); силы трения – 

(3.18) или (4.105); силы упругости – (3.35), или (3.41), или (4.105); вертикаль-
ной составляющей силы тяжести и нормальной составляющей реакции связи – 
(3.40); переносной силы инерции – (4.105)) и/или моментов внешних сил (см. 
(3.27)), кДж (или кН·м); Wi – работы внутренних сил и/или моментов внутрен-
них сил (см. (3.28)), кДж (или кН·м). 

 
 
 

                                                 
151  Комаров К.Л., Яшин А.Ф. Теоретическая механика в задачах железнодорожного транс-
порта.  Новосибирск: Наука, 2004.  296 с. 
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Примеры решения задач на применение теоремы об изменении  
кинетической энергии системы 

 
Напомним, что в п. 2.4 (см. задача 1) за упрощённую расчётную модель 

скатывания вагона с горки, учитывающую трение качения со скольжением, 
принята упрощённая модель, показанная на рис. 2.61.  

В п. 2.4 принято, что на участках горки, где отсутствуют случайные (или 
так называемые «эпизодические» ) сопротивления колёса с радиусом rк (для 
грузового вагона 0,475 м) катятся без проскальзывания с коэффициентом тре-
ния качения колеса по рельсу fк, внутренний радиус rвн внутреннего кольца 
подшипника качения вращается с коэффициентом трения качения fк0.  

В п. 3.2 определены работы моментов трения качения колёс о рельсовые 
нити W(Mтр) = We (см. (3.27), как моменты внешних сил) и тел качения под-
шипников в буксовых узлах W(Mтрп) = Wi (см. (3.28), как моменты внутренних 
сил) тележек вагона, скатывающегося с горки. Работы проекции силы тяжести 

G и силы аэродинамического сопротивления xrF в  на направление движения ва-

гона и силы yrF в  определены в виде (3.44) (см. (3.18), (3.45)).  

 
З а д а ч а  1. Требуется определить путь, пройдённый вагоном, при его 

скатывании с горки при условии, что известна начальная скорость v0 и скорость 
скатывания вагона v = ve в момент t = t1 либо в момент остановки (v = ve = 0 
при t = t1).  

Данная задача относится ко второй задаче динамики в инерциальной сис-
теме отсчёта. Зная действующие на вагон с грузом силы (составляющие силы 
тяжести вагона с грузом и силы аэродинамического сопротивления на направ-
ление движения вагона), требуется найти закон движения вагона (см. п. 4.1). 

Условия задачи. Задачу следует решить при условии, что заданы начальная 
скорость v0 и скорость скатывания вагона v = ve в момент t либо в момент оста-
новки (v = ve = 0 при t = t1). За внешние силы, ускоряющие и замедляющие 
движение вагона, считать проекции силы тяжести G (как движущей силы, ус-

коряющей движение): 0ψsinGGx   и силы аэродинамического сопротивления 

xrF в  (как силы сопротивления при встречном ветре, замедляющие движение) 
на направление движения при скатывании вагона с горки.  

Случайными, или так называемыми «эпизодическими», силами, появляю-
щимися при прохождении вагона на длине горочной или парковой тормозной 
позиции; при ударе колёсных пар на стрелочные переводы (об остряки, кресто-
вины и контррельсы); при вхождении вагона на стрелочные переводы; в зимних 
условиях при изменении плотности воздушной среды, сопровождаемой снегом 
или инеем в пределах стрелочной зоны пучков и на сортировочных путях; при 
движении по кривой; движении вагона на подгорочном парке при применении 
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ручного башмака – пренебречь. Нахождение этих сил выходит за рамки про-
граммы курса теоретической механики. 

Решение. Применяя теорему об изменении кинетической энергии системы, 
перепишем (5.35), в котором E – кинетическая энергия вагона (системы) с учё-
том массы вращающихся деталей (колёсных пар): 

 

2кп1 EnEE  .                                             (5.36) 
 

Здесь E1 – кинетическая энергия поступательно движущихся деталей вагона 
(кузова с грузом и тележек), кДж; E2 – кинетическая энергия одной колёсной 
пары вагона, совершающей сложное (т. е. плоскопараллельное) движение, кДж 
(см. (4.33)); nкп – количество осей (колёсных пар) вагона (для четырёхосного 
вагона nкп = 4), шт. 

Кинетическая энергия поступательно движущихся частей вагона (см. 
(4.31)): 

2

2

1

v
ME  ,                                               (5.37) 

 
где M – масса поступательно движущихся частей (т. е. не вращающихся частей) 
вагона, кг. 

Кинетическую энергию одной колёсной пары вагона, совершающего плос-
копараллельное движение (теорема Кёнига)152 находят по (4.33)). 

Подставляя (5.37) и (4.34) в (5.36), после преобразований получим 
 

,
2

2

0

v
ME                                                   (5.38) 

 
где M0 – масса вагона с грузом с учётом массы вращающихся частей (колёсных 
пар), кг: 











2
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к
кпкп0 r

J
MnMM C

.                                 (5.39) 

 
С учётом выполненных в (4.34а) выкладок перепишем (5.39):  

 

                                                 
152 Бутенин Н.В., Лунц Я.Л., Меркин Д.Р. Курс теоретической механики. В 2 т. – СПб.: Изд–
во «Лань», 1998. – 736 c. 
  Яблонский А.А., Никифорова В.М. Курс теоретической механики. – СПб.: Изд–во «Лань», 
1998. – 768 с.    
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

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M
MnMM , 

или 

кпкп0 2

3
MnMM  ,                                   (5.39а) 

 
или, учитывая, что для четырёхосных вагонов nкп = 4, 

 

кп0 6MMM  .                                      (5.39б) 
 

Вагон скатывается с горки поступательно. Если его начальная скорость 
v0, а конечная – v, то, подставляя (5.37), (5.38), (3.27), (3.28) и (3.46) в (5.35), 
будем иметь 

   

  .)ψsinψcos(

ψsinψcosψsinψcos

cosψψsing
22

вск00в0ск

вн
0в0

тк

б
к0

к
0в0кк

0в0

2
0

0

2

0

sFfFGf

r

s
FGk

n

n
f

r

s
FGfn

sFsM
v

M
v

M

yrxr

xrxr

xr





 

  

 

Здесь знак «минус» перед силой xrF в  при встречном ветре (при этом сила 
стремится замедлить скорость скатывания вагона с горки), а «плюс» при по-
путном ветре (при этом сила ускоряет движение вагона с горки). 

После преобразований, последнее выражение примет вид 
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 ,                                    (5.40) 

 
где F0 – разность движущих сил и сил сопротивлений, приложенных к системе 
«груз – вагон – путь», кН: 
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или после преобразований 
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Вынося в последнем равенстве за скобку Mg, cosψ0 и учитывая, что tgψ0 = 

i, получим 
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 (5.41) 

 
Принимая  на  конце  спускной  части  горки,  где  крутизны  профиля  i = 

1,5÷2 ‰, cosψ0   1 (как для малых углов), будем иметь 
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Разделяя обе части (5.40) на силу тяжести вагона с грузом G = Mg, полу-

чим выражение, имеющее размерность длины, м: 
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где w – удельные безразмерные движущие силы и силы сопротивлений:  

 – при попутном ветре 
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с учётом того, что С0 – удельная безразмерная движущая сила, появление кото-

рой связана с действием попутного ветра: xrF
M

C в0 g

1  ; 
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n

k
kw

1
 – вычитае-

мые в скобке (5.41); 
– при встречном ветре 
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с учётом того, что о
1
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k
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
 – основное удельное сопротивление при каче-

нии колёс со скольжением по рельсу:  
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Для частного случая (см. (5.41а)), где крутизны профиля i = 1,5…2 ‰,  

sinψ0   0 и cosψ0   1 (как для малых углов), (5.44) запишется в виде 
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Подставляя (5.43) в (5.42), после преобразований найдём путь, который 

пройдёт вагон при скатывании с горки за некоторое время t = t1 (вплоть до ос-
тановки, где при t = tк v = 0: 

– при попутном ветре 
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– при встречном ветре 
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или, обозначив g

1

g
0




M

M
 или gg
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  (где gg  , поскольку M < M0) – 

доля ускорения свободного падения, м/с2, получим:  
– при попутном ветре 
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– при встречном ветре 
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Отметим, что (5.46а) по форме совпадает с (4.1), полученной в работе 

[Правила и нормы…, 2003]153. Значит в в последней работе рассмотрен только 
случай воздействия на вагон встречного ветра. 

Замечание. При этом допускают, что конечная скорость вагона vк = v 
должна быть известной величиной, в противном случае дальнейшее решение 
задачи в такой постановке окажется также бессмысленным, как это выполнено 
в [Правила и нормы…, 2003; Железнодорожные…, 2002]. В соответствии с 
этим отметим, что теорема об изменении кинетической энергии системы для 
решения задачи определения пройдённого пути при скатывании вагона с горки 
применима только тогда, когда известна конечная скорость вагона. Особо под-
черкнём, что определение скорости скатывания вагона с горки является само-
стоятельной задачей, требующей своего решения на основе составления диф-
ференциального уравнения движения.  

 
 
 

 
 
 
 

                                                 
153 Правила и нормы проектирования сортировочных устройств на железных дорогах колеи 
1 520 мм. – М.: ТЕХИНФОРМ, 2003. – 168 с. 
  Железнодорожные станции и узлы: учебник для вузов ж.–д. транспорта / В.Г. Шубко, Н.В. 
Правдин и др. – М: УМК МПС России, 2002. – 368 с. 


