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Darslikda 1o°plamlar hagida upmumiy wsliunchalar, kombinatorika elementlari. mulobagalar
alpebrasi va inulohazalar hisobi kabi masalalar bayon gilingan,

Darslikning Il jildida predikatlar mantige, matemanik nazanyzfar. algonitmize, matematik
menugning texpikaga latbigi, matematik maniig funksivalarini minimallashtirish muanaimosi.
graflar nazariyasining elementari, tannoglar va tanmoqdagi ogimlar kabi tnasalalar yoriulgon,

Darslik bakalesriating 5480100 — amaliy mstematika va infermauka, 5460100 -
matematike, 5811200 ~ servis (axborot servisit, 5522200 - telekommunikesiys, 5521900 -
mfocnatika v axborot teanologiyalar. 5140200 - kash ta'limi (in!’o.nnauka' va oxborot
texnologiyalsri), 5140100 - malemarika vz informatka yo'nalishlan bo'yicha ta’lim olayolgun
Lalabalarga mo'lpallangan. )

Darsiikdan 5A460104, 5A480101, 5A330107, SASSZI901 va 51"54&0!08 magistralra
mutaxassisliklari  bo'yicha ta'lim olayegan talabolor hamda aspirantlar. radiolexoika,
clekirotexnika va amaliy malematika sohalarida ishiay y
tnutaxassislar foydalanishleri mumkin. JIZZAX DFI




SO'Z BOSHI

Diskrel malematika  matematikaning bir gqismi bo‘lib, meloddan
avval 1V asrda yaratila boshilangan. Diskret matematika matematikaning
takomillashgan sonlar nazariyasi, algebra, matematik mantiq qismlaridan
lashgari XX asr o'rialaridag) fan-lexnika taraqgiyoli tufayli jadai rivojla-~
nayotgan funksional sistemalar nazarivasi, graf va to‘rlar nazariyasi,
kodlashtirish nazariyasi, kombinator analiz kabi bo’limlami ham o'z jchiga
oladi.

Dastlab  fagat matematik  mantiq, algebra, matematk anahz,
matemaltike asostan, ehiimollar nazaniyasi. geomelriya, topologiya, sonlar
nazariyasi, modellar nazariyasi kabi matematik lanlarda tatbiq etib
kelingan diskret matematika XX asming 40- villandan boshlab hisoblash
mulermnatikasi,  kibernetika, axborol  texnologiyalari, igtisodiyot,
psixolagiva, matematik lingvistika, tibbivot fanlart va diskret texnikada
ham keng go'llanilmogda. Diskret matematika  clektr  sxemalarni
loyihalashda va tekshirishda. aviomatik hisoblash mashinalarini foyihalash
va dastoriashiivishda, diskret avtomatlarni mantiqiy loyihalashda, EHM
clementlari va gismlarini loyihalashda, har xil texnik sistemalar, qurilmalar
va avtomalik mashinalarni tahlil va sintez qilishda keng migyosda tatbiq
etiladi. Matematik mantiq fani elektron hisoblash mashinalanning vujudga
kelishiga va uni mukammalashtirishga katta hissa qo‘shdi. Diskret
matematika informalikaning poydevori botlishi bilan birga, hozirgi zanon
matematik ta’limping muhim bo'g*ini ham hisoblanadi.

Kitobning asosi sifalila HT. Ta‘rayev tomonidan 1973- yildan beri
Samarqand davlat universiteti amaliy matematika va informatika fakulteti
talabalariga vzluksiz o‘gilayotgan ma’ruzalar plingan. Uning strukturasi va
mazmuniga fakultet bazasida “Diskret matematika va uning tatbiglari”
mavzusida o‘tkazilgan Xalgaro ilmiy anjumanlar, Moskva davlat
universitetining «Diskret malematika» kafedrasi bilan a‘quv-usiubiy
sohalardagi hamkorlik hamda fakultet talabalariga diskrel matematika
fanining yeruk olimlari A.Dorodnitsin, Yu.Juravlyov, M.Komilov,
V. Kudryavsev, A.Zikov va V.Qobulov tomonidan o*gilgan ma’ruzalaming
ham ijobiy ta’sirt bor.

2003- yilda H.T.To'rayev muallifligida kirill grafikasida yozilgan va
«O'qituvchin nashriyotida nashr etilgan «Matematik mantiq va diskret
matematika» 0'quy g¢o‘llanmasini, jamiyat va fan tacaqqiyotint hiscbga
alib, lotin alifbosida qayta ishlab ushbu darslikni yozishga to'g’ci keldi.




Darslik kortej, {azzi w plamlar va munosabatlar, grafhine metrik tavsillar
hamda kombinawortka elementlariga doir malumotlar bilan 1o ldirildi.
2003- vilda nashr etilgan o*quy go'llummada Xelurilean 1 bobning 1-3-
paragratlari, Il bobning |-9- paragrailari va 1X bobning barcha
paragraflan qavia ishlandi va “Kombinatorika elemientlar”™ deb nomlangan
yangt bob qoshitdi. Uquy qullanmaning “Umumiy twshunchalar™ deb
nomiangan bobiga konejlar, {azzi o plamlar’. tazzi muonosabatlarga
bag ishlangan paragraflar go'shildi. Darslikning ushbu nashrida “Graflar
nazarivasining elementlari” va “Mulohazalar algebrasi™ deb sraluvchi
boblari hamn gayta ishlandi. to'1dirildi va vangi ma'lumetlar bilan vanada
boyitildi. Boshqa boblarda jiddiy o°zganshlar gilinmadi, fagat ayrim
lexnik noanigiiklar wzatildi, xolos.

Derslikda matemaik mantiq  va  diskret  matematika  faniniog
ovajianishiga ulkan hissa go‘shgan Platon. Evkhid, N. Aw-Tusiy, J. Ab
Qushchi. L. Fibonachkehi. U. Xavyom, |. Nyuton, L. Eyler. G. Kantor. 1.
Bul, O. de Morgan, R. Dekart. B. Pascal, P. Fecrma, (. Leybeis, N. Abel,
C. Koshi, N. Ferrers, H. Sheffer, Ch. Pirs. Ll Jegalking E. Post, A
Chyorch, N. Lobachevskiy, Yu. Dedekind, G. Peano. D. Gilbert. Yu.V.
Matiyasevich, §. Klini, A. Tyuring, A.A. Markov. E. Mur. K. Shenpon, U.
Kvayn, Yu.l. Juravlyoy, D. Kyonig. A. Keli, L.S. Pontryagin, U. Gannltow.
L. Zoda, L.R. Ford, D.R. Falkersen va boshqa o'nlab olimlar hagda
gisgacha bibliografik ma’lumotiar kehirilgan.

“Matematik mantig va diskret matemnatika®  darshgi  diskret
matemalikaning rivojlanish tanxi (kinsh) va 10 bobdan iborat. Respublika
oily uquv yurtlarida diskret matematika fani ikki semestrda o tilishini
hisobga olib, darslik ikki jildga ajratitgan. Darslikning birinchi jildi to'nt
bobdan iborat. Birinchi bobda to*plamlar nazariyasining payio ho'hshi
haqgidagi ayrim tarixiy ma'lumotlar, 10'plamlaming aksiomatik nazariyasi
hagida tushunchalar, to‘plamiarning birlashmasi. kesishmasi, ayirmasi,
to'ldiruvchi to'plam, to'plamiar algebrasining asosiy gonunlari. korte]
hagida tushuncha, Deckart ko‘paytmast va u bilan bog'liq ba'zi
tushunchalar bayon etiladi.

[kkinchi bob kombinatorika predmetiga bag'ishiangan bo'lib, unda
kombinatorika paydo bo'lishining gisqacha tarixi, kombinatorikada ko'p
qo‘llanifadigan wsul va qoidalar hamda betakror va takrorli o‘rin
almashtirish, o‘rinlashtirish, gruppalashlar kabi kombinatsiyalarga oid
ma'lumotlar keltiriladi. Paskai uchburchagi, Nyuton binomi, binotnial
koeffitsiyentlarning xossalari, ko'phad formulasi, Fibonachchi sonlari va

' Buibors ingliz dlida “fuzzy scts™, ruscha “newemnoe suokecTro™ kabi yoziladi.
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ularning sodda xossalari, bo'iaklashlar va ularning ba'zi xususiyatlari,
Ferrers dhagrammasi, hosil giluvehi funksiyalaring xossalari va wlarning
kombinatorikada qo*lanilisht ham shu bobda bayen qilinadi.

Uchinchi bob mulohazalar aktgebrasiga bag‘ishlangan bo'lib, unda
mulohazalar va ular vstida manticiy amallar, formuialar, teng kuchls,
avoun chin, aynan yolg on va bajariluvchi formulalar, teng  kuchbi
formwlalarga doir eoremalar, formulalarning normal shaklari, mukammal
diz'yunktly va kon'vunktiv normal shakllar, melohazalar algcbrasi
funksiyalari, Bul aigebrast, mantig algebrasidagi ikkilarafllama ganun va
arifmetik amallar, Jegalkin ko'phadi, monoton (unksiyalar, funksional
yopiuq sinflar va Post tcoremasi kabt masalalar ko'rib chiqgiladi,

Kitobning ta‘rinchi bebi mulahazalar hisobiga bag ishlangan bo'lib,
unda mulohazalar hisobr formufas) tushunchasi, isbotlanuvch: formula
ta'nfi, mulohazatar hisobining aksiomalar sistcmasi (tizimi), keltirib
chigarish qoeidalari, keltirib chigarish goidasining hasilalari ho‘lgan bir
vaqtda o‘riga goyish, murakkab xulesa, sillogizm, kontpazitsiya, ikki
karra  (nkarni tushinsh  goidalari, formolalar majmuasidan  formulani
keltich  cligarish  qoidasi,  keltirib  chiganigan  formula  (isbotlash)
tushunchasi, deduksiya va umumlashgan deduksiya tcorcmalart, ayrim
mantig (asoslami o'rin ahmashtirish, asoslami go'shish, asoslami ajratish)
gonunlarining isboti, mulohazalar algebrasi va mulohazalar hisobi
o'rlasidagy  munosabatlar, mulohazalar hisobida vyechilish, zidsizlik,
toliqhlik va erkinlik muammolari kabi masalalar ka*nb chigiladi.

Darshkni tayyoriashda amernkalik S Klim va A Chyorch, avstriyalik
K.Gyodel, angliyalik A Tyuring va EMendelson hamda rossiyalik
A.A.Markov, A.l.Malsev, P.S.Novikov, S.V.Yablonskiy, (0. B.Lupanov,
V.B.Kudryavscy, V.A Gorbatov, S.G.Gindikin, A.A.Zikov, L.Lixtarnikov
va T.Sukachyova kabi malcmatiklar tomonidan yaratilgan monografiya,
darslik, o'quy qo'ilanma va ilmiy maqgolalaridan foydalamidi.

Nazariy masalalarni bayon elishda misullardan keng foydalanilgan,
dleyarli har bir paragrafning oxirida mustaqi] ishlash uchun mashgqlar, savol
va lopshiriglar berilgan. O‘quvchilarga tavsiya etilayotgan ushbo darslik
“Matematik mantiq va diskret matematika™ hamda «Matematik mantiq va
algoritmlar nazariyasi» fanlari bo'yicha Respublikamiz davlat ta’lim
standartlarida ko rsatilgan o'quv dasturlariga to‘lig javob beradi.

Muatiiflar



KIRISH

Mantig - muhokama yuritishning  qonun-goidalad,  usullan  va
formalari (shakilani) hagidagi fan bo'lib, uning asoschist qudimgi yunon
mutafakkivi Aristotel (iniloddan avvalgi 384-322 v.) hisoblanadi. U
birinchi bo’lib deduksiya nazariyasuu, yva'm maniigiy sulosa chigarsh
nazariyasim yarabb, mantugqiy xulusa chigarishning formal xarakterga ega
ckanligini ko'rsatdi. Aristoteining mantiqiy ta’limoti formal mantigring
{logikaning) asosini tashkil qiladi. Formal maatiq fikclashning formalari va
qonunlarint tekshiradi. Shunday qilib. Anstowel mantigiy fikrlashning
asosiy gonunlarini ochdi,

Aristotel asos snlgan mantiq ko'p asrlar davomida turli mutafakkirlar,
faylasuftar va butun falsafiy maktablar tomonidan to‘ldirildi, o*zgartirildi
va takomillashiinldi. Shu jumiadan, Abu Nasr Farobiy, Abu Ali Ibn
Sino, Abu Rayxon Beruniy, Muhammad al-Xorazmiy, Umar Xayyom,
Alisher Navoiy, Mirzo Bedil kab: Shargning buyuk mutafakkirlarn ham
o'zlanning kat(a hissalarini qo‘shdilar.

Mantigning yangilanishida fransuz olimi R.Dekartning (1596-1650)
ishlari muhim rol o'ynadi. R.Dekart analitik usulda fikrlashning asosiy
prinsiplarini yaraidi.

Olmon faylasufi va matematigi G.Leybais (16406-1716) bitinchi bo'lib
mantiqiy [fkrlashga hisol xarakierini berish zarur degan prova bilan
chigdi. Buning uchun, uning fikricha, hamma iliniy tushunchalar va
mulohazalami asosiy mantiqiy elementlarga keltinb. uvlami ma’lum
simvollar bilan belgilash kerak.

G.Leybnis goyalari faqat XiX asrdagina o'z rivejini topdi. Ingliz
olimiani J.Bul (1815-1864), Ch.Pirs (1839-1914), B.Rassel (i872-1970).
A.Uayixed (1861-1947), U.Jevons (1835-1882), olmon olimlari (i.Fryoge
(1R848-1925), D.Gilbert (1862-1943), [LC.Shryoder  (1841-1902),
shollandiyalik matematik O. de Morgan (1806-1871), rus olimian
P.S.Poreskiy {1846-1907), V.I.Glivenko (1897-1940), L1.Jegalkin (1869-
1947) va boshqalar mantiq sohasidagi ishlari bilan simvolik yoki
matematik mantqgnt (logikani) yaratdilar.

Matematik manotiq asoschitaridan biri bo'lgan J.Bul (J.Bul mashhur
«So‘na» romanining muallifi Lilian Voynichning otasidir} mustaqil
ravishda grek, lotin, nemis, fransuz va italyan Ullarin hamda matematikani
o'rpanadi. U 1847~ vilda yozilgan «Mantigning matematik tahlili»,
«Mantiqiy hisob» va 1854 yilds yozilgan «Fikrlash gonunlarini tadqig
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ctrishy  kitoblanida mantignt  algebraik  shaklga keltirdh va matematik
mantigning akstomalar sistemasini yaratdi. Bulning mantigiy hisebi bul
algebrasi deb yuritiladi.

J.Bol mantig va maiematika operatsiyalari o'rasidagi «'xshashlikka
asoslanib, mantiqiy xulosalarga algebruk simvolikani go'lladi. 1J mantig
operatsiyalarini - formallashiirish — {rasmiylashtirish)  vchun  quyidag)
simvollami (belgslarnd) kiritdi:

— predmetlarni belgilash uchun (x, p., z, ..) lotin alifbosining
(alfavitining) kichik harllarini;

— predmetiar sifatini belgilash uchun (X7, ¥, Z, ) lotin aiifbosining
bosh harflarini;

— biror mulohazaga akslantirilgan hamma predmetlar sinfi | ni;

- ko'rilishi lozim bo*lgan predmetlar yo'ghigining belgisi 0 ni:

- mulohazalami mantigiy go'shishning “+"* belgisini;

-- mulohazatami mantiqiy avirishning =" belgisint;

— mulohazalar tengligining =" belgisini.

Simvelik bul algebrasida mantigiy ko'paytirish amali, xuddi algebraik
giymatlarni ko' paytirishdagidek kommutativlik

Xy =yx
va assotsialiviik
x{yz)=(xy)z
xossalariga ¢ga. Manliqiy go'shish amali ham kommutativiik va
assotsiativlik xossalariga ega;
x+ y=p+x, (2t ) ta=at(xtz)k

Bul alpebrasida yig'indi ko'paytmaga nisbalan distributivitk gonuniga

bo'ysunadi:
ay+z)=xv+az.

J.Bul algebraik simvolikalar yordami bilan hamma mantiqiy
operatsiyalarni ikki qiymatli (1 va 0) algebra qonunianga bo‘ysunadigan
formal (rasmiy) operalsivalargs kelirishni o’yladi. Bul lunksiyalari va
uning argumentlar fsqul ikki giymat  «chiny va «yolg®on» qiymatlar
gabul giladi.

Manliq algebrasi qoidalari orgali oddiy mulohazalardan murakkab
mulohazalami hosd gilish mumkin, Masajan:

Xy - bir vagtda x va v xossalarga cga bo'lgan predmetlar sinli

X -7 - {x0ssaga cga va v Xossaga ega bo'lmagan predmetiar sinfi;

(1—x)y — ¥ Xossaga ega va X Xossaga ega bo'lmagan predmetlar

sinfy;



(1=x)1=») — x va p xossalarga ega bo'lmagan predmetlar sinfi;

Hozirgi malematik manuq faniee yaralishda fundamental rol o*ynagan
Bul simvolik logikasi mukammallashtirishga muhwo) edi. Masalan, Jevons
fikricha mantiqiy ayirish operatsivasi ayrim noqulaylikka olib keladi.

0. de Morgan Bul g*oyalarini rivojlantirib, mantiq hisobini ehtmollar
nazariyasi teoremalarini asoslashgga tatbiq eldi va simvolik hisobni yaratish
ustida iskladi.

Ch.Pirs matematikani tahlil qilishda mantigiy munosabatlarui qurol
sifatida ishlatishni asoslab berdi, u G.Fryoge ishlaridun xabarsiz holda,
mantigqa kyvantor tushunchasint kiritdi.

G.Fryoge matematika prinsiplarini mantig prinsiplaridan  keltirib
chiqansh usuda ishlab. mantug hisobim yaratdi.

Bul va Q. de Morgan asarlarida matematik mantig o'ziga xos algebra -
mantiq algebrasi ko*rinishida shakllandi.

Keyinchalik Bul usullann UJevens, E.Shryoder (1853-1901) va
P.S Poretskiy (1846-1907) asarlarida o'z rivojini topdi.

Bul algebrasini U.Jevons va E.Shrvoder mukammallashtinishde.
U.Jevons «Sof mantigs (1864), «O*xshashlami almashtirish» (1R69) va
«Fan asosi» (1874) nomli kitoblarida maniiq sohasida aimashtirish
prinsipiga asoslangan o'zining nazariyasini tavsiya etdi. 1877- yili
E.Shryoder «Der operationskreis des Logikkalkuls» kitobida algebraik
mantiq asostarini yoritdi.

Maternatik mantiq famaoing rivojlanishiga rus olimi P.S.Porctskiyning
ham katta xizmati bor. Bul., Jevons va Shryoderlar yutuglarni
umumlashtinib, «Mantiqiy tenglamatami yechish usullari va matematik
mastiqning teskan usuli hagida» (1884) nomli kitobida mantiq algebrasi
apparati rivojini ancha ilgari surdi. Amerikatik olim A Bleyk P.S.Poreskiy
metodini E.Shryoder metodidan ustun qo'ygan.

P.S.Poreskiy sistemasida quyidagi belgilar qabul qihngan:

1) bir-biriga bog‘liq bo‘lmagan va bir-biri bilan hech gqanday
munosabatda bo'lmagan predmetiar sinfini lotin  alifbosining  kichik
harlflari &, b. ¢, ... bilan belgilash;

2) sinflarni inkor etish uchun lotin alifbosining kichik harlflaridan
keyin «emas» $0‘zini qo'shish, ya'ni « emas, b emas va hokazo kabi
belgilash;

3} a, b, ¢, ... predmetlar sinfi xususiyatiga ega bo'lmagan
predmetlar sinfini a,, 4,, c,, .. bilan belgilash;
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4) ikki yoki ko'prog sinflar birgalikda bir nechta bir-binga bog'liq
bo'lmagan xossalarga cga bo'lishini ab, bc, ... ko'paytmalar bilan
belgitash: Bu operatsiya kommutativlik va assoisiativlik xossalariga ega:

ab=ba, (ab)c = albc),

5} mantiqiy go'shish amalini «+» belgi bilan belgilash, bu operatsiya
ham konunutativlik va assotsiativlik xossalariga ega:

Xty=p+x, (x+y)+z2=x+{y+2),

6) heeh qanday mazmunga ega bo*lmagan sifat shaklini ¢ (mantigiy 0)
bilan belglash;

7) mumkin bo'lgan sinflarni o'z jchiga olgan sifat shuklini 1 {mantiqiy
1) bilan belgiiash; 0 va | ushbu xossalarza ega:

a+0=a,a l=a;

&) a sinfining inkorini a, sinf bilan belgilash;

9} qo'shish. ko‘paytirish va inkor amallaridan ashqan ekvivalentlik
amall kiritilgan va uni «=» simvol bilan belgilangan. Bu amal uchta
goidaga bo'ysunadi: a) agar @ =# tengliknieg chap va o*ng lomonlariga
bir xil sinflarm go‘shsak, u holda tenglik o‘rinii, ya'ni a+¢=5b+c¢
bo'[adi; b) agar. =254 bo'lsa, u holda ad = bd bo'ladi; d) agar, a=5
bo'lsa. u holda ¢, =5, bo'ladi, bu yerda a, =a emas, b =5 emas.

XIX asming oxirida matematik nazariyalar shunday rivojlandiki, endi
mantiq masaislari inatematikaning o‘zida ham muhim ahamiyatga ega
bo'lib, mavjud mantiqiy qurollar matematika talablariga javob bera olimay
qoldi. Ayrini matematik muammolami yechishdagi giyinchiliklar ularning
mantiqiy tabiatiga bog‘ligligi aniglandi. Shuning uchun ham matematik
mantiq tor algebraik doiradan chigib, jadal rivojlana boshladi. Bu
yo‘nalishda birinchi bo'lib G.Fryoge va italyan matematigi J,Peano (1858-
1932} tadqiqottar olib borishdi, ular matematik mantiqni arifmettka va
to“plamiar nazariyasini asoslash uchun qo*lladilar.

Matematik mantiqning keyiogi taraqqiyoli uchun B.Rassel va
A Uaytxedning uch tomlik «Matematika prinsiplari» {1910-1913- y.),
D.Gilbertning ishlari, hamda K.Gyodelning tadqgiqotlari juda rouhim
ahamiyatga cga bo'ldi. Matematik mantigning rivojlanishida Rossiya
matematiklari LI Jegalkin, V.).Glivenko, A.N.Kolmogorov, P.S.Novikov,
A.A.Markov va boshqalar o'zlarining ulkan hissalarini qo*shdilar.

1903- yili B.Rasselning Londonda nashr etilgan «Matematika

prinsiplari» kitobida mulohazalar va sinflar hisob nazariyasi ishlab chi-



gildi. B.Rasselning A.Uayixed bilan hamkorlikda yozilgan 3 tomibik «Ma-
temalika pnnsiplari» kitoblan matcmatik mantiqg fanining rivojianishida
katta rol o'ynadi. Bu Kkitoblarda mulchoza, sinf va predikatlar hisobi
devarli w'lig aksiomalashtinlgandi va formallashtirildi. ar hozwgi
vaqtda o' rganilayoigan matcmatik mantig ko' rinishini yaratdilar.

D.Gilbert va nemis olimi V.Akkerman t928- yilda chop etilgan
«Nazary mantiqning asosiy xususiyatlari» kitoblar matematik mantigning
yanada rivojlanishida muhim ahamiyat kasbh ctdi. Bu kitobning mualliftan
mantiqly amallarda formallashtinsh metoding tatbiq ciib katta yutugga
erishdilar,

Bul. Shryader va Poreskiyming mantiq algebrasiga layanib, 1.1 Jegalkin
logik qo‘shish va logik ko'paytirish amallarini quvidagicha amigladi:

DO0+0=0,0+1=1,1+0=1.1+1=0;

2)0-0=0.0-1=0.1-0=0,1-1=1.

Logik (mantigly) go'shish va ko'payiirish amalidan a+a=0 wva
a-a = a kelib chigadi.

Manliqly vperatsiyalaming simyohik ko'rinishlan Jegalkin sistemasida
quyidagicha bo‘ladi:

p=ptlip=p; pva=p+g+pq;
p=g=l+ptpg. p=g=l+p+gq.

Jegalkin simvolik mantigga umunuylik va mavjudlik kvantori degan
wshunchalami ham kiritdi va predikatlar algebrasint yaratdi.

XX asrning 5C- vyitlarida ko'p giymatli mantiq sohasida ilmiy
izlanishlar olib borildi. Ko‘p qiymatli mantigda mulohazalar chekl (3 va
undan ko'p) va cheksiz chinhik qiymatlart oladi. Matematik mantigning bu
bo‘limining asoschilaridan biri polyak olimi Ya.Lukasevich (1878-1954)
hisoblanadi. U dastlab (1920) uch giymatli, 1954 yilda to'rt giymatli va
nihoyat cheksiz qiymatl: mantigni yaraudi.

Ko'p qiymath mantiq muammotan bilan E.Post, 8. Yaskovskiy, D.Vebhh,
A.Geyting, A.N.Kaelmogureyv, D.A.Bachvar, V.LShestakov, G.Reyxeahax,
S.K Klini, P.Detush-Fevriye va boshqga elimlar shug ullanganiar.

Kanstrukliv' matemabkaning nvojlanishs - konstruktiv. - mantis
masalalarini yechish usullarmni ishlab chigish vazifasini go*ydi. Bu sohada
A.A.Markov, N.A.Shanin hamda shogirdlarining xizmatlan kattadir.
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Diskret matematikaning katia bo*limlaridan bin algoritmlar nazariyasi
usoblanadi. Algoritm so'zi IX asrda yashagan o'z zamonasining buyuk
inatematigi vatandoshimiz Muhammad al-Xorazmiy ismining lolincha
Alporithmi fonmasidan kelib chiqqan.

Algorimmlar  nazarivasi  atgoribmlaring umumiy xususiyatlaripi
o'rgatuvchi diskret matematikaning bir bo‘limidir,

XX asmmg 20- yillavida birinchi bo'lib intuitsionistiar vakillad
L Braver va olmon olimi G.Veyler (1934) algoritm tushunchasini
o‘rganishga kirishganlar. Algoritmlar nazariyasining asoschilandan bir
bo*lgan A.Chyvorch 1936- yilda hisoblanuvehi funksiya tushunchasiga
dasilabki aniqliknt kiritdi va quyidagi tezisni ilgari surdi: natural
argumentlarning barcha qiymatlarida hamma joyda aniglangan
hisablanuvehi  funksivalar  bilan  umumiy rekursiv funksiyalar
ekvivalentdir (bir «xildir). U hiseblanuvchi funksiya bo‘lmagan
funksiyani Ko‘rsatdi.

Algoritinlar nazariyasining keyingi rivojlanishiga amerikalik olimlar
K.Gyadel, S.K.Klini (1957), E.L.Post (1943-1947), X.Rodjers (1972},
mgliz ol A Tyuring (1936-1937), rus olimlari A.A.Markev (1947-
1954, 1958, 1967}, A.N.Kolmogorov (1953, 1958, 1965}, Yu.L.Yershov
(1969-1973), A.l.Malsev (1965), D.A.Traxtenbrot (1967, 1970-1974),
P.S.Novikov (1952). Yu,V.Matiyasevich {1970-1972} kabi olimlaming
xizmatlari benthoyat kattadir.

Masalan, S.Klint algaritm vordamida hisoblanuvchi gisraiy
funksiyalar qismiy rekursiv funksivalardir degan g'ovani ilgari surdi.

A l'yuring va E.Post (1936) ideallashtirilgan hisoblash mashinalan
atamasida  birinchi  bo'lib, bir-birtdac  bexabar holda, aigoritm
tushunchasiga aniglik kiritishdi. Post va Tyuring algoritmik jarayoniar
ma’tom bir wzilishga cga bo‘lgan “mashina” bajaradigan jarayonlar
ekanligint ko‘rsatdilar. Ular o'sha paytdagi matematikada ma’lum bo‘lgan
barcha alporitmjk jarayonlami bajara oladigan “mashinalar™ sinfini hosil
qilib, ularga aniq matematik atamalar yordarnida 1a’'of berdilar. Post va
Tyuring ushbu mashinzlar yordamida hisoblanuvchi barcha funksiyalar
sinfi barcha qismiy rekursiv funksiyalar sinfi bilan bir xil ekanligini
ko‘rsatdilar. Natijada, Chyaorch lezisining yana bitta fundamental tasdig‘i
hosil bo*ldi.

S8 Klini va E.Post birgalikda rekursivlik nazarivasini yaratdilar va
rekursiv Tunksiyalar nazanyasini taraqqiy ettirdilar. Ular qisman rekursiy
funksiyalar tushunchasini kiritishdi.



Dastlab fagal matematik mantiq, algebra, matematik analiz, mate-
matika asoslari, ehtimollar nazarivasi. geomelriya. lopolagiya. sonlar
nazariyasi, modellar nazariyast kabi matematika fanlarida tatbiq etib
kelingan algoritnlar nazariyasi XX asrning 40-yillaridan boshialb hisoblash
matematikasi, kibernetika, axborot nazariyasi. igtisadiyot, psixelogiya,
matematik lingvistika, tbbiyot Fanlari va diskret texnikada keng o'l
lanilmogda.

So‘nggi davrlarda matematik mantigni texnikuga juda samarali tatbig
etish imKoniyatlari borligi ma’lum bo'idi.

Matematik mantigning diskret texnikaga tathiqi natijasida wning texnik
mantiq bo'limi wvujudga keldi. Bu sohada E.Post, V.LShestakov,
K.Shennon (1916 y..), A.Nakashima, M.Xanzava, S.Klini, O.3.Lupa-
nov (1932 y.1), S.V.Yablonskiy (1924 y.t.). V.B.Kudryavsev, Yu.l.Ju-
raviyov, V.I.Levenshfeyn, V.V.Glagolev. F.Ya.Vetuxnovskiy, Yu.L..Va-
silyev va boshga olimlar ¢°z ilmiy i1zlanishlari bilan uning taraqqiy etishiga
nlkan hissa go‘shganiar.

Matematik mantiqni texnikaga qo‘llashni birinchi bo®lib rus fizigi
P.Erenfest (1910) va gidrotexnika qurilishlari bo'yicha yeluk mutaxassis
N.M.Gersevanoviar amalga oshirganlar,

K.Shennon hisoblash mashinalarini yaratishning asosiy metodh sifarida
mantiq algebrasini bilgan, v axborot va uni wzalishning matemalik naza-
riyalami yaratdi, elektron tarmoglardagi 1" va 0" binar munosabatiar
bilan matematik mantiqdagi ikkilik (1 va 0) qiymatlarining mos kelishini
va Qanday qilib “manttq mashinasini” yaratishni ko‘rsatdi va hokazo.

Kontakli va rele-kontakli sxemalarga mantiq algebragini tatbig
etishning isbotini binnchi bo'lib V.1.Shestakov va K.Shennon berdi.
A.Nakashima va M.Xanzava matemalik maniiqoi diskret texnika masala-
Jarini yechishda qollash metodlarini yaratdiiar. S.Klini diskret qurilma
modelim {(chekli aviomat modeli) yaratgani tufayli, matematik mantigm
xotirali diskret qurilmalami loyihalashda ishlatish imkoni yuzaga keldi.

Moskva davlat universiteti diskret matematika maktabining asoschi-
laridan biri O.B.Lupanovning asosty ishlan matematik kibernetika va
matemaltik manligga bag‘ishlangan. U murakkab boshqaruvehi sistema-
larning asimptolik gonuniyatlarini, kontakt sxemalar va funksional
elementlardan yasalgan sxemalami (umuman asosiy boshqaruvchi siste-
malami}, eng yaxshi asimptotik sintez metodlarini va lokal kodlash
prinsipini ishlab chigdi.

12



Kombinatorika muaimmalari bilan XI-XV asrlarda Sharq olimlari,
Jumladan, Bxaskura Acharva, Nosiv ad-Din-Muhmmunad at-Tusiy, Aii
Qushchi, Umar Hayyom shug'uilanib, olamshumul ahamivalga ega
bo'lgan ikmiy natijular olishgan.

llmiy adabiyoida Paskal uchburchagi deb ataluvchi sonlar jadvel:
Paskal nomi bian atalishiga garamasdan, bunday sonlar jadvali juda
qadimdan dunyoning turli mimagalarida, jumladan, Sharq mamlakattarida
ham ma’lum bo'lgan: Erondagi Tus shahrida (hozirgi Mashhadda) yashab
od qilgan Nosir at-Tusiy X1IT asrda bu jadvaldan foydalanib, ikkita son
yig'indisining natural darajasini hisoblash usulini ¢'zining ilmiy ishlarida
keltingan bo'lsa, g*arbda Al-Kashi nomi bilan mashhur Samargandlik olim
Ali Qushehi butun sonning istaigan natural ko‘rsakichli ari{imetik ildizi
qiymatini tacribiy hisoblashda bu jadvaldan foydalana bilgan. X VI asrga
kelit Grarbiy Yeveapada bu soniar uchburchagi hagida M. Shuifel
arifmetika bo'yicha qo’llanmalarida yozgan va u hamn butun sondan
istalgan  natwral ko'rsatkichli  arifinetik  ildizning taqribly qiymatini
hisoblashda bu uchburchakdan foydalana bilgan. 1556 yilda bu sorlar
Jadvali dilan N. Tartalva, 1631 yilda U. Otred ham shug‘ullanishpan.
Faquigina 1654 yilga kelib B. Paskal bu sonlar jadvali hagidagi
ma’lumotlarnt o‘zining “Arifinetik uchburchak haqidagi traktat” nomli
asarida e’lon qildi.

Ixtiyoviy a va £ haqigiy sonlar hamda # natural son uchun (a+4)"

ifodaning ko'phad shaklidagi yoyilmasi XVI-XVIII asrlarda yashagan
Nyuton nomi hilan Nyaton binomi deb yuritiladi. Vaholanki, qadimngi
greklar (a+5)" ifodaning qatorga yoyilmasint # ning fagat # =2 bo‘l-
gan holida bilishgan bo'lsa, Umar Hayyom (1048-1122) va Ali Qushchi
{1436- yilda vafot etgan) bu ifodani #>2 bo'lgan natural sonlar uchun
ham gatorga yoya bilganlar. Nywon gsa 1767 yilda yoyilma fonnuiasini
ishotsiz manfiy va kasr # sonlar uchun ham qo‘llagan.

Kombinalorik tanlil diskret matematikaning nazariy asoslanidan bindir.
Bu tahlilni amalga oshirishda tanlashlar sontni bevosita aniglash usuli,
hosil qiluvchi funksiyalar usuli, mantigiy, ekstremal, geometrik, jadval-
sxema va boshga usnllardan foydalaniladi.

1736-vilda L. Eyler tomonidan o sha davrda qiziqarli amaliy masala-
lardan biri hisoblangan Kyonigsberg' ko'priklari haqidagi masalaning

: Kyonigsberg (Kdnigsberg) — bu shuhar 1255-yiida aseslangan bo'lib, Shargiy Prussiys-
dagi Prepel dasyost girg oglarida joylashgan. 1946- yildan boshlab Kaliningrad. hozir Ressiya
Federatsiyasi 1ackibida,

13



go‘yilishi va yechilishi graflar nazariyasining paydo bo'lishiga asos
bo‘ldi.

XIX asming o‘rtalarida graflar nuzariyasi bilan bog'liq tadgiqotlar G.
Kirxgof' va A. Keli* ishlarida Paydo bo‘ldi.

“Graf” iborasi ID. Kyonig® tomonidan 1936- yilda graflar nazariyasiga
bag'ishlangan dastlabki darslikda® uchraydi.

XIX-XX asrlarda graffar nazariyasining  rivojlanashiga  daniya
matematigi ). Petersen {(1839-1910), polyak matematigi K. Kuratovskiy
(1896-1980), rus matematigi L. Ponlryagin (1908-1988). norvegiya
matematigi O. Ore (1899-1968). irlandiya matemaiigi V.R. Gamiklton
{1805-1865), daniva metematigi G.A. Dirak (1925-1984), gofland
matematigi E. V. Deykstra (1930-2002). AQSH matematiklari L.R. Ford
{i927) va D.R. Falkerson (1924-1976) kabi olimlarning benihoyat
hizmatlari katta.

Graflar nazariyasi bo'yicha tadqiqotlar natijalari inson faoliyatining
terli sohalarida go'llaniladi. Ulardan ba'zilari guyidagilardir: boshqo-
tirmatami hal gilish; gizigarli o‘yinlar; yo'llar, elektr zanjirlari, integral
sxemalari va boshgarish sistemalarini loyihalashtirish: avtomatlar, blok-
sxemalar va kompulcr uchun dasturlami tadqig qilish va hokazo.

Demak, matematik mantig, bir tomondan, formal mantiq muam-
roolariga matermatik melodlami go‘llash nalyasida rivojlangan bo'lsa,
ikkinchi tomondan, matematikani asoslashga xizmat qiluvchi fan sifalida
nvojlandi. Hozirgi zamon matemalik mantiqi avtomatika, maghina ma-
tematikasi, bir tildan ikkinchi flga avtomatik tarzda tarjima qlish,
matematik lingvistika, axborot nazariyasi va umuman kibernetika bilan
bog'liqdir.

Shunday qilib, matematik mantiq va diskret matematika fani mate-
matika asoslari, algebra, geometriva, matematik analiz, funksional analiz,
topologiya, ehtimollar nazariyasi kabi fanlarda tatbiq etilishidan tashqari
kibecrnettka, iqlisodiyol, matematik lingvistika, psixologiya singan funlards
ham keng go'llaniladi.

Klmgol'{lﬁmhlwl'f Gustav Robert, 1824-1887)  clmon faylasu, fizigi.
? Keli yoki Keyli (Caytey Artur, 1821-1895) ~ ingliz matemaligi.

- > Kyonig (Dénes Kdnig, 1884.1944) — venger malcmatigs,
* Bu darslik almon Lilida yozilgan.



I BOR
UMUMIY TUSHUNCHALAR

Ushbu bobda o*plammlar nazariyasining paydo bo'lishi hagidagi ayrim
tarixiy ma'lumollsr,  toplamlaming  aksiomatik  nazariyasi  hagida
lushunchalar, w'plamlar ustidagi amallar, to plamnlar algebrasining asosiy
qenunlari, kKorlgy va fazzy to'plam  hagida tushunchalar, Dekart
ko‘paylmasi va u bilan bog‘lig ba'zi amallar, munosabatiar va funksiyalar
supcrpozitsiyasi haqida tushunchalar bayon etiladi.

1.1. To'plamlar nazarivasining asosiy tushunchalari

To'plam Element. Qism o 'plan. Xos gism to plam. Chekli va cheksiz
to plamiar. To plamiarning tengligi. Refleksiviik. Bo'sh ta plam. To ‘plamning
quvvati, Paradoks. Aksioma. Aksiomaotik nazariva. Tanlash, hajmiviik, ba'sh
(o plant va juftftk alsiomalari. Sermelo-Frenkel aksiomatari tizimi.,
Tartibtanmagan fuftfik, Tranzitiviik. O zaro ekvivalent rasdigfar.

L.1.1, To*plamlar nazariyasining paydo bo‘lishi.
Matematikada, shu jumladan. diskrct matematika,
kombinatorika va graflar nazariyasida ham, turli
to‘plamlar bilan 1sh ko'rishiga to*g'ri keladi. Masalan,
kutubxonadagi  barcha Kitoblar to*plami, to'g'ri
burchakli uchburchaklar to‘plami, suvda hayot
kechiruvehi irik organizmlar to*plami, natural sonlar
to*plami, koinowdagi yulduzlar w'plami, 1o'g'rl
chizigda yotuvchi nugtalar (o' plami va hokazo.

To'platnlar nazariyasiga fan sifatida XIX asming
oxirida matematikani standartlashtirish bo‘yicha o'z Georg Kanior
dasturini (aklif etgan Kantor' tomonidan asos solingan
deb hisoblansada, to‘ptamiar bilan Kantordan oldinrog Bolsano®
shug‘ultangan.

Kantor fikricha, istalgan matematik obyekt (shu jumladan, to‘plamning
o‘zi ham) Qandaydir (o'plamga tegishli bo'lishi shart, Bertlgan xossapa ega
bo‘lgan barcha obyektlar majmuasi uchun umumiy nomni Kantor to'plam

' Kantor {Georg Ferdinand Ludwig Philipp Cantor, 1845 (Sanki Peterburg) - 1918) -~ olmon
. matematigi.
* Bolsano (Bemard Bolzano, L781-|448) — chex matemaligi va favlasuit.
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deb mushungan edi. Umuman olganda, to'plam ushunchasiga gat'iy la'rif
beriimaydi, chunki uni boshga soddarog tushuncha orqali ifodalab
bo‘lmaydi. Masalan, to‘plamini matematik ibora sifatida tshunticshda
Kantor ham to‘plam so'ziga sinonim bo'lgan “majmua™ so‘zidan
foydalangan. Umuman olganda, to'plam so‘zining lug‘aviy ma’nosiga
ko'ra, uni tashkil etuvchilami bir joyga two'piash (yig'ish, jamlash)
tushunilsada, matematikada to'plam deganda bunday yig'ish talab
etilmaydi, balki bu tashkil etuvchilarmi birgalikda lo‘plam sifatida garash
uchun ulaming barchasiga tegishli gandaydir umumiy xossaning
(belgining) mavjudligi yetarlidir.

1- ta’rif. To plamni tasfikil etuvchilay shu to‘plamning elementinri
deb ataladi.

To'plamlar nazariyasida to*plamning clementlari bir-biridan fargli deb
hisoblanadi, ya’'nt muayyan bir to‘plamning elementlari takrerlan-
maydi.

To'plamnt tashkil etvchi elementlar soni cheklt yoki cheksiz bo*lishi
mumkin. Binnchi holda chekli to*plamga, ikkinchi holda esa, cheksiz
to‘plamga ega bo'lamiz.

To‘plamlarni belgilashda, odatda, lotin yoki grek alifbosining bosh
harflari, uning elementlari nchun esa atifboning kichik harflari go‘llaniladi.
To‘plamni tashkil etuvchi elementlar figurali gavsiar orasiga olinib
ifodalanishi mumkin. Masalan, A to‘plamning 4,5, ¢,d,...z element-
lardan tuzilganligini 4= {a,b,¢,d,...,z} ko‘rinishda yozish mumkin.
Ko'pincha (masalan, cheksiz to‘plam yoki to‘plamning efementiari juda
ko‘p bo'lgan holda) to'plamni belgitashda figuraii qavslar orasida. avvalo,
to‘plamni tashkil etuvchi elementning umumiy belgisi yozilib, undan so‘ng
“* yokt " (ba'zan /") belgisi qo‘yiladi, keyin esa, ifodalanayotgan
to‘plamning barcha elementlariga xos shartlar yoziladi. Bunda, vozuvni
murakkablashtirmaslik magsadida, ba'z qisqartirishlarga yok: tushuntimv-
chi so‘zlarning gavsiardan tashqarida yozilishiga yo']l go‘yiladi.

Masalan, tog natural sonlar to‘plamini B deb belgilasak, uni
B={m|m=2n-1}, bunda » — natural son, yoki B={m|m=2n—1,
n € N} ko‘rinishda' yozish nmmkin.

1.1.2. To*plamlarning aksiomatik nazariyasi hagida tushunchalar.
XX asming boshiga kelib, Kantorning matematikani standartlashtirish
bo‘yicha dasturining asosi bo'lgan va “to*plamiarning sodda nazariyasi™

e

! N - natural sontar o' plami {Kitohdagi asosiy belgilashlarga qarang).
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deb ham ataluvchy 10°plamlar nazartyasi mukamimal emasligi ma’lum
bo‘kis. To'plamlarning sodda pazariyasini o‘rganish jarayonida Rassel’
paradoksga®  kelib qoldi. Kantorming to‘plamlar nazariyasi ichki
ziddiyatga ega ckanligi Rassel paradoksi sifatida ifodalangan.

Rassel paradoksl. Faraz gilaylik, X — o*zini ¢lemenlt sifalida o’zida
saglamagan barcha to’plamlar to plami bo‘lsin. U holda, X - o'zini ele-
ment sifalida saqlaydimi? Agar bu savolga “ha” deb javob berilsa, X to‘p-
lamaing aniglanishiga ko‘ra, u K ning elementi bo'imasligi kerak —
ziddiyat. Agar “vo'q” deb javob bertlsa, yana X to'plamning aniglani-
shiga ko‘ra, u to'plam sifatida K ning clementi bo‘lisht kerak — yana
ziddiyat.

Hozirzi zamon to*plamlar nazariyasi aksiomalar® tizimiga asoslangan-
dir. Qandaydir aksiomalarga asostangan nazariya akstamatik nazariya
deb yuritiladi”. To‘plamiarning aksiomatik nazariyasida bunday aksioma-
Inr Lizimi sifatida standart tizim hisoblangan Sermelo’-Frenkel® aksioma-
lari tizimim keltirish mumkin. To'plamlar nazariyasida, ko‘pincha, bu ti-
zimga tanlash aksiomasi deb ataluvchi aksiomant ham qo‘shib olib,
lunlash  aksiomasi gatpashgan Sermelo-Frenkel aksiomalari tizimi
bilan ish ko'riladi. Bu aksiomalar tizimidan tashqari boshqa aksiomalar
tizimlaridan ham foydaianiladi. Masatan, fon Neyman'-Bemneys®-Gyods1®
tizimi.

Quyida tanlash aksiomasi gatnashgan Sermelo-Frenkel aksiomalati
tizimiga Kiruvchi ba’zi aksiomalarni keltiramiz.

Hajmiylik aksiomasi, Tkkita A va B to‘plamlar fagat va fagat aynan
bir xi! elementlardan iborat bo*lsagina tengdir.

' Rasse] (Bertrand Arthur William Russcll. 1872-1970} — mashhur ingliz faylasufu, (950-yilda

, adabiyot sehasida Nobel mukofvtiga sazovar bo'igan.

= Parudoks {prekeha tapdlpsa_sa' 2y kutilmagan, rushinarsiz, g'aynoddiy, taajjubli ma’nolereai
beradi) - mantiqiy nughi nazardgh} Rnpgl ya y lab bir-liriga zid bo*lgan
natijalaeni hosil gilish. '

' Aksioma - isbotsiz gabu) .|i'NU;_~~.N9& Q f a Q ; A P

* 1V bobga qarang 2 -

! Sermelo (Ernsl Friedrich | RES RS Ao

* Frenked {Adolf Abraham Malevi Fraenkel, Ypc (G217R a
iszoil matematigi AXBORD y XRRE

? Fon Neyman (John von Neymana, 1903 (Budapesht) - 1957) = AQSh nftemanipi. iqhsedchisi.

* Berneys (Paul Jsaak Bemays, 1888 (London) — 1977) = Shveytsariyn l?ﬁtemaligi.

? Gyodel (Kurt Godel. 1906 (Brno) __l_91.8.1.-.AQ‘Sh matematigi.

|
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Bo'sh to*plam aksiomasi. Birora ham elementga cga bo'lmagan
W plam, ya'm ba‘sh to‘plam mavjud. Bo'sh w'plam uchun & belgisi
qo'llanilad:.

Juftlik aksiomasi. Ixtiyoriy 4 va 8 torplantlar uchun shunday €
w'plam mavjudki, bu w'plam elementlari fagat 4 va B to'plamlardan
iborawdir (ya'ni. A va & w'plamlar Cning yagoni clementlanidin). €
1o'plam {A4. B} korinishda belzilanady. Eshbu {4, B} ituda A4 va 8 ning
tartiblanmagan juftligi deb yuritiladi. Agar 4 va B 1o plamlar weng
bo'lsa, u holda C biua clementdan iboraddir.

Tanlash aksiomasi. Bo'sh bo'lmagan va o'zaro kesishmaydigan
to'plamlar majmuasidagi bar bir to'plamdan bittadan “vakil”-elememt
tanlab, shu elementlar {o'plami Cni tuzish mumkin, A" w'plam shu
majmuaning yanday clementi bo'lishidan gat’i nazar X va O lo*plamlar
fagalgina bitta umumiy elementga ega bo‘ladi.

Albatta, bu aksiomalar (shu jumladan, tanlash aksiomasi qatnashgan
Sermelo-Frepkel aksinmalari tizimining boshqa aksiomalari ham) bizga
o'z-0"zidan oydin bo'lgan tasdiglarga o'xshab tuyuladi, chunki tizning
tafakkurimiz to‘plamlar majmuasini chekli deb assavvur qilishga o*rgan-
gan. To'plamlar maymuasi chekl bo'lgant holda, masalan, tanlash aksio-
masini tushunish qivin emas. Tanlash aksiomasi cheksiz to*plamlar uchun
qo‘itansa, ba’zan, 1ortishuvlarga sabab bo'luvchi Jud'\ qiziq tasdiqlar
vujudga keladi. Bu ki lasdiglash maqgsadida Banax'-Tarskiy™ paradoksi
{sharning ikkilanishi} va Xausdorf® paradoksi mavjudligini 1a’kidlaymiz.

Yuqgorida keltrilgan aksiomalardan, jumladan, hajmiylik aksioma-
sidan, to‘plamlar bo'yichz ko‘plab tasdiglami isbotiashda foydalanamiz.
Hajmiylik aksiomasini boshgacha ifodalash ham mumkin. 4 to'plamiing
har bir elementi B to'‘plamda hamn mavjud va, aksincha, B to'plamning
bar bir elementi A to'plamda ham mavjud bo'lsa, u holda 4 va B
to‘plamlar tengdic. A va £ rto‘plamlarning tengligini 4 =8 yoki
B = A ko'rinishda ifodalaymiz. Aslida, 4 =B bo‘lsa, v holda 4 va B
to‘plamlar aynan bitta to‘plamning har xii belgilanishidir. Masalan, o‘nlik
sanoq tizimidagi yozuvning oxirgi ragami I, 3, 5, 7 yoki 9 ragam!aridan
bin bo'lgan natural sonlar to'plamimi 4 bilan, bimi go‘shganda ikkiga

' Banax {Banach Stefsn, banax Credair, 1892-1993) = Polsha va Ukrund mateinatigi.
- " Tarskiy {Tarski Alfred, 1902-1985) Polsha va AQSh mznnqchm va maternatiz.
" Xausdorf (Felix Hausdorft, 1868-1942) —vlmon matenatigi.



yoldiqgsiz bo‘linadigan nalura) sonlar 10'plamini esa B bilan belgilasak, u
holda A =& bo'ladi. 4 =28 yozuv (o'plamlardagi elementlarning qaysi
laribda joylashishiga bog‘liq emas. Albatta, to'plamdagi clementlami
aysi tartihda go'yish masalasi ham dolzarbdir.

A va /4 1w'plamlar ieng bo‘lmasa, u holda bu holat 4% 8 yoki
B # A ko‘rinishda ifodalanadi.

To'plamlar nazariyasida quvvat eng muhim tushunchalardan biri
bo*lib, u to’plamlarni taggosiashda kaita ahamiyatga egadir. To'plamning
quvvati lushunchasi, uning chekli yoki cheksiz botlishiga garab ta'rif-
lanadi. Quvvat tushunchasi to'g'risida batafsil ma’lumotni (o plam)ar
nazarivasiga bag'ishlangan manbalardan topish mumkin. Diskrel matema-
tikada, ssosun, chekl to'plamlar bilan ish ko‘rilade. Shu sababli, to*plam-
mng quvvats lshunchasini fagat chekli to‘plamiar uchun keltirish btlan
chegaralanamiz.

2- ta’rif. Chekli to'plamning elementiari soni shu to'plammning
guvvati deb ataladi.

Berilgan A to‘plamning quvvati |4J ko'rinishda belgilanadi.

I-misol. Ushbu wplamlar benilgan bo'lsini 4 ={al, B = {a b},
C={alb.&d. ey D=, 23 00, £ = al =22 T2 =l 2o S ST R T
bu yerda # - nawral son, £ — butun son, p — tub son. Berilgan oltita
lo‘plamdan lorttasi — 4, B, C va D to‘plamlar chekli, £ va F
to'plamlar ¢sa cheksiz o'plamlardir. Bundan tashqar, |A|=I, ]B[=2,
[C|= 5 wva |D| =n.m

Berilgan 4 1o'plamga @ element tegishliligi ae 4 yoki 43 a
ko‘rinishda belgilanadi va “a tegishli A™ deb o'giladi. “Tegishh”
iborasining a‘rniga, ba'zan, “garashh™ yoki *taallugli” iboras: ham
qo*llaniladi. Qandaydir éning A4 to'plamga flegishli emasligi, ya'ni
bning A4 to'plam elementi bo‘lmasligi b€ A, b& A yoki A3&
ko*rinishda yaziladi. Masalan, A = {2, 4. 6, 8, 10} to‘plam uchun 4e A4,
6ec 4, va 10e€ 4 (bulami umumlashtirtb, 4,6,19€ A ko‘rinishda
yozish ham mumkin), lekin 12¢ A4 va 14g 4 (ya'ni, 12, 14¢ 4).

Tabiiyki, turhi ta‘plamiar uchun umumiy elementlar mavjud bo‘lishi
mumkin. Masalan, 4 {2,4,6,8,10} va B={1,23,4,56,7,8}
to‘plamlarda 2, 4, 6, 8 elementlar ikkala 10*plamda ham mavjuddir.
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3-ta'rif. Agar B to pltamning har bir clementi A 1o plamda han
mavind bo'lsa, u holda B to'plam A to'plamining gism 1o plami deb
ataladi.

B t'plam A to'plammny gism toplami skanligi B 4 yoki
AD B ko'rinishda belgilanadi. Tabiiyki. bu belgilashlar 4 va 8
o*plamlaming leng ba'lgan holini ham nazarda tutadi. A< B va B C A
bo'lishidan A= 8B kelib chigadi. Bu tenglik to"plamning v™zi o zining
qisin to'plami bola olishi mumkinligimi ko rsatadi, va'ni A4 < A (yok:
A2 A) korinishdagt  yozuy ham ma'noga  cgadicc. Har  ganday
o‘plamning o'zi o'zining gisin to'plami bola olishi o plamlarmning
refleksivlik xossast deb yuritiladi.

4- ta'‘rif. B w'plamning hamma elementtari A to'plamda bor
bo'lih, shu bilan birga A to'plamda B ga kirmagan clementfior} ham
topifsa, u helda B to'plam A o 'planming xas gism to'plami deb ataladi.

B tw'plam A to'plamning xos qism to'plami bo'lishi B < 4 yoki
4 D B ko'rinishda belgilanadi.

Ta'kidlash kerakki, 4 A4 yoki 42 A4 deb vozish mumkin emas'.
Shuning uchun, bu holatni ifodalash magsadida, har qanday to'plam “o'zi
o'zining xosmas gismi" degan iboradan foydalaniladi.

Ta*plamlar nazariyasida bo‘sh to‘plam har ganday bo‘sh bo*lmagan A4
w'plamning qism to'plami deb qaraladi. ya'ni @ < 4. Tabiiyki, bo'sh
to'plamning quwvwvati nolga teng, ammo bo‘sh to'plamni yagona element
sifatida saqlovchi to*plamning quvvati birga tengdir, ya™ni @] =0, lekin

{2} =1.

Qandaydir ¢ tasdigning o‘rinli bo‘lishidan bushga b tasdigning
o‘rinli bo‘lishi kelib chigsa. bu holat a=> b deb i:n:lgilanadi. Masalan,
(A BvaBg A= A=8.

S-ta'rif.Agar a va b tasdiglor uchun a= b va b= a bo'fsa, u
holda bu tasdigiar e“zare ekvivalent fasdiqiar deh atalodi.

a va A tasdiqlaming o'zaro ekvivalenligi ¢ < 5 deb betgilanadi ([N
bobya garang).

2-misnl. N natwal sonlar to'plami R haqiqiy sonlar 16'plamining
qism to'plamini tashkif ctadi: NC R . m

' Qiyoslang: 4 hagigiy son bo'lse, uholda 2 < @ va @ > @ yozuvlar nota'g'i.
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J- misol. Nukus shahridagi barcha talabalar to'plami O'zbe-
kistondagi barcha talabalar 1o plamining gism to plamfdlr -

4- misol, O'nh sanoq tizimidagi yozuvining oxirgi ragami 0, 2, 4, 6
yoki 8 ragamlaridan biri bo‘lgan naturat sonlar to'plami ikkiga qoldlqsm
bo‘linadigan natural sonlar to‘plamining qism to‘plamidir. w

5- misol. A={ab.c.de ) wplam whun B={a}, C={a,b}
w'plamtarning har biri xos gisin to‘plamdir. w

Maucammoli masala va topshiriglar

I. Jufisonlar to‘plamini ilodalash usullarim keltiring,
2. {a.byef{ia.b,c).{h,d},a,b.{b,c}} tasdigning w0'g‘ri  yoki
nota g riligin ickshiring va javobingizni izohlang.

8. .3 ia,b}.{b,c}} # {a,b,c} munosabatni isbotlang.

4. x =~I10x+21=0 (nglamaning ildizlari to‘plamini A4 bilan va
B ={3, 7} deb belgilasak, 4 = B bo‘lishini ko*rsating.

5. = {2} va 2 2 {&} munosabatlasdan to'g'risini ko'rsating.

6. Acd= 4={(2 munosabalni isbotlang.

7. Birorta ham elemenlga ega bo'lmagan to*plam yagona ekanligini
1sboilang.

8. Bir vagtning o‘zida A€ B, Be € va A¢ C xususiyatlarga ega
bo'lgan 4, B va C ro*plamlarga misol keltiring.

9. Quyida keltirilgan lo'plamlarning har birini so‘zlar vositasida
ifodalang;

a) {xE N |x 35ga va 5ga goldigsiz bo'linadi}

by xEZ|0<x<9};

d) {x:x=ux yoki x=1x,, yoki x=1x,, yoki x=ux,};

e) {vx:x—tubson};

H{ix, )| x.rER, £~ +y =1},

g) 8 ={x € 4: x ~ yoshi yiginna birdan oshmagan talaba}, bunda 4

— Toshkent shahridagi talabalar to*plami.

10, Sonlaming kerakli xossalarini  go‘llab, quyida keltirilgan
tasdiglami 1sbotlang:

a) {x € N' gandaydir y uchun x =15y} =

= {x & N | qandaydir # va mt uchun x=3n va x=35m},

b} {x € R jqandaydir y € R uchun x = yz} ={xERix=0}.
11. Ixtiyoriy A, B va C to‘plamlar uchun quyidagi tasdiglarni
isbotlang:
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a)agat A B va BCC bo'lsa, uholda A g C o'rinlidiv:

Wagar AC 8 va Bc C bo'lsa, ulolda A4 c C o'rinlidir:

d)agar AC B va B C bo'lsa, uholda 4 < C o'rinlidir;

e)agar 4 S B va B C bo'lsa, uholda A < C o'rinlidir.

12. Ixuyoriy A .-4,....4 to'plamlar uchun quyidagini tsbotlang:
AA=d=_.=44CHC.C4C4

13. “Paradoksiva™ mamlakatida ushbu fammon ¢’lon qilindi: “Mamnla-
katdagi barcha shaharlar hokimiari o°zlan hokimlik gilayotgan shaharlarda
yashashlan tagiqlanadi. vlar maxsus hokimiar shahrida yashashlari shart™
Shu farmonga ko*ra hokimlar shahrining hokimi gayerda yashashi lozim?
Bu savolga javob berishga urinib ko'ring.

Musragif ishiash uchin savollar

1. To'plamlar nazariyasining asoschilari kimlar hisoblanadi?

2. Negato'plam tushunchasiga ta'rif berilmaydi?

3. Chekli va cheksiz to‘plamlar bir-bintdan qanday farqlanadi?
4. To'plamlami belzilashda gaysi usullardan foydalaniladi?

5. Rassel paradoksini bilasizini?

6. To'plamlar aksiomatik nazariyasining mohiyati nimadan iborat?
7. Hajyrmylik aksiomasi nimadan iborat?

B. Bo'sho'plam aksiomasi ganday ifodalanadi?

9. Juftlik aksiomasi nimani bildiradi?

10. Tanlash aksiomasi qanday ifodalanadi?

11. Hajmiylik aksiomasini qanday tatbiq gilish mumkin?

12. Qaysi holda ikkita to*plam teng bo‘ladi?

13. Chekh 10'plamning quyvati deganda nima tushiniladi?

14. Xos va xasmas qism to'plamlaming bir-biridan farqi nimada?
15. O*zaro ekvivalent tasdiglar deganda nimani tushunasiz?

1.2. To'plamlar ustida amallar

To'plam. To'plamiarning birtashmasi, kesisivmasi va avirmasi. Te: 'tdirnvelu
va universal to ‘plamlar. Q zarg kesishadigan va kesishnaydigan te 'plamiar.
Universal to ‘plam. Bufean.

1.2.1. To‘plamlareing birlashmasi. To'plamlar ustida turli amaliar
bajarish mumkin. Avvalo to'plamlaming birlashmasi amalini garab
chigamiz.

1- ta'rif. Har qanday ikkita to‘plamning barcha elementlaridan,
wlarni takroriamasdan, tuzilgan fo 'plamga shu fo‘plamlarning birlash-
masi (voki yig indisi) deb araladi.
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Bu ta'rildan ko'rinib turibdiki, lo'plamlaming umumiy element/ari shu
w'plamlarning  birlashrasiga faqal bir martadan kiritiladi. Berilgan
o' plamlarming birfashmasidagi har qanday element shu teplamlarning

AU B hech bo‘imaganda bittasiga  tegishlidir. 4 va 8

/77~ wo'plamlarning birtashmasi A1) B kabi bel-gilanadi. Bu
o | % yerda A va B to'plamlarga birlashma amalint go®llab

f:A l} ) iyoki 4 va B to'plamlar uvstida birlashma amalini
e bajarib), AlJ B to'plam hosil gilindi* deyish mumkin.
1- shakd 1- shaklda 4 va 8 to'plamlar doiralar ko*rinishida,

AU B to‘plam esa bo"yab 1asvirlangan.

lI-misol. Agar A= [a, b}, B={a,b,c}, C ={e f.k} bo'lsa, u hol-
da E=AtB=ab,c}  EYC={a bc.e f k), CUB=ahce [k},
AUC = {a.b,e, (k] bo'ladi. m

2- misol. O'zbekiston Respublikasining yosht lédan 235gacha
bo'lgan fugaroleri lo'plamimi A bilan, voshi 21dan 30gacha bo'igan
fugarolari to'plamini esa £ bilan belgilasak. 4 va B to'plamlarning
AU B birlashmasi O'zbckiston Respublikasining yosli 16dan 30gacha
bo"lgan [uqarolari 10'plamini tashkil etadi. m

3-misel. NUR=R. =

Shum ' kidlash kerakki, to'plamiar bilan bog'lig tushunchalar va olar
ustidagi amaliar, mos ravishda, sonlar bilan bog’lig tushunchalar va oddiy
arifmetik amallar bilan qivoslanadi. Jumladan, to'piamlar yig'indisini
(birlashmasini) topish amali sonlami go‘shish amali bilan qiyoslanadi.
Bunday qiyoslashlar, ko'pincha, bir-biriga o*xshash natijalarming mavjud-
higima ko‘rsatadi, ba’zan esa ular fo‘plamlaming farqli xususiyallarga
cgaligini namoyon etadi. Masalan, ixtiyoriy 4 va £ to'plamlar uchun
Ac B bo'lsa, uholda AUUB=28 va B(JA =28 bo'ladi, lekin, ixtiyoriy
a va b sonlar uchun a<5 bo‘lgan holda a+b=5b va b+u=h
tengliklar bajarilmasligi mumkm, ular fagat @ =0 bo'lsagina o‘rinlidir.

1.2.2.  To'plamlarning  kesishmasi.  Ends ANB
to‘plamlarning kesishmasi amalini o'rganamiz. b

2-ta’ril. Har ganday ikkita to 'plamning barcha B
wnitintty elememtiaridan tuzilgan to‘plamga rte'plum- (A4 )
larning kesishmasi (yoki ko ‘paytmasi} deviladi.

Berilgan A va B to‘plamlarning kesishmasi
AM)B kabi belgilanadi. Bu yerda “4 va B 2- shaki
to‘plamlarga kesishma amalini qo‘llab, 4[]8 to‘plam
hosi! qilindi” deyish mumkin. 2- shaklda A va B to'plamlar doiralar
ko‘rinishida, A8 to‘plam esa bo'yab lasvirlangan. Ta'plamlar ustidagi
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amallaming yugorida ta'kidlangan o‘ziga xos Xususiyatlar o' ptamiar
ko'paytmasini (kesishmasini) topishda ham namoyon bo'ladi.

Masalan, 4 B bo'lsa, uholda 4B =4 va 8(]A4= A bo'ladi

Bitta ham umumiy elementga ega botimagan kkita to'plamlarning
kestshumasi bo*sh to'plam bo*lishi tabiiydir.

3. ta'rvif. Kesishmasi bo'sh bo'lgan to 'piomiar e'zaro kesish-
maydigan, kesislimasi bo'sh bo'bmagan 1o 'plamiar esa e‘zaro hesisha-
digarn te'plamlar deb atalad.

4- misal. A={a,b.c}, B={a.b,c,d}. C=le, f k] bo'lsa, u
holda D=AB={ab.c}. DNC=D. ANC=@. BNC=0.
DN B={a.b.,c} bo'ladi.m

8- misol. 2- misolda aniglangan 4 va B to'plamlaiga kesishma
amalini go‘llasak, O'zbekiston Respublikasining yoshi 2ldap 25gacha
bo*lgan fugarolari 'plami ( A B to*plam) hosil bo‘ladi. Bu yerda 4 va

B 1w'plamlar o'zaro kesishadigan to'plamlardir. m A\B
6-misol. N[1R=N.

7- misol. Butun dunyoda 2005- yilda tug‘ilgan /—\'G
bolalar to'plamini 7, bilan, 2006-yilda tug'ilgan ( A l\{
bolalar to'plamini esa ¥, bilan belgilasak, u holda ; :
7,7, =2 boladi. Dc;nak, T, va 1, to‘plamlar "“"_:,:;m:l_/
o'zaro kesishmaydigan to‘plamtardir. m

1.2.3. To'plamlarning ayirmasi. Ixtiyoriy A va 8 to'plamlw
beriigan bo‘lsin.

4- ta’rif. A to'plamning B to'plamda bo'lmagan barcha
elementiariden nhexiladigan ta'plamni hosit gilish A to‘plamdan B
to'‘plamni ayirish deb, nezilgan to ‘plam esa, shit A va B to‘plamiarning
ayirmasi deb ataladi.

A to'plamdan B 1o‘plamni ayirish natijasida hosit bo'lgan 1o'plam,
va'ni 4 va B (o'plamlaming ayirmasi 4\B yoki 4—8 ko'rinishida
belgilanadi. Bu verda A to‘plandan B to'plamni ayirish amalini
qo‘llab, A\ B to‘plam hosil gilindi” deyish murkin. 3- shaklda A va B
o plamlar deiralar ko rinishida, A1 8 to'plam esa bo'yab tasvirlangan.

Ixtiyoriy A va B to'plamlar uchun A{18=[J bo'lsa, u holda
A\B = va B\ A= bo'lishi ta’rifdan bevosita kelib chigadi.

8- misol. i- misoldagidek, 4 ={a,b}, B={a,b,c}. C={e, .k}
bo‘lsa, uholda ANB =, B\A={c}, BAC=D bo'ladi. m
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9-misol, 4 yva § lo*plamlar 2- miscldagidek aniglangan bo'lsin. U
helda, A 10'plamdan B to'plamning ayirmasi A\ B Ofzbckiston Res-
publikasidagi yoshi 16 dan 21gacha bo'lgan fugarolari 1o‘plamini, 2
o'plamdan 4 to'plamning ayirmasi BV A esa O'zbekiston Respub-
hikasining yoshi 25dan 30gacha bo*lgan fuqarolari to'plamini anglatadi. m

10- misol. R\AN ayimna tarkibida natural sonlar gatnashmagan
barcha haqigiy sonlur to*plamidan iboratdirva X\ R =< . m

1.2.4. To'ldiruvchi to‘plam. Faraz qilaylik,. 4 va B 1o'plamlar
berilgan va 4 C £ bolsin,

3- ta'rifl. B ro'plamning A toplamga kirmagan barcha
elementlarickar tuzilgan B\ A to'plam A te'plamning B to‘plamgacha
(o tdivnvehi to ‘plami deb araladi,

A to*plamning B to‘plamgacha_to‘ldiruvchi to'plami, odatda, A,
ko'rinishda belpilanadi. Bu yerda "4, to‘plam A to'plamni B to'p-
lamgacha 1o0’ldiradi™ wvoki “. to'plamni B to'plamgacha to'ldirish

amalini qo*llab, 4, to'plam hosil qilindi” deyish mumkin. 4- =2

shaklda A to'plam kichik doira, B to'plam Kkatta doim ‘fl__B

ko‘rinishida, A, to*plam esa bo'yab tasvirlangan. S,
lTo'ptamlar ustidagi vuqortda keltirilgan  birlashma, 0\

kesishma va to'ldiruvehi w'plam wshunchalari ta'riflarini A !
bevosila go'tlab, AU, =B, AVA, =D, A\Ay=Adva <~
Ag VA= Ay tengliklami hosil qilish qiyin emas. d- shakd

11- misol. Barcha juft sonlar to'plamini
A=12.4,..2n.} (ne N) deb belgilasak, 4 to'plamni N
ta‘plamgacha to*ldirish amatini qo*llab 4, = {1,3,..,2n—L...} to'plamni,
ya'ni barcha toq sonlar to* plamini hosil gilamiz. Demak, barcha toq sonlar
to‘plami barcha juft sonlar w'plamini natural sonlar {o*plamigacha
wldiradi. Xuddi shunga o'xshash, barcha toq sonlar to'plamini natural
sonlar to'plamigacha to‘i-dirish amalini qo‘llab, barcha juft sonlar
to*plamini hosil qilish iumkin. m

1.2.5, Universal to'plam va hulean' tushuachalari. To'plamlar
nazariyasida universal to‘plam va bulean tushunchalari muhim tushun-
chalar hisoblanadi. Odatda, to'plamlar orasidagi turli munesabatlami
hisubga‘ olishga to'g'ri keladi. Masalan, garalayotgan to'plamlamipg
barchasi gandaydir boshqa bir to*plamaing qism to'plami bo'lishi mumkin,

6- ta’rif. Qaralayorgan barcha to ‘plamiarni o'zida gism (o ’plam
sifatida saglovchi ro plamga universal to ‘plam deb ataladi.

" Bu tbora ingliz matemarig iqehisi Jorj 5.1364) sharafiga
shunday ﬂoilangm_ matigi va mantiqehisi Jorj Bul (George Boole, 181 )
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Universal o'plam, odarda. &7 deb belgilanadi. Universal wo'plamni
universum dcb ham atashadi.

Shuni ta'kidlash kerakki, universal to*plam tushunchasica boshgacha
1a'rillar ham benhish mamkin, masalan, biror lo"plamnitg xos qismi deb
garalmagan to‘plam universal 1o°plam deb ataladi. Bundan 1ashgari,
universal *plam wshunchasi nishiy tushunchadir. Masalan, O zbekiston
sharoiiida aholi bilan bog'liq gandavdir masala garalayotgan Dbo'lsa,
O zbekiston ahalisi o plamini universal fo'plam deb garash mwnkin. Oz
navbatida, O'zbekiston aholisi to*plami dunyo aholisi to‘plamining qism
to"plamidir.

Universal to'plamning ta'rifiga binoan, uning hamma gism to*plamlari
orasida ikkita xosmas qismi bor: biri uneversal to*plamning o 21, ikkinchisi
esa ho'sh to'plam. Tabiiyki. universal to'plamming bu ikks xosmas
qismlaridan boshkqa barcha qism to'plamlan uneng xos gism 1o”plamlaridir.

Ko'pincha, berilgan * 4 to'plamning wniversal 1o plamgacha lo°l-
diruvchisi” deyish o'raniga. gisga qilib, berilgan “ 4 lo'plamnine 1o‘ldi-
ruvehigi™ deb aytiladi va 4 ko'rinighda belgilanadi. Bu yerda * 4 o'plam
A to'plamni to'ldiradi” yoki “ A4 rto'plam A to'plamdan io°ldinsh
amalini go'‘llab hosil gilindi” deyish mumkin.

7- ta’rif. Berilgan A io'planming barchu gism 1o plamiaridan
tuzilgan to'plam A to'plamning buleani ( A to'plam uchuen bidean) deb
ataladi

A to‘plamning buleani 2" ko‘rinishda belgilanadi'. ‘
12- misol. To'rtta elementga ega A = {a,b.c,d} to'plam uchon 2
bulean o'n ottita element-to‘plamlardan iborat bo*ladi’
2 = {@ {a), {b). {c} {d}, {a, b). La.ch {a, &}, {b.c) (b d), e, ),
{a.b, ¢}, la.b ch,,{U,c,d}.{b.('.d}.{a.b,c,d}}.
Rayshanki, | 4= 4 va [21 = 16_m

Muammoli masala va topshiriglar

1. Benlgan A={a.bc}, B={d.c.f.g} va C=~la. f.g.k}
to‘plamlardan har ikkitasining kesishmasi, birlashmasi va ayirmalarini
1opIng.

f Z.g Markazlari bilta nuqtada joylashpan hamla radiusiari 1 va 3ga
teng doiralar nugtataridan iborat to‘plamlarning kesishmasi, birlashmasi va
ayirmalarini toping. \

3. To'‘plamlamning ayirmasi amali bilan bog'liq masala o*ylab toping
va uni hal giling.

! Bunday belgilashni izoblovehi ma‘lumotlar I bobning 1- paragrafida keltiriladi.
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4. Ushbu ammllar natijalarini aniqlang: @D}, {@IN{3].
oiue}. fo.loll-ot. .loll-2. {o.al-{zh

5. Ixtiyony A w'plam uchun AU, 4D, A-C&, A-A.

@D — A o plamlar: amighung,

6. A—8=58-4 wnglik o'rinli bo'ladigan 4 va 8 (o'plamlarga
misoliar keltiring.

7. O'zwro kesishmaydigan to'plamlar bilan bog'lig masala o'ylab
toping va uni hal yiling,

8. O'zaro kesishadigan to*plamlar bilan bog*liq masala o*ylab toping
va uni hal giling. W

9. Ixtiyoriy A wplam uchun AUA=4AUA4=U bo')ishini
ko'rsating.

10, Ixtiyoriy 41 va B to'plamlar uchun quyidagi tasdiqtaming o'rinli
bo'hishini ko‘rsating:

a) AVB=C0 > Ag B;

) Ag 8= A\B =9 - a) tasdigqa teskari tasdig;

d) AN\B=B\A={@ = A=H;

e} A= B = A\B=B\A={ - d) wsdigqa teskari tasdig;

) AVB=ANA . ya'ni ayirish amali kesishma va to‘ldirish amallari
yordamida ifodalanishi mumkin! o

S @BcANBc AUSB; N ANB=AUB.

11, Chekli 4 va 8 to'plamlar uchun | 4}, 1 B], |[4AUB] va [4N B|
sonlar orasidagi bog‘lanishni toping.

12. Ixtiyoriy A, B va C to'plamlar uchun quyidagi tasdiglarni
isbotlang:

a) AU B ¢ G={ A CFaTB T &)k

by (A C va B C)= AU B c C - a)ga teskan tasdiq;

d) ACBNC= (A8 va AcC);

e) (A B va Aq C)= Ag B(1C — d)pa teskari 1asdig;

NA C B=adll@cBLIC: g Ac B= ANC < BNC;

hy Ag B= AANC g B\C, MAC B=5CABICO AR

13. 12- 1opshirigning f}, g), h) va i} bandlaridagi tasdiglarga teskari
tasdiglarni whlil qiling va ular bajariimaydigan hollaxda 4, 8 va C
to‘plamtarga misol keltifing.

14, Ixtiyoriy a@, & wva ¢ sonlar ucbun to'g'ri bo'lgan
asberatesbte, afbora-csh—c vaasb&Sc-bse—a
munosabatlardagi @, b va ¢ sonlami A, B va C to‘plamlar bilan, “5",
"+ va “=* belgilami <, U™ va *\" belgilar bilan mos ravishda
almashtirib, hosil bo'lgan munosaballarning to*g riligini tahlil giling.

27



15. B={xe N |x 3ga bo'linadi} bo‘lsin. N 1o'plamm universal

lo"plam deb hisoblab. # 10*plami toping.

16. Natumal, bumn, hagqigly va irratsional sonlar o plantlaci bilan
bog*liq universal 1o'plamlarga misollar keltiving.

17. A={a,b,c,d,e} to'plam uchun 2" buleannt aniglang.

18. Bir uyda yashovchi oilada ota {r). ona (#) va to'rt nafar farzand
(123.4) bo'lsa, oita a’zolarining uvda beo'lishlari vaziyatlanga mas
barcha mmkoniyatlami to'plamlar ko*rinishida yozing viv bu imkoniyatlac
to*plamlan lo*plamining quvvanini aniglang.

12, Universal to'plam va bulean wshunchalarni bilan bog'liq masalalar
o‘ylab toping va ularni hal giling.

Mustagil ishiash wchun savollar

Toplamiaming birlashmasi ganday amalga ashiriladi?
Qanday 1o*plamga to'plamlaming kesishmasi deb aytiladi”
Q'zaro kesishmaydigan to'plamlar deganda nitmani tushunasiz?
Qanday to'plamlarga 0*zaro kesishadigan to*plamlar deb aviilads?
3. To'plamlaming ayirmasi nima?
6. A to'plamni B to'plamgacha to'ldimuvchi to'plam dezandit
nimani tushunasiz?
7. Qanday (0'plamga uaiversal to‘plam deb ayliladi?
8. Bulean deganda nimani tushunasiz?

b

1.3.Ta' plamlar algebrasi

To'plam, Etement. Algebra. Idempatenmifik. Komntutativiik, Assotsiativiik.
Distributiviik. De Morgan va yutilish qonrnlfari. Ikki raraflaema tengiik.
O zaro ikki (araflama renglikiar.

1.3.1. Asosiy qonunlar. To‘plamlar algebrasida, umuman olyganda,
sonlar algebrasidagi munosabatlarga o'xshash munosabatlar qaraladi.
To‘piamlar algebrasidagi munosabatlar universal 1o'plamning va uning xos
gism to‘plamiarining ganday bo'lishidan gat’i nazar o'z kuchini saglay-
dilar. Bu yerda, asosan, birlashma, kesishma, ayirma va to*ldirish amallari
o‘rtasidagi o’ zaro munosabatlar muhim hisoblanadi.

To'plamlar nazariyasidagi munosabatlar, ko'pincha, tengliklar ka‘ri-
nishida namoyon bo‘ladi. Bu verda tenglikiami isbotlashda haymiylik
aksiomasidan foydalangan holda quyidagicha mulohaza yuritish wsuli ko*p
qo‘llaniladi. Agar tenplikning chap tomonidagi to'plamga legishh ixtiyoriv
element u'ning o'‘ng tomonidagi to‘plamda nam topilib va. aksincha,
tenglikning o'ng tomonidagi to'plamga tegishli ixtiyoriy element uning
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chap tomonidagi to'plamda ham bor bo'lsa, u holda bu tenglik og'ridir
Boshgacha aywganda, ixtivorty A4 va B 1o'plamiar uchun A= 8
tenglikni isbotdash A< B va B A munosabatlaraing to'giriligini
ko'rsaushya tenckuchlidir,

Ko'pincha, to'plamlar algebrasidagi U™, 1" va “\ 7 belgilar bilan
ilodalunuvchi birlashma, kesishma va ayirma amallari, bo'sh (&) va
universal (€7 ) top lanilar hamda xos (S} va xosimas (<) gism Lo*plamlar,
mos ravishda, odatdagi algebraning "+, “x" va “=" belgilar bilan
itndalanuvchr goshish. Ko*paytirish va ayirish amallari, nol (0} va bir (1)
sondar hamda kattg emas (<) va kichik (<} munosabalari bilan
giyoslanadt

To'plamtar ustida munosabatlami ifodalovchi asosiy tengliklami garab
chigamiz

I-teorema. Universal to ' plum U v wning ixtivoriy gism 1o ‘plami
A uchun guvidagi tengliklar o 'vintidir:

1 ANofing xossalart)y,. A)D=A. @GUA=4, AND=0. DNA=D.

2. (Birning xusselari). ANU=A, UDA=4, AUU =V, UUA=U.

3 (dempotentlit’ gonurd), A=A _ANA=A.

4. (Nof va birning bog ligligi xossasi). D =U ., U= .

5. (Fnvolputiviik qgonuni®y. A = 4.

Isbati. Bu tepgliklarni isbotlash uchun, yugorida ta’kidlagani-
mizdek, hajmiylik aksiomasidan foydalanamiz. Shuni e’tiborga olsak,
isbotlanishi Kerak bo'lgan harcha tengliklar to*plamlaming birlashmasi,
kesishimasi va 1o'ldiruvclusi wa'riftaridan bevosila kelib chigadi. Bu yerda
tagat oxirgi tenglikning isbotint to'liq keltirish bilan chegaralanamiz.  _

A to:plam ¥ universal to'plamning ixtiyoriy gism ta'plami va A
to'plam 4 to'plamning to'ldiruvchisi bo'lgani uchun, 4. to'plamning
hech gaysi elementi 4 0'plamga tegishli emas. Demak, 4 to‘plamning
barcha elementlari 4 w'plamga tegishlidir, yani 4 € 4. Aksincha, 4
to'plamning hech qaysi elementi_4 to'plamga tegishli emas, demak, _4
to'plamning barcha elementlan 4 woplamga tegishlidir, ya'mi AQ A
Shuninguchun, 4 = 4. =

2- teorema (birlashmaga nisbaian kommutativlik genoni).
Ixtivoriv 4 vo B to'plamlar ucn A\ B = B A tenglik a'vintidir.

Isboti. To'plamlarming hirlashmasiga berilgan ta’rifga ko‘ra, AU B
to'plamning har bir elementi yo A to‘plamda yoki 8 to*plamda topiladi,

! “tdempotens” so'z lounchadan olingan bo'lib, “idem” - shunday, “potens” — kuchli, ya'ni
Ya*sha kuchga vga” yoki “a'sha dargjani saglovehn™ ma'nosini beradi
* Bu qonunni falsifadagi “inkorni inknr qelish gonuni™ bitan givoslash mumkin.
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chunki AUB to'plam 4 va B 1wo'plamlaming barcha elementlaridan
takrorlanmasdan rzilgan. Yana o'sha ta'rifga ko'ra, BU A to'plam ham
A va B to'plamlaming barcha elementisridan takrorlanmasdan tuzii-
ganligi uchun AU B to'plamning har bir elementi BU 4 1o plamga ham
tegishli be'ladi, Xuddi shunday mwulohazalarni B1J A to'plam uchun
yuritib, uning har bir elementi AUZB to'plamda ham bor ba*lishint
aniglsymiz. Demak, /JB=BlJA4. =

3- feorcma (birlashmaga nishatan assotsiativlik yonuni).
ixtporiy A, B va C toplamiar uchnn (AUBJC=AUIBUC)
tenglik o 'rinfidir.

Isboti. (AUBI)UC to*plamuing ixtiyoriy elementi & bo'isin. Bir-
lashmaning (a'rifini go‘llasak, quvidagilarga ega bo‘lamiz: ve (4 B)
yoki x € C. xe (Al B) munosabatdan x€ A yoki x€ B ckanligi kelib
chigadi. Demak, xe A4 yoki xe(BUC). Shuning uchun
xe AU(BUC). Xuddi shunday mulohaza yuritib, AUJ(BUC) w'p-
lamning ixtiyoriy elementi (AU BYUC 1o'plamning ham elementi
bo‘lishini aniglaymiz. Demak, (AUBJC=AU(BUC) . »

Birlashmaga nisbatan assotsialivlik qonuniga ko'ra 4, B va C
to‘plamlarga birlashma amalini ganday tartibda go‘llashning ahamiyati
yo'‘q. Shuning uchun 4, 8 va C to'plamlarga birlashima amalini go*llash
natijasida hosil bo'lgan to'plamni AJBJC deb belgilash ham mumkin.

Ikkila to‘plamning birlashmasi amaliga berilgan ta'rif ixiiyoriy chekls
sondagi to'plamlarning birlashmasi uchun ham go*llanilishi mumkin': har
ganday chekli sondagi to‘plamlarning barcha elementlaridan takrorlan-
masdan luzilgan io*plamga shu lo‘plamlaming birlashmasi deb aytiladi.

A, A, A, to'plamlaming birlashmasini 4 U4, U..U4, yoki U4

ial

ko rinishda belgilash qabul gilingan.
Birlashmaga nisbatan kommutativlik qonuniga ko‘ra, |J 4, birlashma

i=]
to'plamni quyidagi usul bilan ham tashkii etish mumkin. Oldin berilgun
A, Ayy..a A, to'plamiardan ixtiyoriy ikkitasining, masalan A, va A,
to‘plamlaming birlashmasini tuzish, keyin 4, |J A, to'plam bilan 4 ,
A, to‘plamlardan boshga ixtiyoriy to‘plamning birlashmasini tuzish, va
hokazo, ketma-ket birtashma lo‘plamlami tuzish nalijasida 4, 4,,..., 4,

! Ueman olgands birlashma va kesishma amallari binar (ikki o‘rinli} amailar hisoblanadi,
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to*plamlaraing U 4, birlashmasini hosil qilish mumkin, Har biri chekli

r=k

bo'lgan A4, 4,,.... 4

i "
, to'plamlar uchun |U A{‘ = EIA,| munosabal o'nn-
1o

=l
lidic. Bu munosabat berilgan to'plamlaming hech bo‘lmaganda ikkitasi
umumiy elementga cpa bo'lsagina qat’iy tengsizlik ko*rinishda va berilgan
to'lamlarning barcha mumkin bo'lpan jutilan umumiy elemeniga ega
bo*lmasagina englik ko'vinishda bajariladi. Bu tasdiglar kombinatorikaga
bag~ishlangan II bobning [- paragralidagi 5- teoremadan kelib chigadi.

I-misol. 4={a b}, B=lab,c}, C={e f,k} va D={,j} bo'l-
sin. U holda £=BUCUD={a,b.c.e. [ ki, va F=AUBUCUD=
=la,b,coe [ ki j} boladi. Ko'rintb turibdiki, £=F . Bu yerdagi
barcha o' plamlaring yuvvallarini aniqlaymiz: |4 =2, B| =k Jla=a)
D[ =2. |E|=8 va || =8, Ular uchua [£]= 8 {4+ |8]4]cl+|D]=10
(A va B twplamlarda ikkita wnumiy a va b clementlar bor) va
|F|=8&=|8|+|C|+|D| (8 bilan C. C bilan D va B bilan D jufiliklar
umnuy elementiga epa emas). m

4- teorema (kesishmaga nisbatan kommutativlik qonuni).
Ixtivorly A va 8 to'plamiur uchun AN B= B A tenglik o 'rinlidir.

Isbori. To‘plamlaming kesishmasi ta'rifiga ko'ra, A8 to'p-
lamoing har bir elementi 4 va B to'plamlarning tkkalasiga ham tegishli.
Xuddi suningdek, Bf]A to'plam 4 va A to’plamlaming umumiy
clemertlaridan twizilganligi uchun A{18 t'plamning hac bir elementi
BN A4 tw'plamda ham topiladi. Shu kabi mulohazalar asosida B[4
10'plamning har bir clementi A{) 8 to‘plamda ham bor bo'lishini ko'rish
giyin emas. Demak, AN1B=8N4. =

S5-tecorema {kesishmaga nisbatan assotsiativiik qonuni). 7xiyvo-
riv A, B va C toplamiar uchun (ANBYC=AMBNC) tenglik
o ‘rinticlir.

Isboti. (A(18)C to'plamning ixtiyoriy X clementini qaraymiz
To'plamlar kesishmasining ta'rifiga asosan, xe(A4[18) va xe€ C. Bu
yerdan x€ A, x €8 va x e C ekanligi kelib chiqadi. Shuning uchun
¥€ A va xe(BMNC) bo'ladi, Demak, x& A} (BN C). Xuddi shunga
o'xshash mulohaza yuritib, A[1(BC) 10'plamning ixtiyoriy elementi
(4N8)NC to'plamning ham elementi bolishini ko'csatish giyin emas.
Demak, (A18)NC=4N(BNC).m
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Kesishmaga nisbatan assotsiativiik qonuniga ko'ra 4., 8 va €
to‘plamlarga kesishma amalini ganday tartibda go'llashning ahamiyati
yo'q. Shuning uchun A, B va £ o plamlaming kesishmasini ANBNC
deb belgilash ham mumkm

[kkita to'plarmlaming kesishmasi tushunchasiga berilgan (a'rif ixtiyori}_f
chekli sondagi lo'plamlaming kesishmasi uchun ham go'llanilishi
mumkin: har aanday chekli sondagi to'plamlarning barcha umumiy
elementiaridan tuzilgan to‘plamga shu to‘plamlarning kesishmasi deb

aytiladi, 4, 4,,..., 4, to'plamlarning kesishmasi uchun A4, {3 4, N..NA,
voki {} A, ko'rinishdagi belgilash qabul gilingan.
1=]

Kesishmgga nisbatan kommulativlik gonuniga ko'ra, A4.4....) to'p-
lamlaming [ 4, kesishmasini ikkits to‘plamlar kesishmasi amalint istal-
gan tartibdd™'ketme-ket qo‘llab hosil gilish mumkin: dastiab Derilgan
4, 4.,..A, 0'plamlardan ixtiyoriy ikkitasining, masalan 4 va A to’plam-
lammg kesishmasini tuzish, keyin 4, N4, to'plam bilan A, 4; to'plam-
lardan boshga ixtiyoriy to' plamnmg kesishmasini tuzish, va hokazo,

shunday davom etib, A, 4,,....4, to‘plamlaming kesishmasini hozil gilish
momkin.

Chekh A4, 4,,..,4, to'plamlar uchun |ﬂA < min

| fi<n

A ] munosabat

o‘rinlidir. Berilgan to‘plamlardan birortagi qolgan barcha to'plamlatning
qism to'plami ho'lsagina bo munosabatda tenglik a*rinfi bo'ladi. Bundan

tashqari, (A4, to‘plam berilgan barcha A, A;,..., 4, to‘plamiarning xos
fu|

gism to'plami bo‘isagina yugoridagi munesabal gat’iy tengsizlik ko'-

rinishida bajanladi. Kombinatorikaga oid tushunchalar yordanida r] A,
1o‘plamning quvvatini hisoblash formulasi II bebning 1- paragratidagi 7-
eoremada keltiriladi.

2- misol. A={a,b,c}, B={a.bc,d}, C={e, f .k} bo'lsa, u
holda ANB={a,b,c}, ANBNC=D, ANC=C, BNC=L
bo‘ladi. Osonlik bilan ko‘rish mumkinki, |AﬂE| 3=min |A| IBI,,
chuaki |4|=3. |B!=4 va Ac B. Bundan tashqari, [4N B C|=
-[I<mm{]A| 131 lcir=3. =
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3- misol. Framizning i- yilida butun dunyoda tug‘ilgan belalar
Wiplamini 7, bilan va # bilan 522 shartni ganoatlantiruvchi natural

Ry HEY

sanni belwlasak, u halda N 7 =@ ba‘ladi. m
1-3001

G- tcorema (birlashmaga nisbatan distributivlik genuni). v/~
yoriyy A. B va C to'plamtar uchim AU (BNCY=(4UB) N (4UC)
tenglik o rinfidir,

Ishoti. AU{BMNC) w'plamning ixtiyoriy x e¢lementini garaymiz,
Birlashmaning ta'rifiga ko'ra x€ A yoki xe (BNC) bo'ladi. Kesish-
maning ta'nfiga ko'ra x& (£/1C) munosabatdan xe 8 va xeC
ekanligi kelib chiqadi. Shuning uchun x € 4 yoki x€ 8 va (shu bilan
birga) x € A yoki x € €. Birlashmaning (a’rifiga asosan x& (AU B) va
xe (AUC). Demak, kesishmaning ta’rifiga ko'ra, x€ (AUBKAUO)
ba'lishi kelib chigadi.

Endi {4UBY(AUC) o' plamning ixtiyoriy x elementini qaraymiz.

Kesishmaning ta'rifiga ko'ra x€ (4 B) va xe (ALJC) bo‘ladi. U
holda. birlashmaning a’rifiga asosan, x € A yokt x € B va (shu bilan
birga) x € A yoki x € C bo‘lishi kelib chigadi. Demak, x € 4 yoki x
element 8 va C (o‘plamlarga tegishlidir. Shuning uchun, kesishmaning
ta'rifiga ko'ra, X € A yoki xe {(8(1C). Birlashmaning ta'rifiga asosan
xe AU(BNC) bo‘ladi. m

Zarur mulohazalar yuritib, birlashmaga nisbatan distributivlik qgonunini
quyidagicha umumlashtirish mumkin.

Ixtiyoriy A, BI,BZ,...,B” to ‘plamlar uchun Al) (B,nB,_ n...th)=
= (AUB) N (AUB) N...N (AU B,) tenglik o ‘rinfidir.

7- teorcema (kesishmaga nisbatan distributivlik qonuni).
Ixtivoriy A. B va C to'plamiar uchun AN (BUC)= (AN B (4NC)
tenglik’ o ‘riniidir.

Isboti. AN(BUC) to'plamning ixtiyoriy ¢lementi x bo'lsin. U
holda, kesishmaning ta’rifiga asosan, x€ 4 va x€ BUC bo'ladi. Bir-
lashmaning ta'rifiga ko'ra x€ BUJC munosabatdan x€ B yoki x & C
ekanligi kelib chiqadi. Demak, xe 4 va xe B yoki xe 4 vax€ C.Bu
yerdan esa x€ (Af1B) yoki xe(ANC) c¢ksnligi kelib chigadi.
Birlashmaning ta’rifiga ko‘ra oxirgi mulohazadan x & (ANB}U (4N C)
bo*lishini aniqlaymiz.

' Bu tenglik kesishmaga nisbotan tagsimot qonuni deb ham yurililadi.
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Endi (ANE) U (AN C) toplamning ixtiyoriy elementi X bo'lsim.
Birlashmaning ta’rfiga ke'ra x € (AN B)Y yoki x € (AN C) buladi Bu
yerdan, kesishmaning ta'nfiga asosan. v€ 4 va ye 8 yoki x€ A va
x & € bo'lishi kelib chigadi.

Demak, x€ 4 va (shu bitan birea) y& # yoki x e €. Shuning
uchun, x € 4 va (birlashmaning ta'rifiga ko'ra) x &€ (BUC) . Bu yerdan,
kesishmaning 1a'rifiga asesan, 1 € 4[] (A1UC).m

Zarur mulohazalar vuritib kesishmaga nisbatan distributiviik qonuniti
quyidagicha umumlashtirish mumnkin:

Itivoriy A, B, B,,....B, to'plamiar uchir AN (B,UB,U..U 8} =
=(ANB)YU (4UB) U..U (AN B,) tenglik o rinfidir.

8- teorema. U wniversal io'plamning ixtboryr A va B gism
10'plamiori uchun ANVB = A\ B rtenglik o ‘rindidir.

N
\/T) ‘__,/ ( 4k} : @)i)

b d e
I- shak?

Isboti. 4 va B to'plamlar U universal to‘plamning ixtiyoriy qism
w'plamiari bo'lsin. Teoremani isbotlashda §- shakldan foydalanamiz.
Shaklda €/ universal to‘plam lo*g'ni to‘riburchak ko'rinishda. 4 va B
1o*plamlar esa doiralar sifatida tasvirlangan. |-a shakldagi {7 0'plamniog
bo‘yabnapan qismi A[}B to'plamga, bo'yalgan qismi esa A[}B
to‘plamga mos Keladi.

A(B to'plamning ixtiyoriy elementini x bilan bel 1laym|/ To'l-
diruvebi 10°plamoning ta’rifiga ko'ra, xe &/ va xg A(18, vani U
to'plamning x elementi, bir vagining o‘zida, ham A to plamnmg, hamn 8
10'plamning elementi bo‘la olmaydi. Bu yerda uchta hoi bor:

1} x& 4 {(1-bshakl}; 2) x€ B (1-d shakl):

3) x¢ 4 va x¢€ B (1-eshakl). _

1) holda xe A. 2) holda x& B. 3) holda esa x< 4 va x€ B
ba'ladi. Biflashmaning ta'rifiga ko'ra x€ 4 Uz.

Endi AUB (o'plamning ixvyoriy clunenti X bo'lsin. Bu holda
xe A yoki x& B . Bunatijadan x& A voki x& B bo'lishi kelib chigadi.
Shuning uchun x& U va x& 4[1B.Demak, xc 4(18. =

9- tearema. &/ universal to'plmnning ixtiveriy 4 va B gism
to ‘plantlari uckin A\JB = A\ B tenglik o rinfidir.
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Isboti. 4 va B to'plamlar I universal wo*plamning ixtiyoriy qism
to'plamlari bo'lsin. AJB to‘plamning ixtiyorly elementini x  hilan
belgilaymiz. x element |-e shaklda to'g‘ri to‘rtburchakning bo'yalgan
gismida yotadi. x  AUA& munosabatdan xe U va xe AU B bo'lishi
kelib chigadi. x¢ 4 JB munosabat va birlashmaning 1’rifiga agosan, x
clement 4 1o'pliumga ham (1-b shaklga garang), B (o'plamga ham (!-d
shaklga qarang) tegishli emas, ya'ni xe/, x 4 va x B, Bu yerdan
r€ A va xe £ munosabatlar o'rinliligint topamiz. Shunday qilib,
kesishmaning ta'rifiga asosan, x 4[] 8.

Endi A1 B to'plasming ixtiyoriy clementi X bo'lsin. Bu holda,
kesishmaning ta'rifiga binoan, xe 4 va x&€ 8B bo‘ladi. Bu yerdan,
(ldimivehi (w'plamning (a’rifiga ko‘'ra, x A va x B bo'lishini
lopamiz. Demak, garalayotgan X element bir vaqtning o'zida A4
w'plamga ham, & to'plamga ham legishli emas. Shuning uchun,
birlashmaning ta’rifiga ko‘ra, x€ AUB bo‘ladi. Shunday gilib,
to‘ldiravehi  1o'planing ta'rifiga asosan, x AUS._m  Yugorida
isbotlangan 8- va 9- (eoremalardagi 4ANB=AUB va AUB=A4NSB
tengliklar de Morgan qonunlari deb yuritiladi.

10-tcorema, ixtiyoriv 4 va B to'plamiar
uchin AU (ATN\B) = A tenglik o rinlidir.

I1sboti. Ixtiyoriy A4 va 8 wplamlar U
universal (o'plamning gism to'plamiari bo'lsin.
AU =4 Dbo'lgani uchun 1- teoremaga (1-
bandiga qarang) asosan AU (4N B)=
=(A4NU) U (4N B) munosabat o'rinlidir. Oxir-
gi tenglikning o‘ng tomonidagi ifoda wvchun
kesishmaga nishatan distributivlik qonunini qo‘i- B
tab, uni AJ(ANB)=4N{U UB) ko'rinishga Ogavics (Avgustus)
keltiramiz. Endi £#UB=U va A\U=A4 de Murgan
tengliklarni e'tiborga olsak, 4lJ(ANB)=ANYU = 4 kelib chiqadi.m

11- teorema. [fxiyoriv A va B to'plamiar tichun
AN(AU B) = A4 tenglik o ‘rindidir.

Isboti. Avvalo kesishmaga misbatan distributivlik gonunini, keyin
esa idempotentlik qonunini qo‘llasak, isbotlanishi kerak bo'lgan
tenglikning chap tomoni uchun AN (AUBY=(4NAU(ANB)=
= AUJ( AN B) munosabatlar o‘rinli bo'lishini aniglaymiz. 10- teoremaga
asosan A(AUB)=AU(AIB)=4. =
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10- va I1- teoremalarda ishottangan AU (ANBY= A a
AMUAUB)Y= A (engliklar yutilish genunlari deb vuritiladi.

Yugorida isbotlangan teoremalarda  keltivilgan tenghklar  tahlil
gilinganda ulaming ba’zi xususiyatlarimi paygash mwmnkin. Masaian, 6- va
7-, 8- va 9- hamda 10~ va 11- woremalardagi lengliklaming  bir
ikkinchisidan U va ) Dbeluilami o'zaro almashuirish yordamida hosil
qilinishi mumkin, Xuddi shunday, nolning xossalari bilan birming xossalar
ta*g'risida ham quyidagilarnt aytish munnkin: bu xossalumi iiedalovebi
tengliklaming biri ikkinchisidan |J va () belgilami hamda @ va U
belgilammi o'zaro almashncsh natijasida kelib chiqadi,

To'plamiar algebrasida agar biror tenglikden shu tenghikdagi {bor
bo'lsay U belgisini [ belgisipa, Mni Uga, @ni Ega, Cw @Dea
birdaniga almashtirish natijasida boshqa tenglikni hosi! gilish mumkie
bo‘lse. u holda hosil qilingan 1englik dastlabki tenglikka ikki tarallama
{qo‘shma) tepglik deb yurtiladi.

Ravshanki, biror tenglikka ikki taraflama hisoblangan tenglik uchun
ikki taraflama eoglik dasttabki tenplik bilan bir xil bo'ladi. Shuning uchun
bu engliklar o'zare ikki taraflama (qo‘shma) teppliklar deb nomlanadi.
Masalan, nolning xossasini ifodalovchi A[JIJ = 4 va biming xossasini
ifedalovehi A\U = 4 1engliklar o'zaro ikki taraflama (qo*stuna) teng-
Liklardir.

1.3.2. Ekvivalent tasdlqlar. To plamlar algebrasining asosiv qonun-
langa go'shimcha quyidagi 1eoremani keltiramiz,

12- teorema. ixtivorir A4 va B to'plamiar uchwn quyidagi
tusdiglar ekvivolentdir:

HDACB:2) ANB=A4:3) AUB=85.

Isbati. 1. Teoremaning 1) tasdig'i o‘mnli beo‘lsin. U holda
AfB = A muncsabat to*g‘rligini isbollaymiz. Avvalo, to‘plamlaming
kesishmasi ta'rifiga ko'a, ANBg A bo'ladi. Endi A tw'plamning
ixtiyoriy elementini x bilan belgilaymiz. U holda Ac B=x€ 8.
Demsak, to'plamlaming kesishmasi ta’rifiga ko'ra, xe A(1B, ya'ni
Ag AN B. Shunday qilib, 4ANBg A va Ac A(\B bo'iganidan
ANB = A o'rinlidir.

2. ANB=A= AUB=EB bo'lishini isbotlash uchun, avvaio,
AUB ifodadagi A to'plamning o‘migz unga teng bo‘lgan ANB
to’plamni go‘yib, {A{B)U 8 ifodani hosil gilamiz. So‘ngra, bu ifodaga
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birlashmaga nisbatan distributiviik gonunini go*llab, (AU B (AU 8)
iodani hosil  qi‘lamiz. 1dempotentlik qonuniga asesan B=BUB
o'rinlidir.  Shuning uchon {AUBN(BUB) ifodami (AURNAB
ko'rinishda yozish mumkin. Oxirgi ifoda yutilish gonuniga asosan B ga
teng, Demak, AUE= 8.

3. AUB=R= Ag B munosabatni tekshiramiz. Teskarisini faraz
gilamiz, vani AUB =8 wnplik o'rinli bo'lsa-da, 4 to‘plam B
to*planning gistt 10*plami ba'lmasin. U hoida A 1wo°plam tarkibida B
to‘plamga tegishli bo'lmagan hech bo‘lmasa billa x element topiladi,
ya'ni xe 4 va xg B. To'plamlarning birlashmasi ta’rifiga asosan xe A4
bo'lganidan  ve AU B munosabat o'rinlidic. AUB =8 tenglikdan
re B kehb chigudi. Hosil bo'lgun ziddiyat, ya'ni, ham x& 8, ham
xe 8 bo'lishi gilgan farazimizning noto’g'riligini isbotlaydi. Demak.
AU B = B tenglikdan A £ £ mumosabat kelib chigadi. w

Mudammofi masala va topshiriglar

I. Yuqorida isbotlangan tcoremalardan mumkin qadar kam foy-
dalangan holda quyidagi tengliklarni isbot qiling:

a) (ANBNOUANBNCIUBUC =U;

by (ANBNCNXHYUANCOUBNOWENY)=C.

2, U universal lo'planning 4 va B gism to'plamlari ba‘lsin.
Quyidagi tasdiqlarni isbotlang:

a) ixtiyoriy 4 to'plam uchun AUB=A4 > 8=0);

b} ixtiyoriy .4 to‘plam uchun 4[1B=A=B=0U: -

dyagar AUB=U va AB=0 bo'lsa,uhalda B=4 va A=48
ba*iadi.

3. Quyidagi tengliklarni isbot qiling:

a) ANBUC)={AAWANC):b) AVBNIC)=(A\B)U(ANC):

d) 4\ B=A4(ANB); e) AN(ANBY=A B

N} AUB = AU(BA): g) (AVBINC =(AVO)N(BAC):
hy ANBACY=(ANBYC. i AN(BYCY=(ANB)MANC);
N ANBAA=D: ky AAM(BUC)=(4\B)\C;

N ANBUB =AUB m) A\(B\C)=(A\B)U(4ANO);

a){AUBNC =(ACYU(BNC).
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4, [Ixtiyoriy A va B 10'plamlar uchun quyidagi tasdiglaming o*rinli
bao‘lishini ko*rsating:

s} (AVBIUB=4=28c4; bBBcA=(AVBIB =4 (a) band-
dagi tasdigqa teskari tasdig): &) (ANBUC=ANBUOY > C A

5. Ushbu paragrafda isbotlangan teoremalardagi tengliklany mhli!
giling va o'zaro ikki taraflama (qo‘shma) bo'ladidan tengliklarlarni
aniglang.

6. |Ai=n.|Bl=k. AcCcB v A DC B bolsa, ., k.|
va | D| sontami solishtiring,

Mustaqil ishlash nchuan savollar

1. Idempotentlik gonuni ganday ifodalanadi?

2. Involyutiviik gonuni nimani anglatadi?

3. Birlashmaga pisbatan kommutativiik genunini ganday tushunasiz?

4. Birlashmaga nisbatan assotstaiivlik qonuni deganda mimani
tushunasiz?

5. Kesishmaga misbatan kommulativiik gonuni bilan assotsiativiik
qouuni bir biridan nima bilan farq qiladi?

6. Birlashmaga nisbalan distobutiviik gonuni bilan kesishmaga
nisbatan distributivlik qonunining qanday o*xshashligi bor?

7. De Morgan gonunlarini bilasizmi?

8. Yutilish qonunlarida nima “yutiladi"?

9. Bir-biriga o'xshash lengliklar deganda nimani tushunasiz?

10. ikki taraflama (go'shma) tengliklar deb ganday tengliklarga
aytiladi?

11. Qanday tengliklarga o°zaro go*stuna tengliklar deymiz?

12. Ekvivalent tasdiglar deganda nimani tushunasiz?

1.4 Kortejlar

To'plam. Element. Kortgj. Kortejning wzwarligi. Vector. Juftlik. Uchlik.
To'rilik. n -iik Komponenta. Koordinato. To 'plamiarning Dekart (tv g ri)
ko'paytmasi. To plamming darajasi. Dekart ko ‘payimalarining kesishmasi vo
birlashmasi, Bo'sh Dekart ko 'puvimasi. Marze alifbosi.

14.1. Kortej' tushunchasi. Matemetikada to'plam tushunchasi bilan
bir qatorda kortej tushunchasi alohida orin tutadi. Turli xossalarga ega

! Koeisj (canége) - fransuzcha 302 bo'lib, lantanali yurish ma“eosini beradi.
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Bo'lpan obyekilar bilan ish ko‘rganda kortej tushunchasidan foydalanish
mumkin. Kortej tashunchasi yordamida kombinatorikaning ko'plab (-
shunchalari tabhy ravishda oson anglanadi. Koriej tushunchasini o'rga-
nishdan oldin to*plamning elensentlari twkrorlanmasligini ¢slatib o*tamiz,

Ixtiyoriy A, A, ..., 4, to'plamlar berilgan bo'lsm, Bu to'plamlarning
xtivorty biridin, masalan, A, to’plamdan qandaydir @, elementni, 4,
o plamdan boshya istalgan A w'plamning qandaydir @ elementini va
hokazo, oxirgi A to' p]"lmd'm qandaydir @, clementni olamiz. Bu cle-
mentlarni ularmng berilgan to'plamlardan olinishi tartibida joylashtirib
<@, .a, ...a > tuzilmaga ega bo'lamiz. Bu tuzilmada bar bir clement
o'zimng qat'ly joylashish o'miga cga. Shunday usul bilan boshga
wzilmalarmi ham hosil qilish mumkin. Bu ln/:lnn!dmmg har bin
elementar kortej (qisgacha. Kortejt deb yuritiladi. Kortejni boshga
usublar yordasmida ham tashkil gilish mumkin. Masalan, fagat bitta to*plam
elementlaridan (hattoki, bu to'plam yagona elementli bo*lsa ham) foy-
daianib, tarkibida elementlan ko'p bo'lgan kortej tuzish mumkin. Kortej-
larni belgilashda, ko' pincha, lotin yokt grek alifbosining bosh harflaridan
fovdalaniiadi.

1- ta ' rit. Kortepni tashkil etuvchilar shu kortejning elementiars deb
erfartadi.

Korlejni l1ashkil qilishda ishtirok etayotman A, A4, .. A4 to'plamlar
ixtiyoriy bo‘lgani uchun bu to'plamlar umumiy elementlarga ega bo'lishi
chtimaldan xoli emas. Demak, umuman olganda, X =<a_,a_,..,q,
kortej t1arkihidagi elementlar takrorlanishi momKin. Berlllgan K Kor-
tejgpa a clement tegishliligi a€ X yoki K 3 @ ko'rinishda belgilanadi.

Ba'zi hollarda kortej iborasining o'rniga vektor yoki, uning uzualigini
e’tiborga olgan holda, juftlik (uzunligi ikkiga 1eng korte]), wehlik, to'rilik
va hokazo n-lik [uzunligi nga teng korte)) iboratari ham ishlatiladi.
Uzunligi # bo'lgan kortej # o‘rinli kortej deb ham yuritiladi.

2- ta’rif, Kortegjni tashkil etivchi elementlar soni (kortejning
uzunligi) kortejning quvvati deb ataladi,

Beriigan K korlgjning quvvati ; K'! ko ninishda belgilanadi. Kortej
tarkibidagi elementlar takrorlanishi mumkinligidan, ularning kortejda
tutgan o*rinlari muhim hisoblanadi. Shuning uchun kortejning muayyan
clermenti nazarda tutilganda, uning o‘mini aniglovchi ragam hisebga
olinisht kerak,

Quvvallan teng bo‘lgan ikkita kortejning mos o‘rinlanidagi elementlari
aynan bir xil bo'lsagina bu kortejlar teng deb hisoblanad:.
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3- ta rif. Kortjni tashkl giliveln clenent-
< lar, uning komponentlari voki koardinutatari deb
atafadi.

Tabiivki, uzunlikluri teng bolmagan kortegjlar
ol teng emas. Kortejlar wng bo'lishi uchun ularning
mos komponentlan o'zaro bir xil bo'lishi shart,
Masalan. 1o'nt komponentli < 1.{a.b}.c, 12,54} >
0 a b v va <lib.al,c {524} > konejlar v'zaro weagdir,

I- that! chunki wlarmning oq o'rinlandagi komponentan

aypan bir xil va juft o'naladda turgan kompuo-

ngﬁlari esa to'plamiar sifatida bir-biriga teng bo'lgani uchun ayuan bir
xildir.

1- misol. X ={ab}, Y ={b,c,d} va Z ={e} w'plumlar uchun
ulaming berilish larttbiga (A, Y.Z) mos keluvchi hamda har bir
to'plamdan faqat bittadan element olish sharti bilan tuzilgan barcha
clementar korejlar quyidagilardic: <abe>, <a,c,¢>, <a,d.e>,
<bbe>. <bee> <bde>.n

2-misol. To'g'ni burchakli x(y Dekart koordinatalar sistemasining
abssissalar va ordinatalar o‘glariga ikkita [a,b] va [c,d] kesmalar 1-
shakldagidek joylashtirilgan bo'lsin. U holda shakldagi bo'yalgan to'p'n
to‘rtburchak va uning chegaralandagi barcha nugtalaming koordinatalariga
mos qilib tuzilgan {x,3) jufiliklar kortcjlardan iborat bo'ladi. Ta’kid-
laymizki, bu yerda kortejlar cheksiz ko'pdir. m :

3 misol. 1835- yilda S. Morze' tomonidan [iacaves |
yaralilgan matnli ma'lumoini kodlash sistemnasi 2. shak!
{Morze alifbosi) bir asrdan ko'p davr mobaynida
ma'lumot uzatishds asosiy sisiema bo'lib keldi. Bu sistemada fagat ikkita
bir-biridan famqli elementlar — nuqta “= ™ (qisqa signal) va tire = * (uzun
signat) bo'lib, ular yordamida matadagi belgilar (harflar, ragamiar va
boshqalar) kodlanadi, Bunday usulda tuzilgan har bir kodni kortej deb
hisoblash mumkin. Morze alifbosida uzunliklari birdan oltigacha bolgan
kortejlar bor. »

4 misal. O'2bekiston Respublikasida shaxsiy avtomobillarai davlat
m‘yxatiga olishda yetti o‘rinii kortejlardan foydalaniladi. Har bir
kortejdagi dastlabki 1kki o'ringa 1, 2, 3. 4, 5, 6, 7, §, 9, 0 ragamlar,
uchinchi o'ringa lotin alifbosining 26 harfidan bittasi va golgan to'rt
o'rnga raqamlar joylashtiriladi. Bunday usulda tuzilgan har bir ro”yxatga
olish belgisini kortej deb hisoblash mumkin. Tabiiyki, bu yerda ragamlar

4

! Senyuel Finli Briz Marze {S3muc] Finley Breese Morse, 1791-1872) - AQSh kashfivoichis) va
rass0mi.
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akrorfantshiati mumkin, Masalan, 2- shuklda tasvirlangan ro*yxaiga olish
belgtsiga mos keluveln < 1,4,0,2,9,9,3> kortejda 9 ragami ikki mana
yozilgan. =

5- misal, Microsoit (MS) Office tarkibiga kiruvchi MS Excel
sistemasida ma’lumotlar elektron jadvallardagi kalaklarga joylashticiladi.
Foydulunuvehi bu jadvallarni turli nomlar bilan belgilab, ma'lumotlarni
fayl shaklida kompyuwr xotirasida saglashi muwmrkin. Har bir clektron
jadval ustunlar va satrlarga cga. MS Excel sistemasida ustuntar (jami
2561a} lotin alifbosi tantibida oldin “A%dan “Z”gacha bitta har[ bilan, keyin
“AAdan “[V7eacha ikkia harf bilan, satrlar csa 1dan 65536gacha sonlar
lan belgdanad:. Bu yerda, jadvaliar nomlari, jadvahting ustunlari va
satrlari Lo*plumnlaridzo biltadan elementni tarlib bilap olib uch o'rinli koste)
zish mwmkin. Bunday usul vosiasida mzilgan uch o‘rinli barcha
kortgjlar  soni & = jadvallur sonix65536% 256 bo‘ladi. MS Excel
sistemasida bu kortejlardan clektron jadvaliardagi kataklaming adreslari
sifatida {ovdalaniladi. Masalan, nomi Jadvall bo'lgan elcktron jadvaining
G harfi bilan belgilangan ustuni va 7 ragami bilan belgilangan satri
kesishgan joyidagi katakka < jadvall,G,7> ko‘rinishdagi kortej mos
keladi. Bu katakning MS Excel sistemasidagi adresi Jadvall!G7 ko'-
rinishga epa bo'lib, unga Kitebl.xls nomli faylning Jadvai elektron
jadvalidan murojaat qifish 3- shak]da tasvirlangan. m

1.4.2. To*plamlarning Dekart' ko' paytmasi va u bitan bug'liq ba'zi
amallar. Yuqorida turli tabiatli to*plamiar yordamida aniqlanuvchi kortej
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' Rene Dekart (René Descartes, 1596-1650) ~ fransuz matematigi va faylasuf.
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tushunchasi bilan tanishdik. Oz navhatids bu tushunchadan foydalanib
to*plamlaming Dekan ko' payimasi tushunchasini Kiritish mumkin,

4 ta’'rif. Tartiblangon A A,,.. A, to'plamitar elementlaridan
tuzifgan n o'rinli harcha korigilar 1o plami shu to'plamlarning Dekart
ko‘paytmasi deb ataladiBa'zan to'plamlarning Dekart ko' payimasi
iborasi o‘mida to‘plamtarning to'g'ri ko'paytmasi iborasidan ham
foydalaniladi. Tartiblangan A;. 4....., A, to'plamlarning Dekan ka*payl-

masi 4 X d,X..XA4, yoki [ [ 4, ko'tinishda belgitanadi. ya ni

|

AXAXXA, =n d={<a,a,,.,a, > aeA.i=\n}.
1=

To'plamlaming Dekart ko'paytmas: tushunchasining anigianishida bu
ko'paytmada qamashuvchi to'plamning soni ham muhim hisoblanadi.
Zarur bo'lganda, #ita to‘plamlaming Dekart ko'paytmasi iborasi o*mida
n o'rinli Dekart ko*paytmasi iborasi ham qo'lianifadi.

Tabiiyki, agar A, 4,,...,4, to'plamlaming birortasi bo'sh to'plam
bo'lsa, u holda ulardan foydalanib birorta ham kortej tuzish imkoniyati
yo'q. Demak, tarkibida hech bo‘lmasa bitta bo'sh 10'plam gatnashgan
A, 4,.....,A, to'plamlaming Dekart ko'paytmasi ham bo‘sh to*plamdir,
ya'oi 4 XA, X..x4,=92.

Dekart ko'paytmasidan to‘plamlar bilan bog'liq murakkab tuzilmalami
hosil gilishda va ularda ko'paytma tushunchasini aniqlashda foydalaniladi.
Ammo bunday hoilarda aniglangas ko'paytirish amali Dekart ko'payt-
masining xossalaridan fargli xossalarga ham ega ba‘lishi mumkin.
Jumladan, tuzilmalardan bironasi bo'sh to'plam bo‘lsa-da, ulaming ko'-
paytmasi bo'sh bo‘lmagan hollar bor. Masatan, X bobning 3- paragrafida
keltirilgan graflami ko*paytirish amali shunday xususiyatga ega.

To'plamlaming to‘g'ri  ko'paytmasi tushunchasidan foydalanid,
to*plamning darajasi tushunchast

A" = AKAX..X A
n martr
formula asosida kiritiladi. Masalan, A'=4, 4" =AX A4, 4" = AxAxA.
Umuman olganda, 4" = AX A" .
n onnli A=4 x4, x.X4d va B=BxB,x.xB Dekar
ko' paylmalari berilgaa bo'lsin.




S ota'ril. Agar A B, 4,CBy....A,CB, munosabatiar
o vinli bolsa, n holda A Defmu .&o paytmasi B Dekurt ko' paytmasining
qismii dely aralad;,

A Dekait ko'paytmasi B Dcekart ko'paytmasining qismi bo‘lishi
AC B kal belgilanadi,

To'plamlarming o1 o'rinli Dekart ko*payimasi ta'rifidan foydalanib va
Il bubning |I- paragratida keltirilgan umumlashgan ko paytirish qoidasi

[14
ey

Bu munosabidan, xususiy holda, ixtiyoriy # natural son va chekli A

asosida :ni'4-| tenghk o'rinli bo'lishini ko“rsatish qiyin emas.

i=]

o'plam uchun IA” =|.'i|" tenglikning o*rninli ckanlige kelib chiqadi (11

babning I- paragratidag: 7- muammoli lopshiriqqa qarang).

6- misol. Ma'lumotlar bazalarini boshgansh tizimlarida (MBBTda)
7 -darajali munosabat ( » -ar mustesabat) deganda 4 = 4 XA, X..X 4,
Dckart ko*paytmasiming biror qismi tushuniladi. Ma'lumotlar bazalarini
boshgarishning  relyatsion’ nazariyasi negizida yotuvchi munosabat
tushunchasidan foydalanish g'oyasini 1970- vilda E. Kodd? taklif qitgan
edi. Umuman oiganda, MBBTdagi munosabat tushunchasi biz vdatda
Jjadval deb yuritadigan ma’'lumotlar to'plamiga mos keladi. [{ar bir jadval
nomga, sarlavhaga va asosiy qismga (lanaga} cga deb hisoblanadi. Bu
verda jadvalming sarlavhasidagi va uning tanasidan o'rin olgan har bir
satridagi ma’lumotlarm kortejlar deb garash mumkin., Jadvaldagi har bir
satmming biror ustun bilan kesishgan joyi (katagi) ma'lumot tashuvchi
sifatida shu satrga mos kortejning komponcentalaridan biridir. MBBTda
kottejlar deganda jadvalning (anasidagi satrlar tushoniladi. Odatdagi
radvaldagidek, MBBTda ham munosabaining (jadvaining) har bir ustuniga
nom beriladi va bu nomiar jadvalning sarlavhasini tashkil etadi. Masalag,
1- jadvaldagi “TALABA" nomli munosabat “Tartib raqami”, “Familiyasi”,
“Istni”, “Jinsi”, “Tug'tlgan yili" wva "C'gishga kirgan yili” kabi
komponemalari bo‘lgan korej bilan anig-lanuychi sarlavhaga ega. Bu
munosabatda MBBT ma’nosida (o'rita kortej bor. Shu kortejlardan biri
< ],Rahimova,Dilafruz,Ayol, 1982,2005 > ko'rinishga ega. m

Bu s0°z inghiz nulagl “reluion™ so-zidon clingan hao'lib, munosabal ma‘nosiai anglatadi.
* Kodd (Edgar Frank "Ted" Codd, 1923-20033 —ingliz informatika tnucaliassisi.
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Dekart Ko'paytmasi berilgan 1o plamiardan  foydalamb  tuziduyvchi
gandavdir to'plamni aniglagani sabable 10 plamlac ustidagi amallar Dekart
ko*paytmalari uchun ham go*llanilishi mumkin, Bu yerda, odatda, Dekurd
ko‘paytmasining tuzilishidagi o'ziga xoslikni hisobga olishga to'g'n
keladi. Birlashma amali o‘reanilganda, “o*rinlari soni teag bo'lgan ikkita
Dekart ko'paytmalarning birlashmasini gandaydir wop’lamiaming De-
kart ko' paytmasi deb qarash mumkinmi?™ depan savol g iladi. Tushunar-
liki, agar bu Dekarl ko*pavimasini tashkil qiluvchi top’lamiarni birlashtiri-
lavolgan Dekart Xo‘pavimalar mos o' cinlaridag to*plamlaming birlashima-
lari sifatida aniglash mumkin bo'lsa, u holda yugoridagi savolga Uobn

javob berilgan bo'ladi. Ammo, umumiy holda 4 = 1_[ 4 va B= I—[B

=1
Dekan ko*paytmalar tarkibidagi A va B, to‘plamlarni birlashtirib hosil
gilingan Dekart ko*paytmasining tarkibiga birlashtirilayoigan 4 va B De-
kart ko'paytmalamimg ikkalasida ham mavjud bo'lmagan elementar kor-
tejlar bam kirib golishi mumkin. Shuning uchun garalayatgan 4 va 8 De-

kart ko"paytmalatining bitlashmasi AUS uchun JTAUJ 8 <[ (4 UB)
ial o=l
munosabal ¢'tinlidiv. Albatta. bu munosabat 1englik sifatida namoyon
bo‘ladigan hollar ham bor. Masalan, ikkita 4 va £ Dekart ko payimalan
uchun 4 ¢ B bo'lsa, uholda AJ 8 =B bo'ladi.
f- jadval
TALABA

| Tartib raqami . Familiyasi  lsmi Jinsi  Twgilgap yali  O'yishga Kergan vili

1 Rahlmum Dilafntx  Ayol 1982 2003
"2 ildomov  Rustam Ehak 1985 i 2006
- .3— | iswﬁ!o'ba-_ -Gu;sa;n i Ayol 1988 ; al 5005
4 Oulova Rebva Ayl 1987 2006

7- mlsol Benlgan ikkita A={a,c | }x{lLA}X{@.A} va
B=4{b,c|}x{2,0,A}x{&} Dekart ko payunalarmi
A={al@><alA><aA@><a A A> <, Q> <c, LA>,
<, AR®><c,AA> <1, @> < LA> <] A Q>
<I,Aé> <@, LB ><QLA><BAR> <A A>,
={<h,2,@><ba®><hbA®><r, 2R
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<R > < AR <1285, <La,® > <1,A® >}

ko'rinishda yozamiz. Ravshanki, AU B o'plamda 231a koriey bo'lib, bu
korteylar {{e, e 0@ Uth e IDX{LAYU {2, a,ADx({®,A U {®)) De-
harl kepaytmasi tarkibida qanashadi. Lekin bu Dekan ko'payimasini
1.6, c1.@) x {er L2, A} {®, A} ko'rinishida yozsak, uning tarkibida 401a
kottgj bo'lishini ko'rish qiyin emas. Demak, AUBC {a,b.¢,1,@} %
K, L2, A X {®,A) u

8- misol. Dckant ko'paytmalarining birlashmasi amaliga o*xshash
amalga misol qilib MBBTda (6- misulga qarang) ma'lumotlami qayta
ishlastming standart tili sifatida gabul gilingan SQL {Structurcd Guery
Language) tilida savlavhalart mos keluvchi ikkita A va 8 munosabatlami
{Jadvallarni) birlashtirishda qo*laniladigan “ 4 UNION 8" aperatori
bajaradigan amalui keltirish muinkin, SQL tilida sarlavhatari mos keluvchi
A va B aumossbalarga 4 UNION B birlashuirish operatorini go'llash
vnatgasida sarlavhasi 4 va 8 munosabatlardagidek bo'lgan yangi mu-
nosabal hosil bo'ladi. Bu munosabauring asosiy gisini berilgan 4 va 8
munosabatlardagr  konejlar  to'plamlacirung  birlashmasidan  iborat.
Masalan, 2- jadvaldugi ¥ nomli va 3- jadvaldagi £ nomli mumnosa-
ballarga Dbirlastirish operaterini ¥ UNION Z ko‘rinishda qo'lfab, 4-
jadvaldagi YUZ nomli munosabatga ega bo'lamiz. w

2- radval
¥ munaosabaii
Ba*lim ragami Familiyasi - -—‘Is;ni_" ‘ n-[;f; hs-q:
) ! Abdullayeva Nuzui;;u [ ldOﬁUtl
2 Hajiyev - Tolib Al20060
3 ‘O-rinboyey | Ecka | 53000
“ [s!emm;' « . l)a\"ronql.ll- ¥ |32i](50 |

» !
n o'rinli ikkita A:HA, va B=HB‘ Dekart ko'paytmalar

o] 1=l

beritgan bo'lsin. Bu 4 va B Dekart ko'paytmalarining A3

A
kesishmasi 4N 8=J[(4NB,) fonnula yordamida aniglanadi.

1=|
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3- jtagﬁ ul
Z munpsabat

Bo lim raqaml Familivasi Ismi 1sh hagi
e [ _1 1 Abdullayeva - N:l?ukat 1000N)
2 Sbodl:,'ex Usmor 125000
e B % Onn!:u}u =3 Erkin 43000
45 - Mn miRnY Muhiddin 127000

9- misol, lkktta {134}><{2 3}x{7 3 S va {1,2,3,4} X{ b X

X{2,3,4} Dekart ko'paytmalari berilgan bo'lsin. U holda Dekart ko payt-
malaming kesishmasini aniglash formulagiga asosan

(L3 x{2.3)x {23 3DN1.2,3. 4 x 1,34} x{2.3.4}) =
=({1,3,4} N {1,2,3,41)x({2,31 N {1,3.4} )% ({2.3,5} % {2,3.4}} =

={13,4}x {3} x{2,3}.
4- jadva!
. ‘ ¥U'Z munosabali
Ba'fim ragam; i Famt!tyasu_ @) Isml vl Ish hagi
[T Abdul]ayevn i -\azolc:xt , LOB00D
Bz T Mohe Tol b 0 120000
3 O:rinboyév PAGn . EEIOEI i
FE vl.sk'a_u'lo-vA —f Da\'mnqul 132000
Ve =2  Swdiyw  Usmon 125000
4_“ 0‘nnboycv ] Erkm = ege 93600 -
; n ’vIo tinoy T | Muhlddm 127000

— —————— g

Hosil bo* !gan Dekart ko'paytmasi quyidag altita elementar kortej-
lardan tashkil topishi tavshandic: <132>, 133>, <332> <333>,
<432>.<433>. Albana, topilgan bu natijani hat bir Dekart ko‘payl-
masidagi elementar kortejlami yozib (birinchi Dekart ko'paytmasida 1812,
ikkinchisida esa 36ta elementar korte) mavjud), keyin bu kostejlardan
ikkala Dekart ko‘paytmasida ham bor bo‘lganlarini ofish usuli bilan ham
hosil gilish mumkin. Lekin bu usul ancha ko'p ish bajarishni talab giladi.m

10- misol. Dekart ko‘paytmalar kesishmasini aniglash formulasidan
foydalanish bu kesishmaning bo‘sh to‘plam bo‘lib goladigan hollar uchun
yanada ahamiyatlidir. Masalan,

46



(fa.c.d}xib,eyxdb.c.ef Y\ lab.dyxla, dyxib.c,d}) =
=la.d}xDx{bc}=D.m

Muammoli masala va tepxhisigiar

I. <la.bl c.d>=<{ha}, c,d> tenglik orinli bolishini izohlang.

2, <a,<hoe>d> va <a<c.bh>d> kortejlami solishtiring.

3. Universitetning xazinasidan oylik maoshini olish uchun navbatda
nuegan olti kishidan uch nafuri assistent (e ). ikki nafori doisent (4) va biri
professor { p) bo‘lsa, bu kishilar navbatda turishining mumkin bo'lgan
barcha imkomyatlaringe aniglang va bu imkonivatlarga mos kortejlarni
yozing.

4. Morze alifbosida qo'llaniladigan nuqgta va tire belgilaridan
foydalanib 1. 2, 3 va 4 o*rinli barcha kortejlarni mzing.

5. UDekant kg payimalarining birlashinasi va kesishmasi amallarining
gollanmlishiga doir amaliy misobiar keftining.

Mustagif ishiash wuchun savollar

Kortey tushunchasining mohiyat nimadan iboral?
To'plam va kortej tushunchalari bir-biridan nima bilan farg giladi?
Kortejning uzunligi deganda nimani wshunasi2?
Qanday Kkortejlar teng deb ataladi?
Kortejning koordinatalari nima?
Kaortejning koordinatasi kortej bo‘lishi mumkinmi?
. Dekant ko*paylmas; deganda nimani tushunasiz?
. Dckart ko®payunasining gisini ruma?
. To'plamning darajasi tushunchasi ganday aniglanadi?
10. Dekart ko'paytmalarining birfashimasi tushunchasi uchun ganday
muinosabatni yozish mumkin?
11. Dekart ko'paytialarining kesishmast ganday formula yordamida

aniglanadi?

> - > .

+

B - S

1.5.Fazzi to*plamiar

To plam. Element. Universal to ‘plam. Fuzzi to plam, A =olik funksiyasi.
O‘tish nugtasi. Fozzi ta 'plamning balandligi. Bo'sh, qisin. normal, subnarma,
unimodel, bir-biriii to ‘idivuvehi fuzzi to ‘plamiar. To'ldirish, biriashma, kesishma
vu avirma amaliari.

1.5.1. Asosiy tushuncha va ta'riflar. To'plamlar nazariyasini o'rga-
nishda davom etib quyidagi misolni qarab chigamiz.
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1- misol. [0.8)] segmentda joylashgan haqigiy sonlatdan iashkil
topgan to'plam Lf umiversal 10'plam sifatida gabul qitinse. 4 =2, 3]
to'plam uchun A4 € U bo'lishi ravshandir. 1- shaklda Qx)y Dekari koor-
dinatalari sistemasi tasvirlangan bo'lib, Or sonlar o gining [0, 8]
segmentida joylashgan [0, 2) ~a (5,8] w'plamlarning hac bir X
nuqtasiga Oy sonlar o'gining 0 hamda [2, 5] to'plamning bai bir X
nuqlasiga 1 giymat mios go'yilgan. va'ni

I, xELU, xE 4 bo'lganda,

1=
0. x €U, x& A ba'lganda.

:1 Agar vni xning U
i to‘plamda apnqla_ngan

7l : . N os V=1iX) tunksivast deb
g L 2 s ¥ '

hisoblasak, u holda y(ﬂ
1- shakl funksiya xe U element-
ning A 1o'plamga tegishli bo‘lish-bo'Imasligi xossasimi (xususiyatini,
xarakterini, xarakieristikasin) ifodalaydi.

Endi O‘zbekiston Respublikasining o'rta yoshli tugarolari to*plamini
qaraymiz. Apar, sharth ravishda. yoshi 25dan 43gacha bo'lgan fugarolarni
o'r2 yoshii deb hisoblasak. b yerda bam Dekart koordinatalari sis-
temasidan foydalanib, O‘zbekiston Respublikasi tugaralarining tug’ilgan
kunfariga qarab, bugungi kun uehun ulamning yoshlarini aniglash va |-
shaklda tasvirlangan grafikka o xshash grafik hosil gitish mumkin. Lekin
bu o‘rinda qizig savol paydo bo'ladi: “bugun 25 yoshga 1o°lgan fugaro
kecha yosh edi, endi o‘rta yoshli, yoki bugun 43 yoshini nishonlagan o'rta
yoshli fuqare ertaga gari bolib goladimi?” Bu savolga matematik nugtai
nazaridan gat’ty javob beriladigan bo'lsa (masalan, stalistik ma’lumotlar
uchun), “albatta, ha”, ammo unga hayoliy nuqtai nazardan yondoshilsa,
“albatta, yo'q” javabi berilishi tabtiydir. m

Bn misoldan ke'rinib turibdiki, ba’zan, to'plam elementlanning shu
to'plamga tegishlifigini aniqiaganda vazivatni qandaydir ma'noda “‘yum-
shatuvchi™ uvsuldan (oydalanish magsadga muvofigdir. Ya'ni to'plam
clementlarining shu to‘plamga tegishliligini emas, tegishlilik darajasini
aniglash ko'p vaziyatlarda 10°g°ti qurorlar qabul qilish uchun ma’qu!
hisoblanadi. Boshqacha aytganda, “Qandaydir narsa, predmet va shunga
o'xshashlar biror to'plamga tegishlimi?” degan savolga ma’nosi nugtai
nazaridan bir-binga z:d bo‘lgan ikdala “fegishll” yoki “tegishli emas™
javoblaridan bin o'rniga bu narsaning o‘sha to‘plamga tegishliligh
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darajasini ifodalovchi qiymat o'zida ko'prog
ma’lumotni saqlashi ravshandir.

1965- yilda Lutli Ali-Asgar Zoda' “Infor-
mation amel Conlrol” jumalida “Fuzzy sets™
noml magolasinie ¢'los gilgandan so‘ng yugo-
ridagiga o'xshash ko'plab savollarga javob
topildi. Bundan tashgari, bu ilrmy ish nafaqat
to*plamiar nazariyasida, shuningdek, matema-
tikaming bushga sohalarida ham, hozirgi davrda
“informatika” deb yuritiluvchi fan sohasida ham
burilish yasalishiga sabab bo'ldi. Lutfi Zodaning
yuqorida zikr etilgan magqalasi va uning o'sha
mavzuga bag‘ishlangan keyingi ilmiy ishlari
dunyoning turli mamlakatlari tiflariga tarjima gilindi va o‘rganilds,
Dastlabki yiltarda bu ilmiy ishlar “haqgiqatga zid", “hech ganday ilmiy
asosga cea emas’ deganlar ham bo'ldi. Hozirgi daveda asosida Luth Zoda
g'oyalart yotuvehi turdi yo'nalishlar bo'yicha muvaffagiyalli ilmiy va
amaliy ishlar olib borilmogda.

1- ta’rif. (u,(x),x) ko'rmishdagi juftliklar to'‘plami berifgan X
universal to'plomda aniglangan A fuzzi to'plam deb ataladi, bunda
ve X va (, (x) - giymatlari sohasi [0, 1) bo'lgan, a’zolik funksivasi
ded ataluvehi funksiya.

Bu ta'rifda “fazzi to'plam’ iborasi ingliz tilidagt “fuzzy set™ iborasi
tarkibiga kiruvchi “fzzy™ so'zini o‘zbek tiliga tarjima qilmasdan berildi.
Buning sababi shuki, ingliz tilidagi “fuzzy™” so‘zi juda ko'p, jumladan,
yumshog, mayin, momiqday, tivith, parl, ochig-oydin emas, anig emas,
noaniq, soi emas, tinig emas, yorgin emas, oydun emas, g ayri oddiy, xira,
mujmal, oshkor emas, g'ira-shira, cho‘ziluvchan, qarovsiz qoldirilgan,
1ashiab qo'yilgan, xarob, tashlandiq, o‘tkazib yuborilgan kabi ma’nolarda
ishlatiladi. Albalta, sanab o'tilganlarning har birint ingliz tilidagi “fuzzy™
so'zining o'rmiga qo‘yib atama yasash mumkin. Lekin, bizning
fikmmizeha, bunday atamalaming hech qaysisi “fuzzy set” atamasining asl
ma’nosini bermaydi. Ozarbayjon tiliga ingliz Glidagi “fuzzy” so*zi “geyri-
s_1lis” shaklda tarjima qilingan. Fors tilida “fuzzy set” atamasi bilan
bog'lig ishlarda “s M g™ (“majmuai fazzi”) shakii ko‘p go'llaniladi.

Lutft Zoda

" Bu AQ$h matematig va informaligining ismi-sharifi inglizcha Lot Asker Zadeh (gisgacha
Lotfi Zadeh), Morscha waljfes 2 b shaklda yozilads. U 1921 vilde Bokuda tug'ilgan, Otasi
Eronlik ozarbayjor, onasi mis. Oilasi bilan 1932- yilda Eronga, 1944 yilda ¢sa AQShga
ko*chib borgar.
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Rus tilida yozilgan ishlarga murojaat giladigan bolsak, “fuzzy set” iburasi
dastlsb “pacnapieuatoc muomecTeo” shaklida ishiatilgan bo‘lsa. keyin-
chalik “neveTroe MHowecrno™ iborasidan fovdalanish odat tusiga kwdi.

1- ta'rifga ko'ra berilgan X umiverss) to'plamds aniglangan fazzi
o'plam uchun "X torplamning ¥ clements shu fazzi w0plamga te-
gishlimi?" degan savolga bir giymath “ha™ yoki “ya*q” juvobi berilmaydi.
Fazzi to'plam 1a'rifida keltrilgan a'zolik funksivasi v elemenming shu
fazzi io'plampa a"zolik (legishlilik, ta’alluglilik) xususivatini (xarak-
tenstikesini) gandaydir ma‘noda yumshatuvchi vosita hisablanadi. Bu
yerda a’zolik funksiyasi iborast «o'miga xarakteristik furksiyasi,
tegishllik funksiyasi yoki taalluglilikx funksiyasi iborasidan ham
ioydelanish mumkin. A'zolik u {(x) funksiyasining universal to"plamdage
muayyan ¥ element uchun anigfangan qiymati x ning A fazzi toplamga
a’zolik (tegishlilik, taalluglilik) darajasini ifodalaydi.

Agar universal to'plamning gandaydic x  clementi uchun g, (x}
fenksiya O qiymal gabul gilsa, shu x beriigan A4 fazzi 1o plamga sozsiz
(shubhasiz. mutiago) a'zo emas (tegishli emas, 1aaflugli emas), ¢ giymat
qabul qilganda esa, u A4 to'plamning so*zsiz a’zosi deb hisoblanadi.

1 a'rfdan ko'rinib turibdiki, biz ilgari o‘rganib kcigan “‘oddiy”
10°plamlar sinfi fazzi 1o'plamlar sinfining bir gismidir. Hagiyatdan ham.
agar B qandaydir X universal w'plamda berilgan oddiy to‘plam
(8¢ X )bo'lsa. uholdz

l. agar x€ X va x € 8 ba'lsa,

#y () {o. agar € X va x @ B bo'lsa,
funksiya B to'plamning a’zolik funksiyasi bo'{adi.

2~ ta’rif. Agar beriigan X universol to'plamda Y, (X) «'zolik
funsivast bilan omiglangan A juzzi to'plam harcha x€ X elementiar
uchun L (x)=0 shartii qanootlantirsa, i holda A bo'sh fazzi 1o ‘plam
deb ataladi.

Bo“sh fazzi to*plamni belgilashda odatdagi & belgi qo'llaniladi.

Fazn two'plamning berilishi ko'p jihatdan a’zolik funksiyasining
aniglanishiga bog'lig bo‘lgani uchnn bu orinda subyektiv fikr o'z ta’sirini
a'tkazishi 1abilydir. Odatda, fazzi ta*plamlarni anigiashda soddarog a’zolik
funksiyalari bilan ish ko*rishga harakat qilinadi.

Fazzi wo'plamlami ifodalashda wrli usullar uchraydi, jumladan, Buth
Zodaning fazri {o'plamlarga oid ilmiy ishlanda quyidagi atamalar va
belgulashlar go*llanilgan.
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Agar (X —[0,1] a’zelik funksiyasi A" universal to'plamning har
bir x elementiga [0.1] oraligdan olingan gandaydir ¢ (x) giymat mos
qa'yilgan bo'lsa, u holda X to‘plamda A fazzi gqism toplam berilgan
deb hisoblanadi. A" to'plamning 4 ,(x) > 0 bo'lgan barcha ¥ clementlari
o plami A4 Fazzi gism toplamning tashuvchisi deb ataladi. Tashuvchisi
fagat bitta nugladan ibarat fazzi to'plam bir nuqtali fazzi to'plam deb
atatadi. Agar A — tashuvchisi x nuqgta bo'lgan bir nuqgtali fazzi to'plam
batlsa, u holda bu 10°plam 4 = 1t/ x ko'rinishda belgilanadi, bu yerda i
- xning A ga 1'zolik dacajasi. U holda hitta x elementdan tashkil topgan
oddiy {o'plamm t/ x deb yozish mumkina.

X to'plamning 2 ,{x)=0,5 sharmi ganoatlantiruvchi x elementi
Aning o*tish nugtasi deb atalad),

Berilgan X universal to'plamda H,(¥) a’zolik funsiyasi bilan anig-
langan 4 tazzi to'plamni uning bir nuqlali fazzi to*plamlari birlashmasi
sifatida Azj,u.,{_,r);'ﬂr shakida tfodalash mumKkin, bu yerda integral

&

belgisi p,(x)/x ko'rinishdagi bir nuqtali fazzi toplamlari birlashmasi
amalini (birgalikda dcb hisoblashni) anglatadi. Agar 4 ning tashuvchisi

chekl sondagi elementlardan iborat bo‘lsa, u holda yuqoridagt integral
belgist o*miga viq'indi belgisini go'yish mumkin:

A=p/x+pIx, +o4+ 4, /X, yoki A= 2;.(, A
=]
bu yerda ham yig'indi belgisi qo‘shish amalini emas, bir nuqgtali fazzi
to'plamiar birlashmasi amaiini anglatadi, (4, (i=12,..2}) - X
clemenlning A to‘plamga a'zolik darajasi. Berilgan A fazzi to‘plamni

. .. .
a| | 'x? [ 'Iu

a“l:!-‘:|"'|ﬂn
ko‘rinishda  ham  beigilash  mumkin.  Oxirgi  belgilash chtimollar
nazariyasidagi tasodifiy miqdomi belgilashni eslatsada, fazzi to‘plam
mishunchasini tasadifiy migder tushunchasi bilan tenglashtirib bo‘lmaydi.
2- misol. Universal to'plam sifatida {x,,X,,%,,x,X;} to‘plam
berilgan va unda A fazzi W'plamning 4, (x) a'zolik funksiyasi
() =04, p,0n)=1, Hdn)=0, #,(x)=09, 1,(x)=05
tengliklat vositasida aniglangan bo‘lsin. Berilgan A4 fazzi to‘plamni
quyidagi shakllarda ifodalash mumkin:

A=
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A={04/%:1/x,:0/x,: 09/ x,: 05/ x,,
A={04/y+1/x,+0/x; +09/x, +0,5/x, ! . =
3- ta'ril. supy (x) RKoralik berifgan X wuniversal to'plamde

¥
H (X} a=ohk funksivasi bilan amglangan A fuzzi to‘phnnning
balandligi deb arafad).
4- ta'r if. Balandligi 1gu teng fazzi to ‘plont normal, bulandligr 1dan
kichik fazzt to plam esa subnormal fazzi 1o plam deb atalads.
3- ea'rif. Agar berilgan X universal 1o'plamda p (%) « z0lik
Junksivasi bilan aniglangan A fuzzi to'plam uchun fagar bia ye X

elememida (1,(xX)=1 bo'lsa, « holda A umimeda! fazzi ro'plam deb
ataladi.

Benilgan X universal to'plamda p,{x) a'zolik funsiyasi bilan
aniglangan bo'sh bo'lmagan ixtiyoriy A4 subnormal fazri to'plamni

_#2% formuladan foydalanib normal fazzi to'plam gilib
SEp 4,100
»EN

ifodalash imkonivati bor.

X universal to‘plamda mos ravishda p,(x) va g (x) a'zolik
funsiyalari bilan aniglangan A va 8 fazzi to'plamiar berilgan bo*isin.

6- ta'rif. Agar barcha x€ X elementlar uchun p (x) =, (x)
tenglik bajarilsa, u holda A va B fazi to'plamlar o'zaro teng deb
ataiody,

Fazzi tw'plamlarning o'zaro tenglipi iborasi  o'rmiga, ba’zan,
ekvivalentligi iborasi ham qo‘llaniledi. A va B [azzi to'plamlaming
o'zaro tengligi, odatdagidek, 4= B, ekvivalentligi esa A4~ B shaklda
belgilanadi.

7- ta’rif. dgar barcha x€ X elementiar uchun N (x) < pg(x)
rengsizlit bajarilsa A fazzi to'plam B fazzi io ‘plamning gism to‘plami
deb ataladi.

Agar 4 fazz w'plam B fazzi to'plamning qism to‘plami bo'lsa, u
holda AC B dcb yoziladi va A (fazzi to‘plam) B da (fezzi 1o‘plamda)
yotadi yoki B Ani o'z ichiga oladi (qamraydi) deb o'qgiladi. Masalan,

“(x)=
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“'jlnga_i katla sonlar™ fazzi to'plami “katta sonlar™ (azzt to*plamini o'z ichiga
oladi.

8-ta’rif. Agwr barcha x& X clementdar uchun @t (x)=1= . (x)
tenglik hajarilsa, w holda A va B fazzi 1o plambar bir-birvini to'tdiradi
debh araladi, ey

Bir-birini to'ldiruvchi 4 va 8 fazzi to‘plamlar uchun B= 4 yoki
A=A belglashlardan {oydalanish mumkin.

3- misnd. {1,2,3,4,5.6,7 8910} niversal to'plam bo‘lsin. Bu
to'plamda A4 ="Bir nechia" fazzi to‘plami quyidagicha aniglanishi va
ilodalanishi mumkin:

A=05/3+08/44+1/5341/6+08/7+05/8. m

4-misol. {0,1.2.3,...,n..} vniversal to*plam berilgan bo'lsin. Bu
10'plamda aniqlangan " (2" fazzi 1o plami uchun a'zolik fanksiyasini,

i . . .
masaln, & -(7)= ———— ko'rinishda ifodatash mumkin, u
- 10,0y

5- misel. 1- misoldagi vaziyaiga qaylib, universal to'plam sifatida
[0, 70]) segmentni qaraymiz. Q‘zbekiston Respublikasining o'rta yoshli
fugarolari to'plamini o‘rganish uchun “Q‘rta yosh” fazzi (o*plamini
aniglash mumkin. Bu yerda a’zolik funksiyast sifatida, masalan, graligi 2-
shaklda tasvirlangan quyidagi funksiyani keltirsa bo*ladi:
0, agur 0 < x < 20 yoki 30 < v 5 70 bo'lsa.
0,005 (x - 207", anar 20 < x = 30 bo'isa,
/)~ ({x — 35}!5): boapgar 30 < © < 40 bo'lsa,
0,005+ (x = 30)7, agar 40 < x < 50 bo'lsa.

"O'rta yosh™ fazzi to'plamining (ashuvchisi (20, 50) to‘plamdir.
Uning  ikkita x, =30 va x,=40 o'tish nuqalari  bhor
bo‘lgani uchun “O'rta yosh”

t“"O'uo yeh® (1'] =

sup .“'I)’n: vauh '(."") - ;I'ﬂ i yveh '(35 } = l
se[0,70]

fazzi to*plamining balandligt 1ga teng, ya'ni u normal (azzi to*plamdir. Bu
to'plam unimodal fazzi to'plamdir, chunki uning a’zolik funksiyasi {aqat
bitta x =35 nuglada | giymat qabul giladi. »

Fazzi lo‘plamning mohiyatini yaxshiroq anglash magsadida, uni,
odatda, shartli ravishda, 3- shakldagiga oxshash tasvirlashadi. Bu shaklda
to'a‘ri to'riburchak universal to‘plamga, egri chiziq A fazzi to‘plam
uchun #'zalik funksivasipa mos keladi, fazzi to'plamning o°zi esa bo‘yab
tasvirlangan.
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1.5.2, Fazzi to‘plamlar ustida amallar. Fazzi 1o'plamlar usuda wrli
amailar bajarish mumkin. Bu amallar  odmdagi  so'zlashuv  ilida
uchraydigan ayom iboralar bilan bog'liqdir. Bunday iboralir jumlasiga
“emas™, “va”, “yoki", “ancha”, “sal”, “sal-pal”, “o"ta”. “juda”, “uncha-
muncha”, “sezilarli {darajada)”, “ko‘plab™, “ko'proq”. “ozgina”, “g'ira-
shira”, “yaxshi®, “yaxshiroy’. “yomon”. “yomonrog”, “o'xshash’,
“qaniyb” va boshqalar kiradi. Bu iboralaming ba’zilari vaziyatni yciarli
darajada aniq ifodalaydi, masalan, “emas” so'zi o'zidan oldin kelgan
so'zni inkor qiladi. Lekin, bu iboralaming ko'pchlilgi u bilan bog'lig
so‘zni (sifami, xossani) qay darajada kuchayuirishi yoki susaytirishini
anglash uchun vazivatni e'tiborga olish kerak bo‘ladi.

Quyida fazzi to’plamlar ustida bajarish mumkin bo‘lgan bu'zi wmallar
keltiriladi. Albatta bu amallar ma'noga ega bo'lishi uchun muayyan
shartlar bajarilishi kerak, masalan, qaralayotgan fazzi to'plamlar bitta
universal to‘plamda anig-

Uy 080" wsmu 372ed b Zipsiziqrat a.

- langan bo'lishi kerak. Bundan
' f\ buyon fazzi to'plamlar bilan
53 a ish ko‘rpanda. zarur Dol
/ \ masa, universal to‘plamning

06 \ berilishiga 10' xtalmaymiz.
e A va B fazzi 1o plamlar,
! mos ravishda, M (x) va
021 / \ te(x) a'zolik funksiyalan
i bilan benlgan bolsin. o
a T S Y S O ta’rif. Agar B=A

Yoab bolsa, u holda B fuzzi
toplam A fazii ro plamdan
to"idirisk amalini qo ‘tlash natijasida hosit gilindi deb aytifadi.

To'ldinsh amaliga “emas” bog'lovchisini mos go'yish mumkin. Y-
12’rifga ko'ra, agar berlgan 4 fazzi to‘plamdan to‘ldirish amalini go'ilash
natiiasida A fazzi to'plam hosil gilingan bo'lsa, u holda u-(x) =14 (x)
bo‘ladi. 3- shaklda keltirilgan 4 fazzi to'plamdan to‘ldirish amalint

v ahakd

go'llash natijasida hosil gilingan A fazzi B
10'plam 4- shaklda tasvirlangan. “‘w.._

10- ta " rif. 4 zolik funksiyasi bo Tgan AN
AUB fazsi to'plam berilgan A va B \
Joczi to'plamiarning  birlashmasi  debd ¥ |

atatadi: W45 =max( ()., (x}). 3- shakt
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Odatda “berilgan 4 va B lazzi to'plamlarga birlashma amalini
ga‘llab, AU B tazzi to'plam hosil qilindi™ deb yuritiladi. Birlashma
amaliga “yoki™ bogiovehisini mos go*yish mumkin. 3- va 4- shakljarda
keltirilpan A va A fazzi wo'plamlaming AU A birlashmasi 5- shaklda
tasvirlangan.

11- ta'rif. A'zolik punksivasi f o, = mindi (x), 14, (X)) bo tgan
ANB fazzi 1o 'plam berifgan A va B fozzi to'plamiaraing kesishmasi
deb atalachi.

11~ ta'rifdan ko‘rinib luribdiki, berilgan
A va B (lazzi o'plamlaming kesishimasim
belgilashda  ham  vangilik vo'q. bn yerda '

N\,

\
-\

odatdagi 4B ifada qo'llaniladi. A8
yozuv “A va 8 fazzi wo'plamlarga Kesishmn
amalini qo'llab A1 8 fuzzi to'plam hosil 4- shaki

qilindi™ deb o'giladi. Kesishma amaliga “va" bog lovchisini mos qo’yish
mumkin, 6~ shalilda tasvirlangan {azz m'p_la:n 3- va 4- shakllarda
kelurilgan A4 va A fazzi to*plamlarning A{1 A kesishmasidir.

6- misol. 4. misolds kelusitangan 02" fazzi 1o'plamga to'ldirish
amalini qo‘llab {0,1,2,3,. #,...} universal to'plamda aniglangan Oz
emas” fazzi to‘plamni hosil gilish mumkin. U hoida Oz emas™ fazzi
to'plamining a'zolik funksiyasi quyidagicha bo'ladi:

i {0, 1n)°

4 a =1—Hen,- =I_ 5 i
ez e (7) = 1= e (1) 14000y 1+ (000)° 3

12-ta rvif. A zolik funksiyvasi

J ) — pgfx), agar i (X} 2= pp(x) > 0 bo'lsa,
A g (.1‘ ) 53
0, aks holda,

bo'lgan ANB fazzi to'plam berilgan A va B faz=i to'plamiarning
avirmasi deb ataladi.

Fuzzi to‘plamlar ustida yugorida bayon gilingan amallardan tashqari
kuchli birlashma, algebraik vig'indi, kuchli kesishma, algebraik
ko'paytma, Dcekart ko'-paytma, kansentrlash (jipslash), che'zish,
songa ko'paytirish va boshqa turli amallar ham kiritilgan.

1.5.3. Fazzi to'plamlarning asesiy xossalari. Berilgan X universal
to‘plamda aniglangan ixtiyoriy A, B va € fazzi to'plamlar uchun
quyidagi xossaiar o'rinlidir:
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1. Kommuiativlik: 4UB=8BUA. ANB=8BNA.
2. Assotsiativlik:

(AUB)UC:AU(BUC). (4NBNC=ANBNO).

3. ldempotentiik: AUA=4, A[14=4

4. Distributivlik: A(WBUO) =(ANBYJ{ANC).
AUBNC)=(4UBNAUC). N L
5. Nalning xossalari: AUD = 4.

i oAUA X
PUA=4, ANT =0 ONA=2 S
6. Biming xossalari: AX = A, Fame\ =
XNAd=A, AUX=X, XUA=X. 5 shkf

7. De Morgan qenunlari: ANB=AUEB. AUB=ANB.

8. Involyutivlik qonuni: 4 = 4.

Tabiiyki, bu xossalarning bar birini qat'iy isbotlash mumkin. Distri-
butiviik xossasini ifodalovehi tenglikiardan fagat birinchisining, ya'ni
ANBUC)=(ANBRI(ANC) tenglikning isbotini keltiramiz. Qol-
gan barcha tengliklarming isbotini o'quvchiga

topshiriq sifatida havola gilamiz. G da N,
Fazzi to‘plamlamning tengligi, birlashmasi va Vi Aﬂ.»i- /
kesishmasi ta’riflariga ko'ra ixtiyoriy xe X .}."- \
uchun :
min {1 (), max (1, (x). e (5)} ) = B

=max{min{g, (x), 4 (x)}, min {4, (x), 4 (x)3 }
tenglik o*rinki bo*lishini ko'rsatish zarur.

Faraz qgilaylik, a= g ,(x), b= z(x}, c=p.(x) bo'lsin. a. & va
¢ sonlar uchun quyidagi 15 holdan biri ro'y berishi muqarrardtr:

ha»b>c: Da>b=c; Na=b>c;
4 a=bc; SYa»c>b; OHla>c=h;
Na=c>o; Nb>a>c; Nbd>a=c;
100 b>c>a; MWYd>c=a; 12)bh=c>a;
13)ec>a>b; 1) c>a=h, 15)c>b>a.

Har bir hol uchun yugoridagi tenglik o*rinlidir:
1) min{a,max{b,c}} =min{a,b} =5,
max {minfe,b},min{a,c} } = max{b,c} =b;
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2) min{a,max {b.c}} =min{a,b}=b=¢,

maximin,hp,minfe,ct}=maxhcl=b=c;

3) min{a,max{h.c}} =mun{a.h}i=b=a,

max{minia, b} .minda,c} } =max{p,cl=b=a;

4) min{g,max{d,c} }=minje.bl=a=b=c,

mux{min{a, b} minia.c}} =maxf{a,al=a=b=¢c;

5) minf{a.maxib,ct=minja.bl=a,

max{min{a. b}, min{a,c}t = max{a,c} = a;

6) minfa.maxib,c}} = min{a,b}=a,

max{min{a.b} min{a,c} )= max{a,a} = a;

7) min{a,maxib,ci} = minfa,cl=c,

max {mini{a, b}, min{a. ¢}t = maxib,c}=c;

8} min{e,maxib c}}=minia,h}=b=c,

max{min{a, b} . min{a,c}}=max{h,c}=b=c;

9) minje.maxih,ci}=minfa.cl=a=ec,

max {minfa, b}, minda. e} =max{bal=a=¢;

10) min{@z,max{b,c}}=min{a,b}=a,

max{min{a, b}, min{a,c}} = max{a,a}=a;

1) minfa, maxtd,ct}=minla,b}=a=c,

max {min{a, b}, min{a,c} = max{e.ay=a=c;

12) minja.max{b,c}} =minia, b} =a,

max{min{a,b}.mn{a ¢} }=maxia,a} =a;

13) min{a,max e} =minfa,c}=a,

max{min{e. »}, min{a.c}} =maxib,a}=a;

14) minfa,max{b,c}}=min{a,cl=a=5,

max {min{a, b}, min{a,c}} =max{a«}=a=b;

15) min{e, max{b,c}} =min{a,c}=a,

max {min{a, b}, min{e,c}} =maxia,al=a. =

Ta'kidlaymizki, oddiy to‘plamlardan farqli olaroq fazzi to‘plamlar
uchun, umumiy halda, AUA# X, ANA-D (5 va 6- shakllarga
qarang).
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Muuammoli muasata va topshiriglar

1. Universal to'plam {,.X,, %5, x,,X;, 8 | shaklda berilgan va unda
A fazzi 10*plamning (X} 2'zolik funksiyasi @, {v,)=03, pu (x-)=0,
H(x)=05, p{x)=09, g tx)=1. & (x,) =08 1enpliklac vosi-
tasida aniglangan bo'lsin. Yugorida bayon qilingan belgilashlardan foy-
dalanib, berilgan A fazzi lo'plamni itodalang. A fazzi (0’plam misolida
fazzi 10'plam fashuvchisi. o‘ush nuqtasi. balandligi va unimodal faza
o' plamm kabi tushunchatami o'rganing. A fuzz) 10 plamning normal yoki
subnormal bo'lishini tekshiring. 4 to'ldirvehi fazs taplamni amiglang

2, Universal to"plam {x,.x,.x;, ¥, } shaklda bertlgan va unda

A=04/x, +02/x, +0/x, +1/x,,

B=07/x,+09/x,+0.1/x +1/x,,

C=01/x+1/x,+0,2/x, + 0.9/ x,
fazzi toplamlar aniglangan bo'lsin.

a) Bu {azzi o”plamlarning barcha jufilani uchun orasiga < " helgisini
qo“vish mumkin bo"aanlanni aniglang

b} Bu fazzi 10'plamlarning har biri uchwn w'ldiruvchi fazzi toplamei
aniglang.

d) Bu fazzi io'plamlaming barcha juftlan uchun birlashmi, kesishma
va ayinma amallanini go*llash natijasida hosil bo'lgan fazzi toplambarm
loping.

3. X =(50,100] universal to'plamda aniglangan A ="Qari" [azzi
to‘plamning a'zo0lik funksiyasi ., {x)={(1+({x-50)/5))" ko'ri-
nishga ega bo'lsin.

a) A fazzi 10'plamning batandligini topib, uning normal fuxsi 10’ plam
emasligini ko rsating,

b) A fazzi to'plam uchun o‘tish nugtasini wping,

d) A ning unimodal fa»73 to'plam bo' lish-bo* Imasligini tekshiring.

4. "lga yaqin migdor" va "lga juda yaqin migdar" fazzi fo'plam-
larini aniglang va ulardan foydatanih nazariy ma’lumottarnd talgin giling.

5. Fazzi to'plamlarning asosiy xassalarini ishaifang,

Mustagil istitash achur sovollar
1. Qaysi maqola fazzj to*plamlar bilan bog liq ilmiy ishlarning paydo
bo’lishiga asos bo‘ldi?
2. Fazzito'plam nima?
3. A’zolik funksiyasi deganda nimani tushunasiz?
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4. Farzi gism loptamning tashuvchisi nima?

S, Fuzzi toplamning o'tish nuqtasi qanday anigjlanadi?

6. Fuzzi wplamlarni ifodalashning ganday usullarini bilasiz?

7. Fazzi toplamning balandligi deganda nimani tushunasiz?

8. Bo’sh fazzi woplam ganday aniglanadi?

9. Nommal va subpormal fazzi (oplumlar  bit-biridan  qanday
targlanadi?

18, Unimodal fazzi toplam be'sh fazzi toplam bo’lishi mumkinmi?

11. Qauday shanlar bajarilsa, berilgan fazzi toplamiar o‘zaro teng deb
hisoblanadi”

12, Qism fazz toplun tushunchasi ganday aniglanadi?

13. Bir-birimi o' ldimvehi fazzi toplamlar uchun a'zolik funksiyalari
o zaro gunday munosabatda bo'ladi?

14. Berilgan fazzi to'plamlar birlashmasi bilan ulaming kesishmasi
bir-biridan ganday [arqlanadi?

15. Fazzi wplamlarminyg gantday xossalarini bikasiz?

16. Oddiy to'plamlar uchun o'rinli, lekin fazzi to*plamlar uchun o'rinli
bo‘Imagan tenglik 10pa olasizmi?

1.6, Munosabatlar

Munosabat. Tariiblangon juftfik, Unar, binar v n-ar munosabatiar. Aniglanish va
ghvimaticr sohalari. Refleksiv, simmetrik va tranzitiv munosabatiar. Ekvivatentlik
sinfi. Fuwksiva, Funksivolar reaglii. Biv givinatli va 1eskari finiksiyalar.
Superpoziisiva. Funksivalorning funksivosi. Antisimmetrik va irvefleksiv
munosabotiar. Tartiblash, qisman tartiblasit va chizight tartiblash munosabatlari.
Qisman tartiblangan ro ‘plom.

1.6.1. Binar munosabat. Diskret matematikada fundamenta] tushun-
chalardan biri bo‘lgan mumrosabat tushunchasi predmetlar (narsalar) va
wshunchalar ¢rasidagi alogani ifodalaydi. Quyidagi to‘ligsiz gaplar
munosabatlarga misol bo*)a oladi:

... kichik ... dan, ... teng ... g4, ... bo'linadi ... ga va hokazo.

Odatda, munosabat tushunchasi to‘plamlar nazariyasi nuqtai nazaridan
turib o'rganiladi. Munosabat tushunchasiga aniglik kiritish uchun
artiblangan juftlik wushunchasini o‘rganamiz.

1- ta’rif. Ma'tum tartibda joviashgan ikki predmetdan tuzilgan
kortef tartiblangan jufiltk deb ataladi,

Odatda taniblangan juitlik quyidagi xususiyatlarga ega deb faraz
gilinadi:

1) ixtiyoriy x va y predmetlar uchun < x,y > kabi belgilanadigan
muayyan obyekt mavjud bo'lib, har bir x va y predmetlarga yagona
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tartiblangan < x, ¥ > juftlik mos keladi (< X, V> yozuv "X va ' ning
tariiblangan juftligi” deb o-qiladi):

2) agar ikkita < x, ) > va < #.v > {artiblangan juftbk nchun x = va
»=v bo'lsa, uholda < x, ¥y >=< &, v > bo'ladi.

<A,V Iamblangan Jufilik < x,p>= L{1’} {4 pi) kotrinishdagi
10'plamdir, ya'ni 1 shunday ikki Llc:m.nth ' plamkr, unming bir elementi
{x,y} 1anibsiz juftlikdan iborat, boshga {x} elementi esa, shu tartibsiz
juftlikning qaysi hadi birinchi hisoblanishi kerakligini ko rsatadi.

Taniblangan juftliklardan birgalikda tartildangan juftliklar to‘p-
lemini tzshkil etishadi.

2-ta’rif. <x,v> wrtiblangan juftlikdagi x uning birinchi koor-
dinatasi, y esaikkinchi keordinatasi deb ataladi.

Tartiblangan juflliklar atamasi asosida fartiblangan # -liklarni aniqg-
lash mumkin. x.¥ va © predmcllaming tartiblangan uchligi < .1,z >
quyidapi tartiblangan juftliklar shaklida aniglapadi: << x, 310>, 2 > Xt
shu kabi x,,%.....x, predmetlaming tartiblangan o7 -ligi < ¥, v,,.... X, >,
ta'rifga 2sosan, << X, x,,.... X, >,X, > larzda aniglanadi.

Matematik mantigda # -ar munesabat tadiblangan r -liklar to*plami
sifatida anigianadi. Ba'zan #n-ar munosabat iborasi o‘tniga » o‘rinli
munpsabat iborasi qo'ilaniiadi. Agar munosabat bir o'rinli bo‘lsa, u holda
u uwnar munosabat, ikki o'rinh bo‘lgenda csa hinar munosabat deb
ataladi. Unar munosabat xossa {xvsusiyat} deb ham yuritiladi, Adabi-
yotda, ko‘pincha, 3-ar munosabal ternar munosabat deb nomlanadi.

1- misol, {€2,4>,<56><7,6> <88 >} tartiblangan juftliklar
10" plami binar muncsabaldir. n

2- misol. Agar P ayniyat munosabatini bildirsa, u holda
<X,y >€ p yozuv X =¥ ayniyatni bildiradi. m

3-misol. Agar p onalik munosabatini bildirsa, u holda <Xurshida,
Iroda>€ p yozuy Xurshida frodaning onasi ekanligini bildiradi. m

4- misol. Temar munosabatga butun seniar to‘plamida aniglangan
go*shish amalini misel gilib keltirsa bo'ladi. =

Bundan keyin binar munosabal atamasi o‘mida, qisgalik vchun,
munosabat atamasipi ishlatamiz.

3- ta’'rif. Agar biror munosabatni ifodaiasa, u holda
<X,y >E P va x Py ifodalor o‘zare almashuvchi ifodaiar deb ataladi.

x p y ifoda (yozuv) “infiks yozuvi” deb yuritiladi va “ x (predmet) y
(predmet)ga nisbatan p munosabatda™ deb o'qiladi. Odatdagi x =),
X<y, x ¥ belglashler (yozuvlar) xp y ifodadan kelib chquan deb
hisoblash mumkin,

{x/x€& A} yozuvni, to‘plamlar nazariyasidagi kabi, “shunday xlar
to‘plamiki, x & A" deb tushunamiz.
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d= ta’rif. {x/aprim v uchun < x,y>€ p} toplum p munosa-
butning aniglanish sohasi deb ataladi va D kabhi belgilanadi.

S-ta rif. { v/ewim x uchun < x, 3y >€ p} to'plam QO nunosa-
batning givmatlar sohasi deb wtatadi va R, kabi belgilanadi,

Boshgacha yilib 2ytganda, © munosabatning aniqlanish sohasi shu o

nunosabatmng  birnchi  kevordinatalaridan tashkil topgan 1o'plarudir,
ikkinchi koordinatalaridan tuzilgan 10 plam esa, uning qiymatlar sohasidir.
5- misal, {€2,4>.<33><6,7>] ko'rinishdagi g munosabat

berilgan bo'lsin. U holda O, ={2,3,6}, R, ={4,3, 7. m

Tartiblungan jufiliklar 'plami twshunchasidan foydalanib, Dekan
ko'payunasini {ushbo boknijng 4- paragrafiga qarang) boshgacha ham
aniqlash mumkin. Agar x birer X lo‘plamning clementt, ¥ csa Y
o' plamming elementi bo‘lsa, u holda tartiblangan < x, v > juftliklar C
io'plami X" va ¥ ro'plamlaming Dekart ko*paytmasi deyiladi:

C=XXY=i<x,v>/lxe X,yet}.

Har bir P munosabat A'X Y to'g'n ko'paytmaning gism to‘plami
bo'tadi va X D Dp, Yo Rp.

6- ta'rif. Agar pC XXY bo'lsa n holda p shu X dan Y ga
ba'lgan wmanosabat deb ataladi.

T-ta'rif. dgar pC X XY va Z2 XUY bo'lsa, v holda p dan
Z ga bo‘lgar munosabat deb ataladi.

8-ta'rif. Zdan Z ga bo'lgan munosabat £ ichidagi munosabat
deb ataladi,

9- ta'rif. X io'plam ichidagi X XX nmunosabat X ichidagi
nniversal munosabat deh ataladi.

10- ta'rif. {<xx>/x€ X} munosabat X ichidagi aynipat
munosabati deb ataladi va i, yoki I simvoli bilan belgilanadi.

Ixtiyoriv X rto‘plamming x va y elementlari uchun xi y ifoda
x = y bilan teng kuchlidir.

A w'plam va p munosabat berlgan bo'lsinn. U holda
2l4]={y/ Aning ayrim xlari uchun x,2y} bo'ladi.

11- ta’rif. p[A] to'plam A to'plam elemeniariming O -obreilari
to'plami deb ataladi,

6~ misol. y=2x+1 tenglama bilan aniglangan to'g'n chizigni
f<x,y>e AXR/y=2x+1}, ushbu y<x tengsizlikni esa
{<x,y > RX K/ y<x} shaklda ifodalash ntumkio. &
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1.6.2. Ekvivalenilik munosabatli. Munosabatlar turle xossalurga cga
bo*lishi mumkin. Matematikada quywags 12- tw'rifda ko'rsutiiean uchta
xossaga ¢ga botlgan munasabatlar ko'p uchragani uchun ularga maxsus
nom berilgan.

12-ta'rif. X to'plamning ixtivorly x viememtt uchm:

agar x P x bo'tsa, v holda p munosabat X to'plamdas: refleksiv
munnsabat;

agar X 0¥ dan y px felth chigsa, w holda p numosabat sinunetrik
munasabat;

agar Xpy va ypz don x 2z kelib chigsa, u holda p mmnosabat
tranzitiv munosabat deb araladi,

13- ta'ril. Agar biror to'plamdagi munasabar vefleksiv, simmetrik
va franzitiviik xossalariga ega bo'lsa. w holda bunday munosabar shu
to ‘plamdagi ekvivalentlik munosabati deb aralodi.

Agar p munosabat A (o'plamdagi ekvivalentlik munosabati bo'lsa, u
holda D = X be‘lishi ravshandir.

7- misol. Quyidagi har bir munosabal muayyan to'plamdag:
ekvivalethik munosabatiga misol bo'la oladi.

1. Istalgan to'plamdagi tenglik munosabati.

2. Tekislikda joylashgan barcha uchburchaklar to'plamidagi
o*xshashlik munosabali.

3. Buwmn sonlar w'plamidagi # modul bo‘yicha taqqoslash
munaosabati.

4. O'z2bekiston Respublikasida yashovchi odamlar 1a‘plamidagi “bir
uyda yashovchilar™ munosabali. m

Ekvivalentlik munosabati ushbu asogiy xususiyatga cga: u lo'plamni
kesishmaydigan qism to'plamlarga bo'ladi. Masalan, 7- misolning 4-
bandidagi “bir uyda yashovchilar'” munosabati QO*zbekiston Respublikasida
yashovchi odamiar to"plamini bir-biri bilan Kkesishmaydigan “bir uyda
yashovchilar™ va “qolganlar™ gism to'plamlaniga bo'ladi. Bu aytilganlami
quyidagicha umumtashtirish mumkin.

14- ta'rif. p biror X to'plandugi ekvivalentlikt munosabati
bo'lsin. Agar X to‘plamming A gism 10 plamida shunday x element
topilib, A={y/xpy} bo'lsa, u holda A gism fo'plam ekvivalendik
sinfi yoki ekvivalentlik p -sinfi deb atalady.

Kelirilgan 1a'rifga asosan X  to‘plamning A qgism to‘plami
ekvivalentlik sinfi bo'lishi uchun X to'plamning A = p[{x}] fenglikni
ganoallantiruvchi x elementi mavjud bo'lishi yetarli va zarurdir. Agar p
muposabal 10'g'risida hech ganday shubha tug‘ilmaydigan bo‘lsa, u holda
X to'plamdagi x elementlarning p -obrazlari to‘plami [x] shaklida
belgilanadi (ya'ni p[{x}]=[x]) va bu to‘plam x yuzaga keltirgan
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vkvivadentlik  sinfi  deb ataladi. Ekvivalentlik sinfi quyidagi ikki
Xususiyatea cgas

1} x& [x]  birsinining hanuna elementlari o' zara ekvivalenudir:

2}y agar X P bo'lsa, wholds [x] =[¥].

Iy xossa ckvivalentlik munosabatining refleksivlik xususiyatidan kelib
chigadli.

2) xossam isbotlaymiz. x p ¥ betlsin, ya'ni & clement p elemeniga
ckvivalent bo'lsin, u holda [v] < [x]. Hagiqalan ham, z &[] {ya'ni,
Y z) munosabatdan va x Pz ba'lganligi uchun, g munosabatning
tranzitiv - sususiyanga asosan, ¥ Pz  kelib chigadi, yami ze [x].
Ekvivalentlik  munosabatining  simmetriklik  xossasidan  foydalanib,
[x] < [¥] bo'lishini isbot gilish mumkin, Demak, [x] [y].

1.6.3. Funksiva tushunchasi. Funksivalar supcrpozitsiyasi.
Funksiya wshunchasini yugorida ofrganilgan atamalar arqali aniglaymiz.
Funksiyva shunday munosabatki. uning turli elementlatiming (jufilikla-
rining) birinchi  koordinatalari hech qachon o'zaro teng bo'imaydi.
Funksivaning grafigi tartiblangan juftlikiar to‘plamidan iberat. Funksiva
bilan uning gralig: orasida hech qanday farq yo'yq.

Shunday qitib, f munosabat quyidagi talablamni ganoatlan-
urgandagina funksiya bo'la oladi:

1) f ning ctementlari fagat tartiblangan juitiiklardan iborat;

2) agar < x, 3> va <., > clementlar [ ning elementlari bo‘lsa, u
holda v = z Lo'ladi.

8-misol. {<1,2><2,2><3,4>} shaklda berilgan s munosabat

funksiyadir va D_={1,2.3} . R, ={2,4}. =

D misol. {<3.4><35><4,6> munosabat funksiya bo'la
olmavdi. chunki <3.4> va <35> eclementlarining birinchi koordi-
natalart 0°zaro ieng. w Ay .

10- misol. {<x, x’+x+1>/xe R} funksiyadir, chonki agar
y=u bolsa.uholda x* +x+l=u"tu+l.m - ‘ _

11- misol. {<x’, x>/xe R} munosabat funksiya be'la olmaydi,
chunki cning birinchi koordinatalan ofzaro teng bo'lgan elementiart

alan, <1,1> va <),—1>)mavjud. m 'y .
(ma:s_ ta'rif. dger f funksivava < X,y =€ f (vani x fy) be !;a.
u holda x bervitgan [ funksiyaning argunfmm‘. Y esa shu ﬁf;;!fszyan: g
x argumentdagi giymati yoki X e.’eu_mmz‘n_mg obrazi deb atala Ex) x

x argumentning f funksiyasini belgilash uchun xf._, jE {x}i S
yoki x! yozuvlardan foydalanifadi. f{x) yozuvni fx)=f

ya'ni x elementaing f -obrazlari to*plami deb garash mumkin.
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Berilgan f va g funksivalar bir xil clementlardan tuzilgan bo'lsa,
bunday funksiyalar teng bo'ladi ( / = g ). ya'm boshgacha qilib aytganda,
D, =D, va barcha x argumentlar uchun Six) = g{x) ho'lsagina,
f =g bo'ladi.

Shunday gihb, Fanksiva berilgan bo'lishi uchun uning aniglanish
sohasi va shu sghaning har bir ¢lementi nchun funksiyaning  giymati
berilishi kerak. )

12- misel. Berilgan f funksiya nchun <y x +x+1>/vc K}
dan f{x}=x" +x+1 kelib chiqudi. m

Agar [ funksiyaning aniglanish sohasi R, ¥ bo'lsa. u holda
funksivaning o‘zgarish sohasi 1" to'plame ichiga bo'lad:, deb vuritiladi va
quyidagicha belgilanadi: 1 X — Y yoki X =Y.

Yuqorida ko‘rsatilgan hamma / to‘plam .Y XY to'plamning gism
to‘ptami ba'ladi, oni V' deb belgilaymiz.

Apar X =12 bo'lsa, u holda Y* fagatgina bir elemenidan iborat
bo‘ladi va u X XY to'plamning bo‘sh gism 1o’ plamidic. Agar ¥ =& va
X =) ba‘lsa,uholda Y* = .

16- ta'rif. Agar [ funksiva nchun x, # x, bae'lishidan
f(x) = f{x,) kelib chigsa, v holda f bir giymathi fuaksiva deb
ataladi.

17-ta'ril. Berilgan f va g funksivalarning superpozitsivasi deb
go f ={< x,z > /shunday yborki,xfy va ygz} to'ptamga ayiiladi.

Berilgan f va g funksiyalaming geo f superpozitsiyasi ham
funksiya bo'ladi. /' ve g funksiyalaming z= go f supemozitsiyasini
z=g(f(x)) ko'rinishda yozish mumkin. Superpozitsivaga berilgan
funksiyalar ustida bajarilayotgan amal deb qarasa bo‘ladi. Funksiyalaming
superpozitsivasi funksiyalarning funksivasi deb ham ataladi.

13- misol. y=sinx va z=Iny bo‘lsin, u holda z=Insinx
funksiya sinx va Iny funksiyalaming superpozitsiyasidir. w

Superpozitsiya amali assotsiativlik gonuniga bo‘ysunadi, ya'ni
ixtiyoriy g, f va h funksiyalar uchun quyidagi tenglik o*rinlidir:
go(foh]:(gof)oh_

Apgar f: X 9Y va g:Y >Z bo'lsa, nuholda go /. X > 7 va
(g )(x) = g(f(x)) bo'ladi

18- ta’rif. dgar f bir givmatli funksiye bo'lsa, w holda [
Jfunksiyadan koordinatalarining o‘rinlarini almashtivish natijasida hosit

boladigan furksiva f fumksiyasige teshari funksiya deb atatadi va | !
kobi belgilanadi.




e

Fagatgina bir qiymatli funksiyalar uchun bejariladigan /™' amaliga
t[ayt:uillsh amali deyiladi,

. funksiyanmg aniglanish sohasi uchun D, =R,. o'zgarish
sohasi uchunesa R . =D, o'rinlidir. '

1.64.  Tartiblash munosabati, Endi tartiblash munosabafini
o'rgananuz,

19- ta rif. Berilgan X to'plamdugi x va y eclementlar uchun
Y P X munosabat o'riiga x Yy munosabat o 'vinli bo 'lishini ke 'rsatuvehi
munosabeat tartiblash munosabati deb atuladi.

Tartiblash munvsabati yordamida elementlarni ganday lartibda qo‘yish
masalasini hai etish mumkin. Hagigiy sonfar to'plami uchun <, £, > 2
munosabatlar tartiblash munosabatlariga misol bo‘la oladi. To‘plamlar
sistemasi uchun xuddi shunga o'xshash vazifani <, ¢ munosabatlar
o‘vnaydi (ushbu bobning 3- paragrafiga qarang).

20- va’'rif. Agar X fo'plamining ixtivorly X va y elementlari
wchun bir yvagtda xpy va ypx bajarilishidan x =y bo'lishi kelib
chigsa, w holda bunday P rumosabat antisimmetrik munosabat deb
ataladi.

21- ta’rif. X io'plam ichida refleksiviik, aniisimmetrik va
tranzitiviik  xossalariga ega bo'lgen P munosabat X to'plamdagi
gisman tartiblash munosabati debh araladi, Har qanday refleksiv va
tranzitiv munosabaf tartiblash munasabati deb ataladi.

Qisman tartiblash munosabati odatdag) <™ simvol bilan belgilanadi.
Agar < munosabat X to'plamni qisman tartiblasa, u holda X
to‘plamming istalgan x va ¥ eclementlari uchun x <y munosabat
bajarilishi ham, bajarilmasligi ham mumkin. Agar x € y va x # y bo‘lsa,
u holda x < y deb yoziiadi va " x (element) v (element)dan kichik" yoki
“x (element) ¥ (element)dan oldin kelladi” deb oqiladi.

22- ta’rif. X to'plamning har qanday x elementi uchun X px
munosabat bajarilmasa, u holda p shu X rto'plamdagi irrefleksiv
munosabat deb ataladi.

Agar < munosabat X to‘plamdagi qisman tartiblash munosabati
bo‘lsa, u holda < munosabat X to‘plamdagi irrefleksiv va tranzitiv
munosabat bo*ladi,

23- ta’cif. Qisman tartiblash p munosabatning (o 'zgarish sohasi
bilan ustma-ust tushuvehi) aniglanish sohasiga garashli xtiyoriy tirli x
va y elementiari uchun yo xpy yoki ypx o'rinli bo'lsa, bunday
munosabart chiziqlf {oddiy) turtiblash munosabati deb ataladi.
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Haqigiy sonlami giyvmatlariga garab tadilblash chizigh anibash
munasabauga misel bo'la oladi.

24-1a°rif, Agar biror X to'plamda gisman rartiblash munosabair
£ berilgan bo'lsa. u holda bu o' plam qisman tartiblengan to'plam dob
atafadi va n < X £ > jartiblangan juftlikdan iborar ho 'lads.

25- ta'vrif. dgar biror X ito'plamdn chizigh foddiv) tartibiash
munosabati < berilgun ho'lsa, u holde bu o plam chizigh (oddiy)
tartiblangan to'plamn deb ateladi va v < X.£> tartiblangan jufthkdan
iborat be 'fadi.

Masalan, agar / to'plamlar sistemasi bo'lsa, u holda < f.=>
qisman tartiblangao to*plam bao*ladi.

A" to'plamning tartiblash munosabati va X' to'plamning €'
tartiblash munosabati berilzan be'lsin. Agar /:. 4" — A" funksiya uchun
xE ydan f(x)£' f(y) kelib chigsa, u holda bu funksiya A" to'p-
lamining £ 1artiblash munosabatiga va X" w'plamining <' tartiblash
munosabatiga nisbaian tartibini saqlaydi deb hisoblanadi. Agar X va
X' 10'plamlar orasida shunday o°zaro bir giymatli moslik topilsaki, uning
o‘zi ham leskarisi bam tanibni saglasa, u holda bu o'zaro bir givmath
moslik gisman tartiblangan <X € > va < X', <" > 10'plamlar orasidagi
izomorfizmdir.

Endi gisman rtaniblangan to'plamlar bilan bog'liq bir necha
tushunchalarn) o'tganamiz. Agar X 10'plamning barcha x elementlari
uckun ¥ = X bo'lsa, u holda uning y elementi X' to‘plamning £ qisman
tartiblash munosabatiga nisbatan eag kichik elementi deb ataladi. Agar
shunday element mavjud bo‘lsa, u holda u yagonadir. Agar X
to*plamning bech qaysi x elementi uchun x < y munosabat bajarilimasa,
v holda unimg y elementi X to'plamaing £ gisman tartibiash
munosabatiga nisbatan minimal ¢elementi deb ataladi. Ravshanki, berilgan
to*plamda minimal element yagona bo*Ilmasligi ham mumkin,

Agar har gqanday x€ X uchun x € y bo'lsa, u holda X' to'plamning
¥ elementi shu to'plamning S munosabatiga nisbatan eng katta elementi
deb ayiiladi. Agar shunday element mavjud bo'lsa, u yaganadir. X
to‘plamning hech qaysi x elemenu uchun x > y munosabat bajanilmasa,

u holda X to'plamning y elementi shu to‘plamning < munosabatiga
nisbatan maksimal elementi deh atalad.
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Agar X 1o'plamning bo‘sh bo*lmagan ixliyoriy qism to‘plami eng ki-
chik elementga ega bo'lsa, n holda < A <> qisman tartiblangan to*plam
ta*fig tactiblangan to*plam deb ataladi. Odatdagi tartibga ega {0,1,2,...}
{manfiymas butun sonlar) to‘plami to‘liq tartiblangan to‘plamga misol
bo*la alach.

< X .< > gisman tartiblangan va A C X bo'lsin. Agar istalgan ae A
uchun @ <x bajaritsa, u holda X to'plamning x clementi A
10°plamning yuqori chegarasi deb ataladi. Xuddi shu kabi, agar istalgan
age A uchun x €4 bajarilsa, u holda X w'plamning x elementi 4
w'plamning quyi chiegarasi deb ataladi.

Agar M tartiblangan to‘plam bo*lsa, u holda uning M' qism to*plami
ham Iartlblangan bo'ladi. Agar bu tartiblangan to‘plam chizigli bo'lsa, u
holda ' gism to'plam M to'plamning zanjiri deyiladi, { = fwj—i
ifoda unjirnmg vzunligi deb ataladi, bu yerda [Af L - chiziqli
ldrl[hlang‘m M' qism to'plamaing quwatl ! uzunlikdagi hat bir zanjir
1,2....,1 +1 butun sonii zanjirga izomorfdir.

M to'plamning eng katta elementini m, btlan va eng kichik
clementini m, bilan belgilaymiz.

M tartiblangan w‘plam 1, elementining balandligi &(m;) deb
my <m <ar, <..<m (M 0plamning) =zanjiclar  uzunligining
maksimumiga (7__ ) aytiladi. M tartiblangan to’plam uzunligl (M)
deb A to'plamdagi zanjirlar uzuniigining maksimumiga aytiiadi, ya'ni
1artiblangan Af 1o*plamning vzunligi A(M) uning elementlari balandligi
d(m, ) ning maksirmumiga teng: A(M)=max d,(m,}, m e M.

Muanunoli masala va topshirigiar

I. Tenglamasi y=2x+1 ko'rinishda bo'igan to'g'ri chizigni
Kx,y>e RXR! y=2x+1} va y<x munosabatini
{<: x,y»e RXR/! y <y} shakllarda yozish mumkinligini tushuntiring.

2. {<2,4>,<56> <7 6><88>}} tartiblangan juftliklar to*pla-
mi binar munosabati bo*lishi yokl bo*lmasligini tekshiring.

3. {«1,2>,<2,2>,<3 4>} funsksiyaning aniglanish va qiymatlar
sohasini toping.

4. {«3,4>,<3,5><4,6> munosabat finksiya bo‘lishi yoki
bo‘Imasligini tckshmng

5. {< XXX+ 1 > /xe R} funksiya bo‘lishini isbotlang.

6. {<x ,x>/xe R} funksiya bo'la olmasligini isbottang.

7. Bul algebrasining Kantor algebrasiga izomaorf ekanligini ishatlang.
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Mustaqif ishiaxh wchien savollar

1. Munosabatiar wshunchasi nimani itodalaydi®
2. Binar munosabat deb nimaga aytiladi?
3. Ekvivalenilik munosabati nima?

4. Qanday munosabatlar refleksiv, simuectnik va tranzitiv munosi-
batlar deb ataladi?

$. Funksiya tushunchasini bilasizmi?

6. Funksiyalar superpozitsivasi deganda nimani wshunasiz?
7. Tartiblash munosabatini ganday wshunasiz”?

1.7.Fazzi munosabatlar

Ta'plam. Efement. Dekart ko 'pentorasi. Musosabar. Fazzi o'plam. Fazzi
munesobat. Fozzi mmosabuming gismi, 1o tdhruvchise. Fazzi munosabatiarniag
birlasinnasi, kexishimasi, algehraik ko ‘paviwasi, idgehraik vig inedisd,

kompozitsiyast.

1.7.1. Fazzi munnsabat tushunchasi. | bobaing 5- paragrafida fazzi
to’plam tushunchasi vrganilgan edi. Endi fazzi munosabat wshunchasini
kintamiz. Berilgan X,,.X,,.... X, universal to'plamlaming Dekart ko'-
paytmasi X =X XX, X_..x X, bo'lsin.

1- ¢a’rif. X Dekart ke'payimasining jazzi gism toplami X,
Xy, X to'plamlarda aniglangan n -ar fazzi munosabat deb atalodi,

Ko'pincha “n-ar fazzi munosabal” iborasidagi " -ar” lushirtb qol-
diriladi. Fazzi munosaballami belgilashda turli usullardan toydalaniladi,
Fazzi io'plam tushunchasi ta'rfiga ko'ra R:(X . X,... X, )—[01)
fazzi munosabatmni aniglovchi fazzi to‘planming f4,{x,,x,,....x,) a zolk
funksiyasi giymali x,,X,,...,X, (x,€ X,,i=1,#7) elementlar orasidaygi »-
ar R fazzi munosabatning bajarilish darajasing ifodalaydi.

n=2 bo'lgan holda X ve Y to'plamiarda aniglangan R: X' XY —
0,11 fazzi monosabat X XY Dekart ko‘paytmasining har bir (x, v)
elementiga [,(x,»)e{0,]] kattalikni mos go'yadi. X =Y bo'lganda
R:XxX —=|0)] fazzi munosabat X to'plamda aniglangan deb
yuntiladi.

1- misel. 1. X={x,x,,x,} va Y={y,»,.5,»,} wplamlarda
aniqlangan XMY fazzi munosabat (aniqrog'i, uni aniglovch fazzi to*plam
a'zolik funksiyasi), masatan, 1- jadvaldagidek berilishi mumkin.

2. X={0,1,23} to'plamda aniglangan "x= " (“x laqriban vga
teng™) fazzi muposabatai, masalan, qiymatlari quyidagi matritsada berilgan
-, -(x,¥) a'zolik funksiyasi vositasida ifodalash mumkin.
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3. Agar universal 10'plam X =[0, 3] ko'rinishda berilgan bo‘lsa, u
helda "x  »" fazzi munosabat uchun a'zolik funksiyasi sifatida, masalan,
P (1) = ¢ funksiva olinishi miwnkin, w

A'zolik funksiyasi fi,(x.)) bo'lgan R fazzi munosabat berilgan bo’l-
sa. a'zolik funksivasi quyidagicha aniglangan munosabat fazzi muno-
sabatgy yagin oddiy munosabat (uni R deb belgilaymiz) sifatida
gatalishi mumkin:

0, #ytx,¥)<0,5 bo'lganda,
20 (%. ) =11, #p(x, v} > 0,5 bo'lganda,
0 yokil, w#plx, y)=90,5bolganda.

Ko pchilik hotlarda 1, (x, ¥} =0,5 bo'lganda i, (x,y)=0 deb olinadi.

X va Y w'plamlarda aniglangan hamda p,(x,y) a’zolik funksiyast
bilan ifodalanuvchi XRY fazzi munasabat berilgan bo‘lsin.

2-ta'rif. X XY Dckart ko paytmasining [i,(x,y} > sharmi
qonoatiantiruvehi barcha (X,v) elemenmtiaridan fashkil topgan S(R)
1o 'plam XRY fazzi munosabatning taskuvehisi deb ataladi.

3- ta‘rif. Azolik funksivasi |—pp{x,p) bolgan R farzi
munosabat R fazzi munosabatning to ‘Mdiruvchisi deb ataladi.

2-misol. [0, 5] to'plamda aniglangan va

gt v | x— p = 2 bolganda,
/"er ™ (l." .v) =
0, aks holda,
a'zolik funksiyasi bitan ifodalanuvchi "x = y" (“x tagriban y ga teng”)
{azzi munosabatni M bilan belgitaymiz. U holda M fazzi munosabal-
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ming tashuvchisi S(M)={x.¥): 08 x£5, 0Ly £5 _x—yIs 2] wp-
lam bo'ladi. M fazzi munesabatuing 10" ldiruvehisi A fazzi mumaosabat
“X tagriban ¥ ga teng emas” deb ifodalanishi mumkin. 3- w'rilza ke'va
M fazzi munosabatning a’zolik funksiyasi

oy [I —e'fl"—”: . lx=»!5 2 bolganda,
= I‘ .\' =
p! | 1. aks holda.

va 2-t1a'nifgako'ra S(M) ={(x,)):0€x <5 0< <5, v# ¥ bo'ladi. m
4- ta'rif. Agar X XY Dekart ko'pavtmasining barcha (X,¥)

elementlar uchun Y, (x,y)= }J g (%, ¥) tenglik bajaritsa, u holda XR Y
va AR.Y fozzi munosabatlar o ‘zaro ekvivalent deb araladi

Berilgan R, va R, fazzi munosabatning o*zaro ekvivalentligi R, = K,
(ba'zan R, ~ .RQ) shaklda belgilanadi va “ekvivalent iborasi o ‘rnida
“teng” |bor&s| ham qo*llanilishi rumkin

5. ta'rif. dgar XXY Dekarr ko'povimasining barcha (X,¥)
elententiari uchun Wy (x,y}< g (X, 3} rengyizlik bu_;an?m u hofda
XRY fazzi munosabat XR.Y fazzi munosabaining qrsnu i ded ataladi

R fazzi munosabat R, farzi muposabatning qismi bo‘lishi R, € K,
ko' l‘mlshda yoziladi va “R fazzi munosabat R, [azzi munosabatda

yotadi” yoki “ R, (fazzi munosabat] R, ni (fazzi muncsabatni} o'z ichiga
aladi [qamm}dl)" deb o’qiladi.

3-misal. {0, ) to‘plamda aniglangan hamda mos ravishda

Jﬂ,x:’- ¥ bo'lganda,
BanYI=
ll—e =) , 1 7= & bolganda,

0, x > y bo'lganda,

He (X)) =
1 , ¥ = x bo'lganda,

a'zolik funksiyalari bilan ifodalanuychi y >> x (* ¥ son x sondan juda
katta™) tipidagi ikkita R, va R, fazzi munosabatlar berilgan bo'lsin.
Ravshanki, agar &, 2 & bo‘lsa, u holda R, (azzi munosabat K, fuzzi
munosabarming qlsml bo ladi. m

1.7.2. Fazzi munosabatlar ustida amaltar, Fazzi munosabatlar ustida
uwrli amallar bajarish mumkie. Bu yerda bunday amallardan ba’zilan bilan
tamshamiz.

X va Y to‘plamlarda aniglangan, mos ravishda pt, (x,v) va

g (x,p) 8'zolik funksiyalari bilan ifodalanuvehi ikkita R, va R, fazzi
munosabatlar berilgan bo'lsin.

92
=R [ 1=~
i 2(x=}
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6- tarit. Azolik fiunksivasi max{i, (x, ¥} iy (x, )} bo'lgan
RUR, juzzi muuasabar R, va R, fazzi mishosabatiar ‘ning birlashmasi
b (fl(:?(l(f!

7- ta'rif. 4zofik funksivasi min{yt, (x, y), M, (x,y)} botgan
RN R, fazzi mumosabat R, va R, fazi mﬁmosabaf‘ff:vnmg I%ewsim%asr
det atctadi.

4-misol. X ={x, 0} va ¥ ={y.,,1} w'plamlarda aniglangan
XMY va YM Y tuzzi munosabatlar i, (x.)) va gt w. (X, ¥) a'zolik
|110k$l}alafl mos ravishda 1- va 2- jadvallarda berilgan.

{- fadval 2- jaefoal

Es(-"u J') |- W i Y2 ‘ (I )’) y] | }’2 .V) :
X L T _ 0.7 0.9 0.8 |

¥ - jc a7 03 L 03 [ o061 05 |

Berilgan fazzi munosabatlar B=M, UM, birlashmasi va K =M, 1M,
kesishmasining g, (x,p) va Mp{x,y) a'zolik Ffunksiyalarini mos
ravishda 3- va 4- jadvallardagidek ifodalash mumkin. »

_» 1. jadval 4. jadval

: [ 1 i \ | 1
el ) 0 e yal | (M) o v
| o | 07 109 08 ; X . 02 - 01 ' 08
T T I e DR e ) e e e

8- ta'rif. A 'zolik funksiyasi g, (x, v)it, (x,y) bo'lgan R -R,
Jazzi munosabat R, va R, faczi unnosabatlaming algebraik ko' paytmas:
deb ataladi.

9-ta’rif. A zolik finksivasi [y (¥, }«)+,u,,!(x V)= (X, V)phs (%, ¥)
ba'lgan R, + R, fa—i munosabat 'R va K, faczi munosabatlarning
algebraik yigtindisi deb ataladi.

5- misol. 4- misolda berilgan M, va A, fazzi munosabatlarning
algebraik ko‘paytmasi 4= M, A, va algebralk yigtindisi C =M, + M,
bo‘lgan tazzi munosabatiar p L6 y) va fo(x,y) a'zolik funkslyalan
mos ravishda 5- va 6- jadvallarda berilgan, »

3- faclval 6- jadval
D) [ oo o o | P seCan) | o | o | oy
A 0l4 | 009 | 084 | 07 | 091 | 09
% 03 1 042 | o1 2 1 038 i 06
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Fazzi munosabatlar ustida yuqenda kintilgan amaliar distributiviik
xossalariga epa, ya'ni X va ¥ to‘plamlarda anigiangan ixtivoriy A . B
va C fazzi munosabatiar uchun quyidagilar o'rinlidir.

). ANBUO)=(4NZUANO). 2. AUBNC) =(4UBNAUC).

3. A (BUCY=(A4-B)U(A-C). 4. A{BNC)=(4-B)(HA-C).

5. A¥(BUO)=(A+BU(A+C) . 6. A(BNOY={4+BW(A+O).

Bu xossalardan faqat 1-sint isbotiash ilan kifoyalanamiz.

1- xossaning isboti., XxY Dekart ko'paytmasiming barcha
elementlari uchun

min{ (x, ¥} max { £ {x,¥), #.(x, )} } =

= max{min{z,{x, ), #5(x, )} min{ 2 {x, ), 2. (x, 1)} }
tenglik bajarilishini ko'rsatish kerak. (x,y} — XX ¥ Dekan ko'payumasi-
ning ixliyoriy elementi hamda a=p (x,¥). b=, (x,y) va c=p.(x,))
bo‘isin, Ushbu bobning 5- paragrafidagi fazzi to‘plamlar uchun dis-
tributivlik xossasini ifodalovehi AN(BUCOY=(ANBUI(ANC) 1englikni
isbot gilishdagidek bu yerda hamy mumkin bo'lgan 1S holdan bin ro'y
berishi mumkin. Mumkin bo‘lgan barcha 135 holda ham isbotlanishi kerak
bo'lgan (englik 10'g'n. m

Qolgan xossalanining isboti o'gquvchiga havola gilinadi.

10- ta’rif. X wva Z to'plamlarda aniglangan, a'zolik funksiyasi
maxmin{,a& (x.»), Ay, (p,2)} bo'lgan R, ¢ R, fozzi punosabat X vu 4
to'plamlarda aniglangan R, hamda X va Y to'plamlarda aniglangan
R, fazzi munosabatiarning kompozitsiyasi deb ataladi

Smisol. X ={x.x}, Y=,y mive Z={z,2,,2,,2,} to'p-
lamlar berilgan bolsin. A’zolik funksiyalari mos ravishda 7-, 8-
jadvailarda ifodalangan X va ¥ to'plamlarda aniglangan XFY hamcda
Yva Z w'plamlarda aniqlangan XY fazzi munosabatiaming K= F o f)
kompozitsiyasini (X va Z to'plamlarda aniglangan XKZ fazzi muno-
sabalni) lopamiz.

7- judval 8- jodval
| T =
He(x,y) DLkl s e (0 | 2| Z| | Z,
X 0,] 0.7 0,8 ¥y 0 0.5 0.]
1 x 054 o0} 02 » 1 03] 02 06

0.8
4 A 0.5
» 1 0| 05 0.—]1




I} 42,0, 2. ) = max{ming z, (xl,}l} /(F (V. 208 mm{xf, (2,0),
A, {}z,ﬂ}, min{ z, (,1[,}]) A (V520 = max{mm{O L0y,
mln{O 7:0,3}, min{0,8;1} } = max{() 0,3,0,8)=0,8:

2) 2 (x, z, ) = max {min{0,1;0,5}, min{0,7;0,2},min{0,8;0} } =

=max{0,1:0,.2;0}=0,2;

3) H(x,2,)=0.6:4) f(3,,2,)=05:5) pe(x;,2)=02;

6) fy(X,,2,)=05:7) fye(n,,2,)=02;8) ytp(x.,2,)=05,;
Bu giymattamni 9- jadvalga joylashiiramiz. m
Kompozitsiya gmalining xossaleri sifatics yuyidagilami keltiramiz.
[xtiyoriy 4. B va € fazzi munosabatlar uchun quyidagilar o*rinlidir.

. __J ) 9- jadval

| }1,.-{._\“,_,‘5:1 = Z3 Zy <4

F Tl 038 93 0.6 03
- 02 0,5 0.2 05

L. Assawsiativiik: (A2 B)aC=A(Ba(),

2. Birlashimaga nishatan distributivlik: 4o (BUC)=(A4eB)U(4oC).

3. Agar A C B bo‘lsa, uholda R+ 4 g Ko 8 bo'ladi.

Ta'kidlaymizki, kompozitsiya amali uchun kesishmaga nisbatan
disuibutivlik xussasi o‘rinli emas, ya'ni, umuman olganda, 4o (B1C) va
(A= BYN (A4 ) fazzi munosabatlar 0zaro ekvivalent emas.

10- ta'rifdagi a'zolik funksiya ko'rinishiga asoslapid, uni (max,min)-
kompozitsiya deb ham atashadi. Agar 10- ta'rifdagi a’zolik funksiyasi
boshqacha, masalan, max{g, {x, y}p, (x,»)} ko'rinishda ifodalansa, u
holda (max,*)-kempozilsiya tushunchasi hosil bo*ladi

Fazzi to‘plam va fazzi munosabar bilan bog'liq matematik nazaniya
matematikaga bir qator tushunchalaming kirib kelishiga asos bo‘lib xizmat
qildi. Fazzi xulesalar, Jazzi giymatlar va ular ustida amallar, yamshoq
hisoblashlar {soit computing), lingvistik o*zgaruvehilar, fazzi mantiq va
hokasclar shunday tushunchalar jumlasidandir.

Muannnoli masala va tapshirigiar

1. Fazzi munasabatlar ustida amallaming distributivligiai ifodalovchi
2-6- xossalarni isbotlang.

2. Fazzi munosabatlar uchun de Morgan qonunlarini tekshirib
ko‘ring.
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3. Ixtivony A, B va C fozzi munusabatlar  uchun
A-(B+COY=(A4-B)+ (4-C) o'rinli bo'lish shartini woping.

4. Ixtivony A, B va C fazzz munosabatlor  uchun
(A+B)+C = 4+(B+C) o'rinli bo'lishini isbotlang.

S. Kompoztsiya amalining xossalarini isbotlang.

Mustagii ishiash nchun saveltar

1. »-ar fazzi munosabat nima?

2. Fazzi munosabatning bajarilish darajasi deganda nimani tushunasiz?

3. Fazzi muncsabatga yaqin oddiy munosabat ganday aniglanadi?

4. Fazzi munosabatning tashuvchisi gqanday (o' plam?

S. Fazzi munosabatning to’ldiravchisi nima?

6. Fazzi munosabatlaming birlashmasi va kesishmasi qanday
aniglanadi?

7. Fazzi munosabatlar algebraik ko'paytmasi, yigindisi  uchun
a'zolik funksiyalari ko‘rinishini bilasizmi?

8. Fazzi munosabatlar ustida bajarladigan amallaming distributiviik
bilan bog'lig ganday xossalari bor?

9. Fazzi munosabatlar kompozitsiyasini topish uchun a'zohk
fonksiyalari giymallan ustida ganday amallar bajariladi?

10. Fazzi munosabatlar komipozitsiyasi uchun kesishmaga nisbatan
distributivlik xossasi o*rinli emasligining sababi nimada




i1 BOB
KOMBINATORIKA ELEMENTLARI

Ushhu hobda kombinatarikada ko'p go*llaniladigan usul va qeidalar,
kombinatsivalar, Paskal uchburchagi, Nyuton binomi, binomial koef-
filsiyentlaming  xossalari, ko‘phad {ormulasi, Fibonachchi sonlari va
ulaming sodda xossalari. bo'laklashlar va ulaming ba'zi xususiyatlari,
Ferrers dhagrommasi. hosil giluvehi funksiyalaming xossalari va ulaming
kombinatorikada qo*llanilishi bayon qilinadi.

2.1. Komhinatorika hagida umumiy tushunchalar

Kombinatorika. To 'planr. Element, Tartiblush. Kombinatsiva'. Kombinatorik
tuziling. Birlasina. Kesishma. Kortej. Figurali sonlar. Matematik induksiva usuli.
Qo 'shish va ko ‘paytivish goidaiari Kiritish yva chigarish qoidasi, Umumlashigan
qo shish. ko paytivish hamde kivitish va chigarish qoidaiari. Bulean.

2.1.1. Kombinatorika predmeti va payda he'lish tarixi. Mate-
malikaning kombipatorik tahlil, kombinatorik matemalika, birlashmalar
nazariyasi, qisqacha. kembinatorika deb ataluvchi bo‘limida chekli yoki
muayyan ma’noda cheklilik shartini ganoatlantiruvehi to'plamni (bu to*p-
lamning elementlari ganday bo'lishining ahamiyati yo'q: harflar, sonlar,
hodisaiar, qandaydir predmetiar va boghqalar) qismlarga ajratish, ulami
o‘rinlash va o‘zaro joylash ya’ni, kombinatsiyalar, kombinaterik tu-
zilmalar bilan bog'liq masalalar o'rganiladi. Hozirgi daveda kombina-
lorikaga oid ma’lumotlar inson faoliyatining (urli sohalanida qo‘lia-
nilmogda. Jumladar. matematika, kimyo, fizika, biologiys, lingvistika,
axborot texnologiyalari va boshqa sohalar bilan ish ko‘ruvchi muta-
xassislar kombinatorikaning xiJma-xij masalalariga duch keladilar.

To*plamlar nazariyasi iboralari bilan aytganda, kombinatorikada
kortejlar va to'plamlar, ulaming birlasbmalari va kesishmalari barada
kortejlar va qism to‘plamlami turli usuilar bilan tartiblash masalalari
qaraladi. To'plam yoki kortej elernentlarining berilgan xossaga ega kon-
figuratsiyasi bor yoki yo'gligini tekshirish, bor bo'lsa, ulami tuzish va
sonini topish usuilarini o'rganish hamda bu usullami biror paramete

' Bu s0'z Iotincha “combinatio® so'zidan yasalgan bo'lib, birkma, birlashia, tuzilma, rutashma
ma‘nolarini anglatadi,
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ho'vicha takommillashtirish kombinatonikentag AsOSKy
i hisohlonadi . :

masa]{l:z;:inalorikaning ba 21 clcmcm_l;m erulmf.dan
oldingi 11 astda hindistonhklarga ma Jum cdl-kwaf
hozu'gl vaqtda grupp;ﬂashl‘df deh alalll\"ChI. O_In.
binatorik tushunchadan foydalanishgan. Erannzming
XN asrida Bxaskara Acharya' o'zining  ilmiy
wdqgiqotlagida gruppalash va o'rin almﬂs‘_‘“’fsmar!]'
qoHagan. Tarixiy ma’lumatlarga ko'ta, hindistonlik
olimlar kombinalorika elementlaridan, Jll“"“‘?“?"
birlashmalardan foydalanib, she'riv asarlar tarkibiy
weilishining mukammalligini tahtil gilishga uringanlar. O'rta Osiyo va
G'arbiy Yevropada yashab ijod qilgan olimlaming kombinatorikaga o
1shlari hagida ushbu bobning 3- paragrafida ma’lumot keltirdgan. ‘

Umuman olganda, kombinalorikaning dastlabk: rivoji gimor o'yin-
larini tahlil gilish bilan bog'lia. Ba'zi alogh matemnatiklar, masalan,
B.Paskal’, Yakob Bernulli’, L. Eyler', P. L. Chebishey’ turls o‘yinlarda
(tange tashlash, sogga fashlash, garta o'yintari va shu kabilarda) ilmuy
jibatdan asoslangan qaror qabul gilishda kembinatorikani qollashgan.

XV asrda kambinatorika matematikaning alohida bir ilmiy yo'nalishi
sifatide shakllana boshladi. B. Paskal o'zining *“Arifmetik uchburchak
haqida trakat” va “Sonli tartiblar hagida traktar” ST
(1665- y.) nomli asarlarida hozirgi vaquda bi-
nomial koeffitsiventlay deb ataluvchi sonlar ha-
gidagi ma'lumotlami kellirgan. P.Ferma® esa
figurali sonlar bilen birlashmalar nazariyasi
arasida bog lanish bosligini bilgan.

Figurali sonlar quyidagicha anigianadi.
Birinch: trtibli figurali sonlar: 1, 2, 3, 4, 5
(ya'ni, natueal sonlar); ikkinchi tartibli figuraii
sonlar: |-s1 iga teng, 2-si dastlabki ikkita natural
sonlar yig‘indisi (3). 3-si dastlabki uchia natural

Blvz Paskal

Leongred E)"d‘("‘

! Braskara Acharva (L114-1178- yildan keyin) - kindista
! Paskal (Pascal Ble2, 1623-1662) ~ fransut faylasufi. yo zuvenisi
! Berouili Yaukok (t654-1705} - Sh CYSAtiya malenaligy. :
:By!e-lﬂulrr Leanard. 1707-1783) - mashhur masecnariy, mexanik va fizk

Chrbisher {Yebwmes Magymall Jbsossn, I821-1894) - rys matemar; i .
* Forma (Fermal Pyer; 1601-1665)— fransuz matematigi va "“qullihmc;gligl YA mexenig;,

nlik matematik o asironpm

MAkMILLRT va Nizig;.
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sonlar yig'indisi (6) va hokazo (1, 3, 6, 10, 15, ...); uchinchi tartibli
{igurali sonlar: 1-si tga teng. 2-si bininchi ikkita ikkinchi tattibli figurali
sonlarlar yig ndist (4), 3-s1 birinchi uchra ikkinchi wantibli figurali sonlar
yig'indist (10) va hokazo (1.4, 10, 20, 35, ...).

1- misol. Tekislikda radiuslari o*zaro teng be*lgan
aylanalar bir-biriga uringan holda yuqoridan |- qaterda
bitta. 2- qatorda ikkita, 3- gatorda uchta va hokazo,
Joylashtirilgan ba‘lsin, Masalan, aylanalar bunday joyla-
shuvimng dastlabki to'ni qatori |- shaklda tasvirlangan.
Bu yerda qatorlardagi aylanalar sonlari ketma-ketligi
hivinchi wrtibli figurali sonlarni rashkil gqiladi. Bu
tuzilmadan lovdatanity ikkimehi tartibli figurali sonlann quyidagicha hosil
qilish mumkin. Dastlab 1- qatordagi aylanalar soni (1), keyin dastlabki
ikkila gatordag: aylanalar somi (3), undan keyin dasilabki uchta qatordagi
aytanalar soni (6). va hokazo. m

“Kombinatorika™ iborasi G. Leybnisning' “Kombinatorik san'at
hagidugl muiohazalar™ nomb asanda binnchi
bor 1665- yilda kelurilgan. Bu asarda bir-
lashinalar nazarivasi ilmiy jihstdan ilk bor
asosiangan. O‘rintashtirishtarni o'rganish bi-
lan birinchn bo'lib Yakob Bermulli shugul-
langan va bu haqdagi mma’wnotlami 1713- yil-
da bosilib chigqan “Ars conjectandi™ (Basho-
rat qilish san’ati) nomii Kilobiining ikkinchi
gismida bayon qgilgan. Hozirgi vaquda kombi-
natorikada go'llanidayotgan belgitashlar XIX
asrga kelib shakllandi. [ Jp

Kombinatsiya — bu kombinatorikaning Gotficd Levbnis
asosiy tushunchasidir. Bu tushuncha yor-
damida ixtiyony to*plamning qandaydir sondagi elementlaridao tash.kil
topgan tuzilmalar ifodalanadi, Kombinatorikada bunday tuzilmalaming
o'rin alinashtirishlar, o*rinlashtirishlar va gruppalashlar deb aaluvchi
asosiy ko‘ninishlari o*rganiladi.

2.1.2. Kombinatorikada ke'p qo‘lianéladigan usul va qoidalar:
Kombinatorika va graflar nazariyasida lasdiqlami isbotlaskning samarali

= shak!

' Leybnis (Lebniz Gotfrid Vilgelm, 1646-1716) ~olmon faylesufi, maematigi, Gzigi,
kashfiyutchisi, huquyshunesi, 1arixehisi va tilchisi.
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usullaridan biri bo'lgan matematik induksiva usuli’ ko'p go*llaniladi. Bu
usulning ketma-ket bajariladigan ikkita qismi bo'lib, ular quyidag
umumiy g‘oyaga asoslanadi. Faraz qilaylik, isbotlanishi keruk bo'lgan
tasdiq birorta xusnsiy #=w, qiymal (masalan, »,=1) uchun to'g'n
bo‘lsin {usulning bu gismi baza yoki ssos deb ataladi). Agar bu tasdigning
istalgan n=k > n; uchun to'g'riligidan uning n =4 + 1 uchun to'g riligi
kelib chigsa, u holda tasdig istalgan namural n 2 #, son uchun fo'g'n
bo*ladi (induksion o’tish yoki induktiv o'1ish}.
’ . IS S (m+iN2n+1)
2-misol. Ixliyoriy » natural son uchun b 42" +... 4 =£"—‘,-—
)
tenglikning o'rinli bo'lishini matematik induksiva usult yordamida
isbotiaymiz.
Baza. n=1 bo'lsin, u holda yuqoridagi tenglik 10°g'ri ckanligi
I-(i+1}-(2-1+1)
: [
Induksion o‘lish: isbotlanish kerak bo'lgan tenglik # =4 >1 uchun

> : 2 k{k +1(2% +1 e -
to‘g'n, ya'ni P+ 22+ . +k* = %1 tenglik o'rinli bo‘lsin. Bu

ravshan: 12 =

tenglikning chap va o'ng tomontariga (k +1)” ifodani qo*shib, uni

B+22 4 K (R +1) = k_(k+'§2kﬁ+(k+:)1

ko'rinishda yozamiz. Oxirgi ienglikning o‘ng tomonida quyidagicha
o*zgartirishlami bajaramiz:

k(R +1(25 +) c
R i) }+(k+1)’=(k+1)[“2"+“+{k+1)]=
_GAnlg 430+ 2)] s nlern+i]fae +n+1]
6 6

Demak,

P47 AP+ = (k+l][(k+l]+6I][2(k+l)+|J.

Oxirgi munosabat isbotlanishi kerak bo‘Igan tenglikning 1 =% + 1 bo'lgan
holidit. =

' V1 babga qarang.
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Shuni w'kidlash kerakki. biror tasdiqni isbotlash uchun matematik
induksiya usali qollamilpands, bu wsulning ikkala gismini ham tekshirib '
ko'rish muhimdir, ya'ni baza va induksion o'tish aibatia ekshirilishi shart.
Ulardan bini tekshirilmasa noto*g'ri natjalar hosil bo'lishi ham mumkin.
Bundan tashqari. baza birorla xususiy qiymatdan boshga ka'p, hattuki,
juda ko'p xususiy hiollar uchun tekshirilib, ijobiy natija olinganda ham, bu
kollami - wmoamiashtinaedi natijaviy tasdiq note'g'si bo'lib chigishi
mumkin. Bu mulohazalaning o'rinli ekanligini quyida keltirilzan misoliar
ko'rsatadi.

3-misel. "Ixtiyony n nalural son uchun 27 -1 son 2ga goldigsiz
bo'linadi™ degan 1asdigm wekshirishda matematik induksiya usulining baza
(psmi talabini bajarmasdan fagat induksion o*tishni tekshiramiz.

Bu tasdiq #=42>1 uchun to'g'ri bo'lsin, jami 2k | son 2ga
gqoldigsiz bo‘linsin deb faraz gilamiz. U hoida {2k -[)+2 son ham,
qo'shiluvehilarining har bin 2ga goldigsiz bo'lmganligi sababli, 2ga
goldigsiz bo‘linadi. Shuning uchun (2k=1}+2=2(k+1}—1 tenglik
asosida 2(k +1)—=1 son 2ga goldigsiz bo‘linadt degan xulosa kelib

chigadi. Demak. yuqoridagi tasdiq #=4 | uchun to'g'ri, ya'ni n
induksion o*tish bajarildi, deb hisablash mumkin.

Shunday qilib, malematik induksiya usulining baza qismini
tekshinnasdan “ixtivoriy nawral »# son uchun 2n 1 son 2ga qoldigsiz
bo*linadi” degan xulosa qilish noto*g'ridit, chunki ixtiyoriy » natural son
uchun 27 —1 souni 2ga bo'lganda | qoidiq qoladi. m

4- misol. “Istiyoriy n nawral son uchun #° +n+17 ifodaning
giymali tub sondir” degan tasdiqni tekshirish malqsadida matematik
induksiya usulining faqat baza qismi talabini dastlabki 15ta namural sonlar

uchun bajaramiz. BT
n=1 bo'leanda »° +n+ 17=1>+1+17=19 tub son hosil bo‘iadi.

n=2,15 bo'lganda ham i - n+17 ifodaning qiymati sifatida 2.3, 29.
17,47, 59, 73, 89, 107, 127, 149, 173, 188 b

gilamiz.

Induksion o‘tishni tekshinnasdan
w' +p+17 ifodaning qiymati tub
noto‘g'ridir, chunki, m'u!iiﬂﬂzfl, a =
qiymati mutrakkab sondir: #° +




S- misol. Biror » natural son uchun 9915 +1 son bunm sonning
kvadrati bo‘ladimi? Bu savolga javob berish uchun, # ning dastlabki o'n,
yuz, ming, million, milliard, hattokt, trillionta giymatlari uchun 991s" +1
ifoda tekshirilganda, uning qiymatlaridan birortasi ham butun son kvadrati
bo‘Imasligi gqayd etilgan. Shunday bo'lishiga qaramasdan bu tasdiq
asosida, induksion o‘lishni bajarmasdan, “ixtiyoriy naturat » son uchun
991n* +] ifodaning giymali butun sonning kvadrati bo'lmaydi” degan
xulosa qilish mumkin emas. 991n" +1 ifodaning givmati butun sonning
kvadrati bo'ladigan n naturai sonming boriigi va bunday sonning eng
kichipini o'nli sanoq sistemasida yozganda 29 fa (!) ragam bilan
ifodalanishi komputer yordamida aniglangan (garang: Jopodeer [ B.

[oranop M. K., Posoe H. X. INocoSie no MaTeMATItKY 114 OOCTYHAIOULIN
& By3s, M.; Haysa, 1976, - 640 c¢.). m

Matematik induksiya wsulining tatbigiga yana bir misol sifatida
quyidagi teoremani isbotlaymiz.

1- teorema. xtiyoriy chekli A ro'‘plam wchun |2"| = 2" tenglik
o ‘rinfidir,

Isboti. Matematik indnksiya usulint benlgan to'plamning guvvati
bo'yicha qo‘llaymiz.

Baza. Dasllab A to‘plamning elementlari soni nolga teng, ya'ni
| A}=0 bo‘lganda tecremaning tasdig'i bajarilishini ko‘rsatamiz. A, =&

bo'lsin. U holda A=4 uchua |40, 2'=2°={C} wa

|2z|=‘{®}i=l =2° =2 bo'ladi. Demak, teoremaning tasdig'i | A|=0
bo*lgan ha! uchun to*g*nidir.

induksion o'tish. Chekli £ elementli ixtiyoriy A4, to‘plam uchun
teoremaning fasdig'i to'g'ri bo'lsin, ya'ni A= 4, bo‘lganda [2°|=2"
tenplik bejarilsin, k+1 clementli 4,,, lo‘plamei garaymiz. Ravshanki,
A=4,, uchun |4]=%k+] bo'ladi. Qarzlayotgan A to'plamning
ixtiyoriy @ elementi uchun 2% bulcan to'plamni o‘zaro kesishmaydigan
ikkia B, ={X|Xc2'aeX} va B ={X|Xc2',ae X} to'p-
lamlar birlashmast sifatida yozish mumkin. Demak, IZ"‘ =|B; I +|Ba’ )

Tuzilishiga ko‘ra, B, to‘'plam & elementli to‘plamning buleanidan
iborat. Shuning uchun, induksion o'tish faraziga ko'ra |Ba' | =2" ho'ladi.
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B, w'plam vsa 8] to'plameing har bir ciument-lo*plamiga ¢ elementni
kiritish yvordamida hosil gikingan. Bundan IJB,:|=|B‘,'|=2Jlt kelib chigadi.
Demuak, i 4= & +1 bo'lgan hol uchun

|24 =|B;| +|B;:=2" +2* =22 =2 = 2% u

Ushbu Dbobning 3- paragrafida 1- {eorcmaning  kombinatorik
tushunchalargs asoslangan boshga 1sboti keliiriladi.

Berilgan chekli 4 to’plamning buleani uning barcha gism to*plam~
laridan  tuzilgan t(o‘plamy bo'lgani sababli |- teoremada isbotlangan
3"[= 2t teaplik A to'plamning buleanini 2 ko*rinishda belgilashga
asos bo'lu aladi.

Kombinatorikada sodda, o‘z-o'zidan ravshan bhe'lgan, ammo muhin
qoidalar bor. Bunday goidalar sifatida go‘shish, ko'paytirish hamda
kirttish va chiqarish qoidalari deb ataluychi goidalarni ka'rsatish nmmkin.

mta clementli A to‘plam va #nia elementli B to'plamlac berilgan
bo‘lib. ular kesishmasin. Qe*shish qoidasiga ko‘ra, 4 yoki B to'plamga
tepishli bo'ladigan biroria elementni tanlash imkontyatlart sont ( 77 + 47 g
tengdir. “Yoki® gnidasi deb ham ataluvehi bu goida mazmunini quyidagi
teorema (isboti o'quvchiga havota qilinadi) ham ifodalaydi.

2- teoremu. Agar ixtivoriy chekli A va 8 toplamlar uchun
ANB =D bo'tsa, uholda | AJB|=| 4|+ | B[ boladi.

Demak, qo‘shish qoidasiga ko‘ra, kesishmaydigan ikkita to*plam
birlashmasining quvvalti she to‘plamlar quvvatlarining yig“indisiga tengdir,

Ko'paytirish qoidasiga asosan, » ta elementli 4 va #1a elementli
B to'plamlarning elementlaridan wzish mumkin bo‘lgan barcha < a,b >
(ae A, be B) kongjlar (jufthiklar} soni mx ga teng. Bu qoida “va”
goidasi deb ham ataladi. Uni quyidagi teorema ko‘rinishida ifodalash ham

muimkin.
3- teorema. [Ixtiyoriy chekli A va B to'planlar uchun

| AX B |=| A || B tenglik o rinlidir.

Isboti o‘quvchiga havola qilinadi. m

Demak, ko'paytirish qoidasiga ko', ixtiyoriy ikkita chekli to'plam
Dekarl ko‘paytmasining quvvati shu to'plamlar quvvatlarining ko'-

payimasiga tengdir.
Umumiy holda, agar chekli 4 va B to'plamlar hech bo'Imaganda

bitta umumiy elementga ega bo'lsa, u holda |A4|+|B| yigindining
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giymatini aniglashda A[JB to'plamning ba'zi elementlannt., amgrog'l,
AN B o plamning etementlarini ikki marta hisobga olishga 10 2" ri keladi,
Bu mulohaza asosida quyidagi tasdigqa kelamiz.

4- teorema. Ixtivoriy chekli A va B roplomiar  uclun
|AUB|=| A|+ B[~ | AN B| tenslik o rinkdir.

Isbeti.Osonlik bilan ko rish mumkinki:

3) AUB=AU(B v A) va ANN(B VA =D

b} B=(ANBWNHB D va (ANBMUEB =D

Bu munosabatlarga  2-  teoremani  o’llasak, wmos  ravishda
VAUBH AL+ BVA| va |B|=ANBI+|B4 4] tensliklumi  hosil
gilamiz. Bu tengliklardan isbotlanishi kerak bo‘lgan wenglikni hosil gibish
QIyI0 CTias, m

4 ieoremaning sdigiini umumiy holda ikkita chekh to'plamiar
birlashmasining quvvatini hisoblash qoidas: deyish mumkin. Bu goidamng

ma'nosidan kelib chiqqan holda, uni kiritish va chiqacish goidasi deb
atash gabul qilingan.

Ravshanki, 4- (eorcmada keltinilgan tenglhikdan foydalanib | A7, | £ .
1 AUB]| va | A[}B| migdorlaming ixtiyoriy uchtasi ma'jum bolganda
to‘rtinchisini hisoblash formulasini hosil qilish mumkin.

Yuqorida bayon qilingan ikkita to‘plam uchun go*shish, ko*paytirish
hamdz kintish va chiqarish goidalanini chekli sondagi istalgan chekli
to'plamlar uchun umusmlashtirish mumkin,

Asvalo, kiritish va chigarish qoidasining umumlasmasi sifatida
quyidagi teoremani keltiramiz.

5- teorema (umumlashgan kiritish va chigarish qoidasi).
fxiivoriv chekli A, A,, 4,,..., A_ to plamiar uchun

|4 U4, UA4U. U4 =[4]+{4]+]4]+..+]j4,|-
~|4 N A ~14 04| - |4, DA+ [ ANANA+|4 N AN 4]+
+o4l4, N4 N4l— .+ (=D [4N40..N4,

mantosabat o rinlidir.

Isboti. Teoremani isbotlash uchur matematik induksiya usulim
qo‘llaymiz. £ =1 bo'lgan hol uchun teoremaning tasdig'i trivialdir.

Induksiya usulining bazasi sifatida £ =2 bo'lgan holni qaraymiz. Bu
holda teoremaning tasdig'i 3- teoremaga asosan to'g'ri.
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Induksion o'tish: teoremaning tasdig'i # =4 uchun to*g'ri, ya'ni
|4 UAUA. U4 =14 +af+. +A]- |4 N 4| -]4N4)-
— = |4 DA+ + AN AN A+ 4 N AN 4|+
k|, NALNA]|— A= 4N0A4N.NA

tengtik  o'rinli bolsin. Tasdigning #=4+1 bo'lgan holda 10'g'ni
ckanligini ko'rsatamiz. Avvalo, A, 4, A,,...A4,. 4, to'plamlaming

At A4UAU..UA U4, bidashmasini (4UA4UAU.UAIUA,

ko‘rinishda ifodalaymiz. So'ngra 3- teoremani va kesishmaga nisbatan
umumlashgan distributivlik gonunini qo'llab hamda teorcma tasdig‘ining
7=k uchun 0" g riligini hisobga olib, quyidagilarga ega bo'lamiz:

(A UAUA VLA UA, [=[4AUA4LUAU U4+
+ide =AU 4 U4 U U AN A =
=) #] 4|+ | A = |y D ] = |, N A =AM 4, [+
+] 4, N A, N A+ A N A, N A+ 4[4 N AL D A=
et (=D A4 N A NN A+ 4,
— (04 N A DU N A DU N A QUL UGN Ay
Bu ifodadagi oxirgl ayriluvehi 4 N4, ({=123,..,&) ko'rinigh-
dagi & ta to‘plamliar birlashmasining quvvatini ifodalaydi. Shuning uchun,
induksiya faraziga ke'ra, bu ayriluvchini quyidagicha yozish mumkin:
(4, N AU N 4, ) U AN AU U4 N A,,)i=
A N A +14 N A [+]4, 0 Apal 4N Al
i, YA N AN A ) =[N AN N A ) =
= (A VAN O A+ 1A N A NANAINA N A +
+04 NA_DINANAINANA ) ot
+(Aps N AN Ay N ALDN (AN A~
A (DA D A (A N A )N, N A =
- |A| ﬂA,,+.|+ 4, n/fml'*']ﬂs ﬂA,,,I‘!-...-l-rA, nAml"

&3




=14, NA N A -4 N AN A, |- =]A O 4, DAL +
|, VA A VA A N AN A, DA, [+
4 NN NAL |+ + 0 404NN 4N AL
Bu ifodani 0"z o"miga qo'yib
AU A4, UA U U, Uy =[]+ | d] + | 45]+ o[ A 445 -
A0 A DA -, DA+
HANANA AN AN A+ 4[4 NANA -

— et (=04, N A, NN A A,
tenglikni hosil gilamiz. =
6- teorema (umumlashgan qo'shish qoidasi). Jufi-jufri bilan
kesishmaydigan ixtivoriy chekli A,, A, ,..., A, 1o 'ptamiar uchun

iAI U4U.U Anl =]A|| +lA:l+ ’""'"!Anl
tenglik o rintidir.

Isboti. Teorema shartiga ko'‘ra barcha 1/, ; =E i= j.indekslar
uchun A,-na‘!, =@ bo'lgani sababli 5- teorema asosida kerakli tenghikni
hosil gitamiz. =

T-teorema, Ixtiyoriy chekli A, A,, A,,.... A, to'plamlar uchun

|4 N4, NANNA|=|4]+]|4]+A]+ ...+ |4, -
AUAI- AU A=~ |4, U A+
HaAUALUA|+}4 VAU A+ +14,,04,,U4[-
— et DA U AU U 4,

munosabat o rinfidir.

Isboti o’quvchiga havola qilinadi. m

8 teorema (umumlashgan ko'pavtirish goidasi). Liementiar:
soni mos ravishda ny,ny,ny,....n, bo'lgan A, 4, A,,..., A, to'plamiar-
dan faqat bittadan element olib tuzilgan k uzunlikka ega kortejlar sont
M. 0, ga tengdir.

Isboti. Teorcinani isbotlash uchun matematik induksiva usuling
go*llaymiz. & =1 bo‘lgan hol uchun teoremaning tasdig'i trivialdir.
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induksiya usulining bazasi sifatida & =2 bo*igan holri qaraymiz. Bu
holdia (eoremaning taschg'i yngorida keltirilgan ikkita to*plam uchun
ko' puytitish qoidasidan kelib clugadi,

Induksion o'tish: tcoremantng tasdigi A=5 (s=14—1) uchun
to'g'ri botlsin, ya'ni, A, A,..., 4, (o'plamiardan fagat bittadan ¢lement
olib tuzilgan s uzunlikdagi konigjlar soni mn,. n bo'lsin deb faraz
qilamiz. Teorema fasdig'ining £ =s+1 uchun ham to'g'ri ekanligini
ko'rsatamiz.

A A, A4, ..., A, o'plamlardan faqal bittadan element olib uzunligi
{5 +1)ga teng bo'lgan kortejlar sonini anglash uchun turlicha usellardan
foydatamsh mumkin. Bu yerda quyidagi usul bilan kerakli natijant olsa
bo'ladi. Dastlab wzunligi birga teng bo'lgan kertejlami tuzamiz. Uzunlig
birga leng bo'lpan korlejlar berilgan 1o’ piamlaming ixtiyoriy binidan faqal
betta clementni tanlash yordamida luzelisht ravshan. Taubiiyks, agar uzunligi
birga teng kortejlar 4, ={a,,.4,;....,q,, } to'plamning elementlaridan
tuzilsa, bunday kortejlar som #, ga woxlic.

Uzunligi birga teng kortejlardan ixtiyoriy birini, masalan, «,, ni olib,
uning o'ng iomoniga A, to'plamdan boshga biror to'plamning, masalan,
A, = {ay,,a45,.0ay, } 0'plamning elementlaridan birini joylashlirib,
birinchi koordinatasi «,, bo'lgan uzumligi ikkiga teng #, ta kortciar hosil
qilamiz. Uzunligt birga teng kortej sifatida #,ta kortejlardan ixtiyoriy
birini olish mumkinligini hisabgo olib, hammasi bo‘lib uzunligi ikkiga
teng mn, (3 kortejlarga ega bo'lamiz.

Uzunligi ikkiga teng kortejlarning har bitiga o'ng tomondan 4, va A,
to*plamiardan boshqga biror to‘planwing. masalan, A4, ={a,,,d;;,....a;,, }
to‘plamning #,1a elementiaridan birini joylashtirib, uzunligi uchga teng
#, ta korlejlar hosit gilamiz. Bu yerda uzunligt ikkiga leng kortej sifalida
i, ta korlejlardan ixtiyorly birini olish mumkinligini ’(iborga olib,
wzunligi uchya teng #,n, 1, ta kortejlami hosil gilamiz.

Korlejlar hosil qgitish jarayonini yuqoridagiga o'xshash mulohazaiar
bilan davem ettirib, bu kortejlaming har biriga o‘ng tomondan
Ay, A,,..., A, 1o°plamlardan boshqa 4., = {4111 Fppiyzreens Gy, § 10'P-
latning 1., 1a elementlaridan birini joylashtirib, uzunligi (s+ i) ga teng
bo‘lgan #,,,ta kortejlar hosil qilamiz. Bu yerda ham uzunligi s ga teng
korte) sifatida m,2,.., ta kortejlardan ixtiyoriy birini olish mumkialigini
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¢'tiborga olamiz. Shunday qilib, n71,...21, marta 1 12 koriej hosil bo'kb.
Demak, uzunligi (s +1) ga teng bo‘lgan kortejlar np,.n 1 tadir, o

Muammeali masala va topshiviglar

1. Uchnehi wanibli figurali sonlar gawashigan amaliy misol keluring.

2. |, 3,6 va 8 ragamlaridan foydalanib onli sanog tizimida bir. ikki,
uch, 10°rt xonali barcha sonlami yozing.

3. Matematik induksiva usuli yordamida arifinetis va geometrik
progressiyalarning umumiy hadlard hamda dastlabki 7 te hadlar
yig'indisini topish formulalarini isbotlang.

4. Matematik induksiya wusulini go'llab quyidagi formulbularni
isbotlang:

a)l—l—+1——l—+...+—! --]--= = ] +%. Ly
B3 g RIS I 1L T e 2 2n
) [ nh) S {n+hf
j ; : sin| ¢+ — [sin
b)sin x +sin(x + M+ +sinix + k) - 2 e Phy

| -
2
yerda Az 2nk, ke Z.

5. Matematik induksiya uvsulidan foydalanib, quyidapi tasdiglarm
isbotlang:

a} ixtiyoiy ne N uchun 11"7 +12™*' son 133ga qoldigsiz
bolinadi;

b) 112° —14a+320 (a —butun son) tengsizlik o'rinlidir,

d) l+3lz+5g+...+J;>2(J;+l—l) tengsizlik o'rinbidir, bu
yerda ne N van22.

6. 2">n" tengsiziik o'rinki bo'ladigan barcha natural » sonlami
woping.

7. [xtivoriy » natural son va chekli 4 1o‘plam uchun IA"I:I A
tenglikning o'rinli bo'lishini matematik induksiya usuli yerdainida
isbotlang.

8. Yetti so‘mdan orliq butun son bilan ifodalanuvchi pul to‘lovini

faqat 3 so'mlik va 5 so'mliklar bilan amalga oshirish mumkinligini
isbotlang.
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9, “Kombinalorika"™ se'zidun bitta unlt yoki undosh harl tanlash
imkontyatlari sonini amglang.

1. 13 nafar giz va 12 nafar o'g'il beladan tashkil topgan talabalar
gurehidan bir nafar 1alaba tanlash imkoniyatlars sonini aniqlang.

11, “Kombinaturika™ so*zidan bina unli va bitta undosh harl tanlagh
imkoniyatlart sonini aniglang.

12. Qiroatxonada har biri ikki o'rinli stollar to‘rt gatorga sakkiztadan
joylashuin]gan. HNaflaning vakshanba kunidan tashqari har kuni qiroalxona
o'quvchilorga sakkiz soat xizmat ko'rsatadi. Qiroalxonaning bir hafiada
o'quvchilarga mumkin bo'lgan eng ko'p xizmal ko'rsatish vaglini (o'rinX
soat burfigica) toping.,

13, Agar 4 va R shaharlami to'rtta yo'l, 8 va C shaharlami esa
nchta yo’l bog'lasa, u holda A shahardan 8 shahar orqaii C shaharga
borish imkonivatiari senini aniglang.

14. Shaxmat loxtasiga oq va qora shohlami  bir-biriga hjum
Qitmaydizan holkla joylashtirish imkoniyatlars sonini toping.

15. Shaxmat (axiasips og va qora tuxiamt bir-biriga hujum
gilmaydigan holda joylashtirish imkoniyatlari sonini toping.

16. Yakkamualliftikda yozilgan Axmedovning #, ta, Botirovning 2,
ta va Davronavhing 5, 1a kitoblardan:

a) bitta kitobni, b) turli muailiflarning ikkita kitobini,

d) turhi mualliflaming uchta kitobint
tanlash unkoniyatlan somint amiglang.

17. Agar larkibida # ta savoli bo‘Igan so‘rovnomaning har bir savoliga

a) “ha” yoki “yo'q”, b) “ha”. “yo'q”, “bilmayman”degan javobni
yozish munikin bo‘lsa, u holda so'rovnomaning savollariga berish mumkin

bo'lgan barcha javoblar imkoniyatlari sonini aniglang.
18. Universitelning “Matecmatik modellashlinsh™ katedrasida |2 nafar

prolessor-o*qituvechilar bo'lib. ularning har biri o'zbek va rus tllaridan
tashgari yana hech bo’lmasa bitta chet tilini biladi. Professor-
o'gituvchilarning 10 nafari tojik, 7 nafari ingliz, 6 nafari esa olmon Lilini
bitadi. Agar professor-o‘gituvchilaming 5 nafari tojik va ingliz, 4 nafari
wjik va almon hamda 3 pafari inghiz va olmon tillarini bilsa, u holda
o' zbek va rus titlaridan tashigari: a) uchala chet tiling, b) ikkita chet tilini, d)
(2qat ingliz tilini biladigan professor-o'qituvchilar sonini aniglang.
19. Quyidagt formulant ishotlang:
max(d,.....a, Y =a +..+a, —min{e,a,}—...~min{a,_,,a,)+

+min{a,.a,,a, )+ ...+ min{a, _,.q,_,,4,)— .. F(— 11 min(a,....,a, ) .
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Musragii ishlash nchan savollar

1. KXombinaworka predmeti nima’

2. Kombinatorika sohasida ilmiy tadgiqotlar ohb bargan qgaysi
olimlami bilasiz?

3. Kombinaorika matematikaning alobida ilmiy yo'nalishi sifanda
gachon shakllandi?

4. Figurali sonlar deganda nunani tushunasiz?

5. “Kombinatorika™ ibarasi kim tomenidan, gachon Kiritilgan?

6. Matematik induksiya wsulidan foydalanib tasdiq qanday isbot-
lanadi?

7. Qo’shish va ko'paytirish goidalari ganday ifodalanadi”

8. Umumlashpan qo'shish va ko paytirish qoidalariri bilssizini?

2.2. Asosiy Kombinatsiyalar

To'plam. Elemem. Kembinaisivo. O 'vin almashtirish, Betakror o 'rin
almashtizish. O 'rin aimashtirishlar soni. Q'rinlashtivish. O rinfashtirixblar soni
Gruppalash. Gruppalashlar soni. Ko 'paytirish goidasi. Matematik induksiye

usuli. Fakiorial.

2.2.1. O'rin almashtirishlar, Elementlari @,.«,, a, ..., bo'lgau
10'plamni garaymiz Bu to'plam elementlarini har xil tarubda joylashtirtb
(yozib). mzilmalar (kombinatsiyalar) hosil qilish mumkin. masalan,

sty o L T N TR T T e S -

Bu tuzilmalamning har birida berilgan o'plamning barcha elementlars
ishtirok etgan helda wlar bir-biridan fagat elermentlarining  joylashish
o'nnlari bilan farq qiladilar,

1- ta’rif. Shu wul yordamida hosil gifingan kambinatsiyvalarning
har biri berilgan {a,.a,,a,,...a } to'plam elementiarining o'rin al-
mashtirishi deb otaladi.

Aslida “‘o'rin almashtirish” iborasi (o'ptam elementlarining o‘rinfarini
o'zgartirish harakatini anglatsada, bu yerda uni shu harakat natijasida hosii
bo‘lgan tuzilma sifatida go‘ilaymiz. Bu iboradan uning asl ma'nosida ham
foydalanamiz.

Q‘rin almashtirishni ifodalashda uning elementlarini 2jramychi belgi
sifatida yuqorida “” (vergul) helgisidan foydalanildi. Amma bu muhim
emas, bu yerda boshga belgidan ham [oydalunish, hatioki, yozuvning
ixchamligi magsadida, elementhar orasidagi ajratuvchi belgilami tushirib
qoldirish ham mumkin. Bu eslatma bundan keyin bayon etiladigan boshga
kombinatorik tuzilmalar uchun hatn ¢'rinlidir.
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To'plam  tushunchusiga  asoslanib, bu  ycrda garalavotgan «o'rin
atmashtirishlar tarkibida ¢lementlatning akrodanmaskgini estatib o'tamiz,
Shu sababli bunday o'rin almashtinshiami betakror (1akrorli emas) o‘rin
almashtirishlar deb ham atash mumkin. Ushbe bobning 4- paragrafida
takrorli o*rin almashticishlar ko‘riladi.

Berilgan #ta clementli to’plam uchun barcha ¢'rin almashiirishlar
sanini P, bilan belyilash qabul gilingan',

Bitta efementh {a} 1o°piam uchun fagat bitta a ko‘rinishdagr o'rin
almashtirish borligi ravshandir: £ =1,

Ikkita clemensii {a,b} to'plam elementlartdan o‘rin akmashtirishlanti
bitta elementh {«} to‘plam vchun « o'rin alinashtirishidan foydalanib
quyidagicha 1ashkil gilamiz: & ¢lement 2 clementdan keyin yozilsa, ab
o'rin almashunshga, oldin yozilsa esa be o'rin almashtirishga ega
ba‘lamiz. Demak, ko'paytirish goidasiga {(ushbu bobning I~ paragrafiga
garang) binoan (kkita o‘rin almashtinsh bor: 2 =2=1.2.

Uchta clementli {e,b,¢} to'plam uchun o'rin almashtirishlar tashkil
qilishda ikkita elementli {a,h} to'plam uchen tuzilgan @& va ba o'rin
almashtirishlardan  foydalanish  mumkin.  Berilgan toplamning ¢
elementint b va ba o'rin almashtirishning har biriga uch xil usul bilan
juylashtirish mumkin: ulaming elementlaridan kevin, elementlarining
orasiga va elementlaridan oldin. Ko'paytirish goidasini go‘llasak, uchta
elementli {o.b.¢} to'plam uchun oitita (£ =6=1-2-3) har xil o'ra
almashtirishlar hosil bo'tishint aniglayiniz. Ular quyidagilardir:

abe, ach, cab, bac. bea, cba.

To‘rtia elementti {a,b,¢.d} to*plamni qarab, uchta elementli {a,b,¢}
to'plam uchun tuzilgan oltita o'rin almashtirishlaming har biriga &
clementni 1o'rt xil usul bilan joylashtirish imkoniyati borligini e’tiborga
olsak, ko‘paytirish yoidasipa ko'ra, P, =24=1-2-3-4 bo'lishini
topamiz. Bu yerda barcha o'rin almashtinshlar quyidagilardir:

abed, abde. adbe, dabe ,

achd, acdb. adeb, duch,
cabd, cadb, cdab, deab .
bacd, badc, bdac, dbac |
bead, beda, bdea, dbea
chad, chda, vdbu, deba .

| Fransuzcha "permutation™ s0'zi o'rin almashirish ma’nosici anglatadi.
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Shu tarzda davom elib “nta ¢lementli to'plam uchun barcha v'rin
almashtirishlar <oni birdan »gacha bo'lgan barcha natural sonlarning
ko'payimasiza tenp” deb faraz gilish mumkin: £, =1-2. .- {#—1n. Bu
farazring to*g'riligr quyidag 1- tearemads ishot gilinadi.

Dastlabki # ta pawral sonlar ko'paytmasini #! ko' rinishida' belgilash
gabul qilingan, ya'ni F-2-3. .a=pm_ 2! belusidan bunday ma’noda
bininchi bo‘lib K. Kramp~ 1808- yilda nashr elilgan algehra bo"yicha
qo'llanmada foydalanpan.

1.2.3. . ifodada n=1 bo'lganda fagat 1 soni ishtirok cradi,
shuning uchun, ta’rif sifatida 1'=1 dcb hisoblash gabul gilingan. Bundan
tashqan, # =190 bo’lganda esa »' tloda umuman ma nosint yo'gotadi.
Lekin, ta'rif sifatida Ql=1 deb qabul gilinadi.

1- teorema. Elementlari soni na bo'lgan fo'plam wchan o'rin
almashtirishlar soni Wl ga teng. va'ni P, = n!.

Isboti. Teoremant isbotlash uchun matematik indukstya usuhdan
foydalanamiz. Asos to'g‘riligini, ya’'ni teotemanmng lasdig'i # =1 vchun
to*g'nligini yugorida ko'rdik. Induksion ¢'tish uchun lcaremaning tasdig’s
biror natural 1 = & uchun to'g'ri bo*lsin deb faraz qilamiz. ya'ni £ = 4&!
bo‘lsin. Ravshanki, (X +1) ta ¢clementli to*plamni & ta elementli 10 plamga
yangi {k +1)- elemenini kiritish yordamids hosil gilish mumkin, Bu
(k+1)- elemenini % elementli to'plam uchun barcha 4&!ta o'rin
almashtirishlarning har biriga quvidagicha (% +1) xil usul bilan kiritish
rmumkin:

1- elementdan oldin,

1- va 2- elementiar orasiga,

2- va 3- elementlar orasiga,

{k —1)-va & - elementlar orasiga,

k - elementdan keyin.

Shunday qilib, ko‘paytirish qoidasiga binoan, (4 +1)1a elementli
to‘plam achun jami AWk +1)=(k+1)! ta o’'rin almashlirishlar hosil
bo'ladi. ya'ni £, =(A+1}!. =

' Bu yozun “en faktorial” deb o'giladi; faklorial so°si lotincha “factar” sozidon olingan bu'lib.

. ko'paytenchi ma'nosini anglatadl.

* Kristiao Kramp (Chostian. 1760-1826) - olmon malematigi. Asosiy ishlan kembinatorika,
§oometriyn va algebraga hagishlongan.
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1- misol. Besh nafar tomoshabinlarping beshta o'rinni egallash
imkoniyatlari (variantiari) sonini toping.

Agar tomoshalvinlarns a,b,c,&,¢ harllar bilan belgilasak, u holda
T ={ub.c.d e} wmoshabinlar wo'plamiga ega bo'lamiz. Tomoshabin-
larti o rinlarga joylashhrish imkoniyatlarining (variantlarining) har biriga
tomoshabinlar 77 to'plami elementlarining gandaydir o’rin aimashtirishi
tnos kelade. 77 w'plam bestia elemenddi bo'lgani uchun, 1- teorcmags
asosan, £ =f-2-3-4.5=120 bo'ladi. Demak, besh nafar tomosha-
binning beshia o*rinni egallash imkoniyatlari soni 120ga teng. =

2- misol. Shuxmat bo'yicha musobagada har birining tarkibida to'nt
nafar o' vincln bo*lgan ikkita jumoz ishurok ewmogda. Har bir jurnoa rahba-
ngae to'rita shaxmal taxtasida o'vimlar o‘tkazish uchun o‘yinchilarni ix-
byorty ravishda tartiblash imkoniyati berilgan. Musobaga gatnashchila-
oning shaxmat taxtalarini egallash imkoniyatlari (vartantlan} sonini
loping,

Har bir komanda a’zolari uchun shaxmal taxtalarini egallash imko-
niyailarini /2 = p! (ormula yordamida hisoblash mumkin: P, =4!=24.
!amoalardagi o' yinchilarni ixtyary ravishda tartiblash mumkin bo'l-
eanligidan, ko'paytrish qoidasiga ko'ra, musobaya qatnashchilarning
shaxmat taxiatarini egallash imkoniyatlari (variantlari) soni 24-24 =576
bo'ladi. m

2,2.2. O‘rinlashtirishlar. #ta elementi {a,,4.,8y,...4a,} to'plam
berilgan belsin.

2-ta'rif. {a,,a,,a,,....a,} {0 'plamning ixtiyoriy m ia elementidan
hosil gifingan tartiblangan {4, ,a, ,...,q; } tuzilmaga fkombinaisiyaga) n
ta elementdan i tadan o‘rinfashtirish deb atalady.

Bu ta'rifdan ko'rinib turibdiki, elementlati soni bir xil bo'lgan ikkita
har xi] o‘rinlashtirishlar bir-biridan elementlari bilan yoki bu tlement-
larning joylashish tartibi bilan farq qiladi. Bundan lashqari, #1la
elementdan 1 tadan o'rinlashtirishlar uchun m < n bo'lishi ham ravshan.
Bu yerda qaralayotgan o'rnlashtivishlar tarkibidagi elementlaming
takrorlanmasligini eslatib o‘tamiz. Shu sababli bunday o'rinlashtirishlami
berakrar (takrorli cmas) ofrinlashtirishlar deb ham atash mumkin.
Ushbu bobning 4- paragrafida takrorli o'rinlashtirishlar ko*riladi.

Berilgan #1a elementdan »1 tadan orinlashtirishlar soni, cdatda, A7
bifan belgilanadi'.

1 v, - .y - e .
Fransuzeha “amrangement” sa'z o tinlashiirish ma’oosini beeadi,
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Rayshanki, berilgan #ta a,.@¢,.a,....a, clementlardan bittadan
o‘rinfashtirishlar #ta bo'ladi {bular: &, : &2,; va hakaro, « ). ya'ni
A=n. i

n1a elemenidan bittadan o' rinlashtirishlar yordamida # ta clementdan
ikkitadan o'rinlashtirishiami quyidagicha wzish mumkin. # ta clementdan
bittadan o rinlashisishlarning har biridagi elementdan keyin voki oldin
qotgan {n—1}ta elementlardan ixtivoriy bittasini joylashtirsa bo'ladi.
Natijada, ko‘puytirish goidasiga binoun, jami soni /1' =pa(n—1)
bo‘lgan 1 ta elementdan ikkiadan o'rinlashiirishlarni hosil qifanniz.

Shu kabi, n1a e¢lementdan uchtadan v rinlashiinishlarni hosil gilish
uchun mta elementdan ikkitadan o'rinlashtirishlarga murejaat  qilish
rmumkin. Bu yerda » ta elementdan ikkitadan o'rinlashtirisbiarning har biri
uchun uni tashkil etuvchi ikkila elementlardan oldin, ¢lementlar orasiga
yoki elementlardan keyin gqolgan (v —2)l1 elementlardan ixtiyory
bitiasini joylashtirish imkoniyati bor. Ko'payiirish goidasiga ka'ra natijada
jami soni A: =n{n—1)n—2)ta bo'lgan nita clemenldan uchladan
o'ninlashtirishlami hosil gilamiz.

Shunga o‘xshash mulohaza yuritib, rnta elementdan to‘rttadan,
beshiadan va hokazo o'rinfashlirishiar soni uchun oy slodalarni aniglush
qiyin emas.

2- teorema. nia elememdan miudun o ‘rivlashtivishlar soni eng
kailasi nga teng bolgan mia ketma-ket natural sontarning
ko ‘paymmasiga tengdir, ya'ni AT =n(n~1)..(n—m3+1),

Isbotl. # - ixliyoriy natural son bo*lsin. Teoremani isbotlash uchun
matematik induksiva wusulini qo‘llab, leorema tasdig'ining # dan
oshmaydigan ixtiyoriy m nawral son uchun to‘g'riligini ko’rsatamiz
(ya'ni induksiyani 77 bo‘yicha bajaramiz).

Baza: yuqorida A,', = rz ekanligi aniglangan edi, ya'ni leorema lasdig‘i
m =1 uchun to‘g*ridir.

Induksion o'tish: A7 =n{n—1)..{n-—m+1) formula m=%k<n
uchun to'g'n bo'lsin deb faraz gilamiz va uning m=4 +1 uchun ham
to'g'cl ekanligini ko'rsatamiz »stz elementdan (& +1)tadan o'rinfash-
tinshlaming ixtiyoriy bittasini quyidagicha hosil qilish mumkin. Bunday
o‘ninlashtirishning birinchi elementi sifatida berilgan {a,.c,.d,.....2,
to'plamning istalgan elementini, masalan, @ ni mzilayotgan o‘rinlash-
tirishga joylashtiramiz. Undan keyin umumiy som A4, ga teng bo‘lgan
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(2~ 1)ta elementdan & tadun  orinlashtirishlaming ixtiyoriy biridagi
barcha elemenlarni poylashuramz. Birinct elementi e, dan iberat bo'lgan
barcha m1a clemenidan (4 + Y adan v'rinlashtirishlaming soni A_f_,ga
tengdir.  Bunday  o'rinlashtirishlaming  birinchi  clementi  sifatida
W ay a0 ) Wi planming ixbyorty clementini tanlash mumkinligin
e'tihorga olsuk, ko'paytirish qoidasiga binoan, berilgan 2t elementdan
{4 1) tadan o rinlashtivishlar soni quydagicha aniglanishi kelib chigadi:
A =gt = - D~ 2) . f(n-H-k+ )=
=nln-T). (n=(k+1)+1).

Bu munosabat ishotlanayatgan formulaning m=4k+1 uchun
to' g riligini ko rsatadi. m

3- misal. Guruh 23 nafar talobadan tashkil topgan bo'lsin. Bu
guruhda  guruh  sardori. purul) sardoriniog yordamchisi va kasaba
uyushmasining guruh bo'vicha vakiling saylash zarur. Har bir talaba bu
vazifalardan fagat bittasini bajaradi deb hisoblansa, saylov natijalari uchun
gancha imkoniyat mavjud?

Bu yerda 25ta efementli tslabalar o plamining tartiblangan uchta
elementii (guruh  sardori, puruli sardorining yordamchisi va kasaba
uyushmasining gurahl bo'yicha vakili) gisin to‘plamlaci sonini anigtash
zarur. Bu esa 2512 elementdan uchtadan o'rintashtirishlar sonini topish
demakdir. Qo'vilgan savolga javob topish magsadida 2- teoremadagi
ishotlangan formwlani #=25 va m=3 bo'lgan holda qo’llab,
Al =25-24-23=13800 ekanligini aniglaymiz. Demak, guruhdagi
saylov natijalari uchun 1380(ta imkoniyat mavjud. &

n'
A" =p(n=1D..(n=m+1) formulani 4= - - - ko'rinishda
(n—m)!
ham yozish mumkin. Iaqigatdan ham,
— L.t —m + L) — m)! t
‘,‘I:" — ;;(;7—1)".(n—;3;+[)=w_ 0 .m]. - N—'
(rr—m)! (n=m

Yuqorida takidlaganganidek, #7ta elementdan a2tadan o‘rinlash-
tirishlar » elememli to’plamning bir-biridan tarkibi bilan ham,
elementlarining joylashishi bitan hain farqlanadigan qism to‘plamlaridan
iboratdir. Agar bu o‘rinfashtirishlarda » (a elementli lo‘plamning barcha
clementlari qatnashsa (ya'ni #=n bo‘lsa), #ta elementli to'plarn uchun
barcha o'rin almashiirishlar hosil bo'lishi tabiiydir. Shu tufayli, o‘rin
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almashtinshlaming oldin keltirilgan ta'rifiga ekvivalent quyrdag ta’rifm
ham berish mumkin.

nta elementli to*piam uchun o'rin almashtirishlar deb # ta clementdan
n tadan o‘rinlashtinshlarga aytiladi. Bunda har bir element tagai bir marta
gatnashadi va ular bir-biridan fagat o'zaro joylashishiarn bilun farg
giladilar,

O‘rin alimashtirishlaming bu ta’rifiza asosianib 22 1a clementls to*plam
uchun o'rin  almashtirishlar soni  formulasini o rinlashtinshlar  soni
formulasi yordamida hosi! qilish mumkin. Haqigatdan ham,

P =A =nn=1)..(n—(u-D=a(n—-1..2-1=n
yoki
o= de= N =M n!
(w—m! 0V 1

2.2.3. Gruppalashlar. {g,,0,,a,....a_} to‘plam berilgan bo'lsin. Bu

n elementit to‘plamning elementlaridan m1a elomelga ega gism
to‘plamlarni shunday tashkil etamizki, ular bir-binidan elementlarining
joylashish tartibi bilan emas, faqat tarkibi bilan farq gilsinlar.

3-ta’ril. Bunday m ta elementli gism te 'plamiarning har biriga n
ta elemenitdan ni tadan gruppalash deb ateladi.

#1a elementdan mr tadan gruppalashlar sonini C™ bilan belgilaymiz'.
Gruppalashlar  sonini (”’) yoki ("] shaklda belgilashlar ham
n n

uchraydi. Gruppalash ta'nfidan 1< <»n ckanligi va agar biror
gruppalashda qandaydir usul bilan elementlar 6'rinjary alinashtirilsa, u
(gruppalash sifalida) o'zgarmasligi kelib chigadi. Bu verda qaralayotgan
groppalash tarkibida elementlaming takrorlanmasligini eslatib o tamiz.
Shu sababli bunday gruppalashni betakror {takrorli emas) gruppalash
deb ham atash mumkin. Ushbu bobning 4. paragrafida takrorli
gruppalashlar o'rganiladi.

Bir (n=1) elementli {a} to‘plam uchun faqat bitta gruppalash
mavjud, u ham bo'lsa bir {m =1) elementlidir: a. Demak, C = |.

lkki {n=2) elementli {a, b} to'plam uchun bittadan {(m1 =1}

gruppalashlar ikkita (@ va b ), ikkitadan (m = 2) gruppalashlar esa fagat
bitia (ab ). Demak, Ci =2, C7 =1.

! Fransuzcha “combinasion' so'zi gruppalash ma*nosini beradi.
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Uch i = 3) clementli {&. b, ¢} 10'plam uchun gruppalashtar: bittadan
(m=1)-a.b va ¢ (ucha); ikkitadan (m=2)- ab, ge he (suchlﬂ),
ueltadun ¢ 2 = 3)  wbe {fagat bitta). Demak, ('—3 {" =35 =1

To'rta tm=4) e¢lementdan tashkil topgan {4« b. CdF 10 ‘plam
clementlaridan nzilgan gruppalashlar: bitadan — @, &, ¢ va d (to'rta);
ikkiladan - ab . wc. wd . be, bd |, od (oltia), uchiadan - abc, abd
acd , bed (10 ta). tonlad'm abed (laqat bina). Demak, C =4,
a; '-6 Ci=4, o

Yuqundaﬂl Il]l.l'uhaldliir gruppatashlar sonini hisoblash formulasi
qanclay bo'lishiga to"lig oydinlik kiriunasada, dastlabki tahlil uchun mu-
himdie. Masalan, #1a elementdan barcha clememlami o'z ichiga oladigan
fagat byta gruppalash tashkil ctish mumkin, degan yoki # w1 elementdan
bittadan »1a gruppaiash bor degan xulosalar ustuda o'ylab ka'rish
mumkin,

C" sonni hisablash wchun fornula topish magsadida quyidagicha
mulohaza yuritamiz. Ravshanki, agar rta elementdan #1 tadan barcha
gruppalashlaming har birida elementlaming o rinlari imkoniyat boricha
almasluirilsa, natijada s71a elementdan # tadan barcha o'rinlashtirishlar
hosil Dbo‘ladi. Bu yerda 1z elementdan mitadan tuzilgan C)'ta
aruppalashning  har  bividagt stz elementdan £, =mita  o'rin
almashtirvishfar hasil qilish mnumkin bo'lganligi tufayli, ko'paytirish
qoidasiga asosan, £ C = A" tenglik to'gridir. Demak,

alm—H0.{n—m+

|+ 2-... 0t

o
" Ak
fonmula o*viplidir. Shunday qilib. quyidagi teorema isbotlandi.

3- teorema. nta clementdan miadan gruppalashlar soni eng
kattasi 1 ga teng bo'fgan m ta ketma-ket natural sonlar ko 'paytmasining
dastlabki m ta narwral sonlar ko paytmasiga nisbaii kabidir:

#win—=D..(n=-m+ l}

C=——
122, i0m

4- misal. Qurilish tashkilotning durar.lgorlar bo*limida 15 nafar
ishchy bor. Ko'p qavatli uyning eshiklarini ta’mirlash uchun 3 npafar
duradgomi tarlash zarur. Agar bo‘limdagi har bir duradgor bu topshirigoi
bajarishga layogatli ho‘lsa, bunday tanlash imkoniyatlari (variantlari)
gancha?

Bo‘limdagi har bir duradgor la’mirlash ishini bajanishpa layoqatli
bo*igani uchun, bu masalani hal qilishda pruppalashlar sonini toppish

95



formulasidan foydalanish mumkin. Bu verda »#=13, ni=3 va
15-14-13 _ - -
g =455. Demak, 15 nafar duradgorlar orasidan 3 nalanni
tanlash imkoniyattari soni 453 ekan, m
Agar ta'rif sifatida C: =] gabul qilinsa, n1a elementdan 7 tadan
gruppalashlar soni uchun yngorida keltirilgan formula =0 bo'lgan

n!

holda ham to'g'ri bo'ladi; C° = e =1. Tabiiyki, #ta clementdan
Ll i
barcha elementlarni o'z ichiga aladigan lagat bitta gruppalash tashkil etish
I
mumkin: C:=L=i.
nl0!
Gruppalashlar sonini hiseblash uchun
cn = n! _‘ C,'," = n{n—])...'\m+l].
mi{n—m)! 1:2 ..t —nr)

ko‘rinishdagi formulalardan ham foydalanish mumkin. Bu formulalar
quyidagi fengliklardan kelib chiqadi:

al !

crade S rmey Al ot _
4 ml min—my (= m)!
n!
_(a—(n—m)! _ A" _ nln—D.{m+)) .
(n—m)! DA 1-2..{n—m)

Ixtiyoriy natural » soni uchun gruppalashiar soni bir qator xossalarga
ega, masalan, C; =C] " tm=00.1.2. ..1n}

cr+Cr=cr (m=0,12,..n—1).

Hagigatdan ham,
e n! ! n' L.
*ud mi(n—m)! - (n=m{n—(n—m) 3
cs1Cm = n! nt

mlme o) e Di(n—m-D

B n! i v 1 i
mi{n—m-1Nla-m m+l
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n!fjr +1) ta+N! el

P, G Eme

minm+ I a=m=Nrn—n) {m+]){{n+1)={m+))! h

Muwsnmeoli masala va topshiriqlar

1. Shaxmat taxiasiga & ta ruxai bir-biriga hujum gilmaydigan gilib
necha xil usul bilan joylashtirish mumkin?

2. Ma'noga epa bo'lmaganlarini ham e'tiborga olgan holda a, t, t. ¢
hartlaridan 4 harfli nechta so'z tuzish mumkin?

Y. 9 nafar kishining rais, rais o‘rinbosari, kolib va ish yuriluvchi
vazifalariga tayinlanish imkoniyatiarint toping

4. Twli 5 rangdagi bo'yoglardan 3 xil rangli bo‘yoq taniash
imkonivatlan somini aniglang,

5. Musobagada 10 jamoa ishtirok clayolgan bo‘isa, ulardan uchla-
sining oltin, kumush va bronza medallarini olish imkoniyatiari sonini
antglang.

#. Kutubxonada 6 lLlning har biridan boshgelariga bevesita tarjima
qilish uchun  yetarli lug'atlar mavjud. Tillar soni 10 ta bo'lganda
kulubxonaga vana gancha lug‘at kerak?

7. Dakonds 10 xil ga‘g'irchog sotilayotgan bo'lsin. 8 dona turli
qo'g irchogni sotib olish imkoniyatlari sonim aniglang.

8. Barcha ragamlari turlicha bo'lgan 7 raqamii telefon nomerlari
sonini toping.

9. Har bir yigit faqat bitta qizni o'yinga taklif gilish sharti bilan 4
nafar yigit 6 nafar qizlami takiif ctayatgan bo'lsa, bunday takliflar sonini
toping.

10. Bir kishida 71a, boshqa kishida esa 9ta kitob bor. Bu kishilar bir-
birlari bilan ikkitadan kitob almashishmogchi. Kitob almashishlar sonini
aniglang.

11. 28 dona domino donalarin? 4 o‘yinchiga teng tagsimlash im-
koniyatlart sonini foping.

12. Temir yo'l vagoni kupesida bir-biriga garama-qarshr o'Grishga
mo'ljallangan va har birida 5 tadan o‘rinlari bo‘lgan 2ta o‘rindiq bor. 10
nafar yo‘lovchidan 4 tasi poyezdning yurishi yo‘nalishiga garab, boshqa
3tasi teskari yo‘nalishga qarab o'tirishni hohlaydi, golgan 3tasi uchun esa
gayst yo‘nalishga qarab o‘tirishning farqi yo'q. Yo'lavchilarni o'rin-
diglarga joylashtirishlar imkeniyatiari sonini aniqlang,

13. Beshta har xil bavrogehani istalgan son va lartibda ko'tarib hosil
qilish mumkin bo*lgan turli signallar sonin: aniglang.

14. Qavariq o'nburchak diagenalian sonini aniglang.

A




15. Tekislikda har uchtasi bir to'g'ri chizigda yotmagan 0°qgiza
nuqiz berilgan. Agar bu nuqulaming har uchiasidan birgina aylana
a'tkazish mumkin bo'lsa, berilean nuqtalardan nechta aylina o'tkazish
mumkinligini aniglang.

16. Quyidagi ayniyatlami isbot giling:

AEHIGEITCEE=C! b)) CC=C"C™: dy AL = (m+ DA

o I.

C]Ct—"':P ﬂ/‘,,,’— L+2k ] Ui*l]i

rk
17, Quyidapt tenglamalarmi hal gqilin

RGe=CE": na+4
e} Ax.Px--l

g
=
3

~ A4

111 7 13

d} ZOC‘:I:I = ??(‘;'_:17

=42, nc:;;—E;a:c:_‘;; g) BC, =34,.

Mustagil ishilash nuchien savolilar

O'rin almashtirishlar deganda nimani \wushunasiz?

O'rin almashtirishlar sonini qanday hisoblash mumkin?
O‘rinlashtirishlar nima?

O’rizlashtirishlar soni forroulasini isbotlay olasizmi?

O'rin almashtirish va o*rinlashlirish orasida qanday farg bor?
Gruppalasblar rushunchasining mohiyatini bilasizmi?
Gruppalashlar soni formulasi qanday hosi! gilinadi?
Gruppalashlar sonioing qanday xossalarini bilasiz?

9. O'rin almashtirishlar, o‘rinlashtirishlar va gruppalashiar soniari
orasida qanday munosabatlami biasiz?

O
M

»

b B ol

2.3. Paskal uchburchagi. Nyuten binomi'

Gruppalash. Gruppalashiar soni. Paskal uchburchagi. Avifmetik nehburchat.
Jkkita son yig ‘indisining natural darajasi. Butun sonming natural ko ‘rsatkichli

ildizi. Oisqa ko ‘paytirish formulolari. Yig ‘indining bikvadrati, Matematik

induksiya usuli. Nyuton binomi. Binomial koeffitsientiar. Koshi ayniyat:.

2.3.1. Paskal uchburchagi hagida ymumiy ma’lumotlar. Berilgan

nita elementdan wiladan gruppalashlar somi € wuchun bir necha
gatorlam) 1- jadvaldagidek yozamiz:

! “Binom* s0'2i ikkihad ma'noini anglatadi.
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4= jeclvat

i 2 Gruppalashbar son C:tm={E]
- i
e
| e'ercl=2.Cl=)
—— - . -
3o (;]”=|-C1'_=3-C_1'=3- ¢ =1
: S A 2 3 &
LG =1, O =4 G OpE SRd N
3 =10 =5.Cl=10 C =10,C5 =5,C; =|

......

Bu jadvalda pruppalashlar sonining quyidagi xossalarini kuzatish
mumkin:

- har bir qaiorning chetlarida birlar  joylashgan {bu tasdig
C!=C" =1 formula bilan ifodalanadi, ushbu bobming 2- paragrafiga
garang),

- bhar bir qatordagi C.' sonlar gatorning teng o'rtasiga nisbatan
simmetrik joylashgan, va'ni qatorning boshidan va oxiridan baravar
uzoqglikda turgan sonlar o'zarateng (CT =C 7 ),

— ikkinchi gatordan boshlab har bic gatordagi birlardan tashqar
ixtiyorty son bu gaterdan yogonda joylashgan qaterdagi biri shu son
uslida, ikkinehisi esa undan chapda joylashgan ikkita gruppalashlar
sonining yig'indisiga teng (C2)' = CT + O

— har bir qatordagi C" sonlar shu qator teng o‘rtasigacha o'sib, so‘ng
kamayadi (3.3 band, S- xossaga qarang).

Ta'rif sifatida Cg =1 deb gabul qilinsa va bu 1
son yuqoridagi jadvalning »# =1 ragamli gateridan

oidin # =0 ragamli gatori sifatida joylashtirilsa, L
uchburchak figurasiga o'xshash 1- shakldagi Lo2R1
sonlar jadvalini hosil qilish mumkio. 1L
1-ta’rif. /- shakidagi sonlar jadvali Paskal
. ] 1464)
wchbiirchagi deb ataladi. nshioR el

Bu jadval arifmetik uchburchak nomi bilan
ham yuritiladi. Uning Paskal nomi bilan atalishiga 1 6152015 6 |
qaramasdan, bunday scnlar jadvali juda qadimdan | 7213535217 |
dunyoning turli mintagalarida, jumledan, sharq ..o
mamlakatlarida ham ma’lum bo‘lgan, Masalan, - shekt
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Eronuagn Tus shahrida (hozirei Mashhadda) vashals jjod (ilean Nosir ai-
Tum}' X1l asrda bu jadvaldan foydalanib, Dberilgan ikkita son
yig'indisiming natural darajasini hisoblash usulini o'zining iImiy shlarida
keltirgan bo’ Isa g'arbda Al-Kashi nomi bilan mashhuyr Samargandlik olim
Ali Qushchi® butun sonning istalgan natural korsatkichli avitmetik diz
givmatini taqribiy hisoblashda bu jadvutdan foydalima balganbipi hagida
ma’lumottar bor. Keyinchalik Grarbiy Y wrop'tda bu sonlar uchburchagi
hagida M. Shtitel® arifinetika bo'vicha go'llanmalarida vozgan va u ham
butun sondan istalgan natural ko'rsatkichti arifmetik ildizning tagribiy
qtymatini hisoblashda bu uchburchakdan foydalama bilgan. 1556- yilda bu
sonlar jadvali bilan N. Tanalya®, kevinroq logarifinik linevka rjedkort L
Owed” (1631- yil) ham shugullanganlar. 1634- yilaa kelib B. Paskal
a‘zining “Arjfmetik uchburchak haq1dagl teaktat”™ nombi asarida bu sonlar
jadvali hagidagi ma'lomotlarni e*lon gildi.

Paskal uchburchapidagi qatorlar istalgancha davom ettirilishi mumkin,
Shunisi qizigki, Paskal uchburchagi yordamida istalgan #ta efementdan

m adan gruppalashlar sonini fagat qo'shish amali yordamida hosil gilish
mumkin (ushbu bobning 2- paraprafidagi €7 sonui  hisoblash

C = n! cn = ata—1).Ln+ 1 va (™ atr=Ih.(n=m+l]
mip—mp " " -2 _in—m) = 1:2:...-m

formulalariga qarang). Bu amal C7' =C™! + C” | fonmulaga asoslanadi.

Paskal uchburchagi ko‘plab ajoyib xossalarga ega B. Paskal yugoridit
zikr etilgan trakiaida: “Bu  xossalaming hagigatdan ham bitmas-
luganmasligy naqadar ajoyibdir” deb yozgan edi. Ushbu paragralming 3.3-
bandida Paskal uchburchagining ba’zi xossalari keltigilpan.

2.3.2. Nyuton binomi haqida umumiy ma’lumotlar. ('rla makiab

matematikasi kursidan quyidagi ikkita gisqa ko‘paylirish formulalarini
eslaylik:

" ALTUSEY (ymsb peal 42054 Nosir ad-Din-Muhommad 1bn Muhanunad sbo-al-Hasan, [201-
_ 127401 —Esott ustronomi va malemangl.
“ Ali Quahchi [Jamshid ika Ma'sud, g*ilpan yili nona’lom-taxminan 1436 yoki 1437- yilda

valol eigan) - o'zbck malemaliyr we asronomi, 1420-30- yillards Samargondda Mizo
L'lug bek ohservatonvasida ishlagan.

| Shaifel Mixed (Michel, 1487-1567) — olrmon matematigi

* Tarulys Nikkola (Tartalia Nic-colo. 1499 yil atcofida 1ug Ilgan-155T) - walvan matzrastigs va
| inexanig.

" Qued Uilyam (Ouwed Wittiam, 1574-§660) - ingliz matemaiigi
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{usbh) =’ +2ub+b" - yig'indining kvadrati;

{a+b) =a' +3b+3ab’ +b7  yighindining kubi.

Yig mdining navbatdagi ikkita, ya’ni 4- va §5- darajalarini hisoblaymiz:

(@a+b) =(a+h)a+bY =(a+b)a +3ab+3ab” +h*) =
=a* +da’h +64°b* +dab’ +b°,
(a+b)Y =(a+b)at+b) =
=o' +3a'b+10a’h’ +10a°h’ +5ab* +5°,
Shunday qilib, yig‘indiniag bikvadyati (va’ni {o'riinchi darajasi)
(a+8) =a* +4a’b +6a’b™ +4ab’ + b’
va yig'indining beslunchs darajas:
(a+8)Y =a” +5a'b+10a’b’ +10a°h" + Sab® + b’
fomnulalariga ega bo'lamiz.

Yugorida keltirilean yig'indining  kvadrati, kubi, bikvadrati va
beshinchi darajasi tormulalari o‘ng tomaonlaridagi ko'phad koefhitsiyentlari
Paskal uchburchagining mos gatorlaridagt €7 (a=2.3,45) sonlar
ckanligini paygash giyin emas.

1- tenrema. Barcha hagigiv @ va b hamda naturol n sonlar
tichinn (a+h)' =a” +Cla" "6+ Cla"7b0" +..+ C'ab™ +b"
Jormula o ‘rinlidir,

1sboti. Matematik induksiya usulini qo‘llaymiz.

Baza: n =1 ba'lganda formula to*g'ri: (@ +b) =a+h.

induksion o‘tish; isbotlanishi kerak bo'lgan formula » =% uchun
lo'g'ri bo‘lsin, ya'ni

(a+b) =a* +Cla* "6+ Cla" 07 + ..+ C lab* " + b,

Formula n=4k+1 bo‘lganda ham fo'g’n ekanligini isbotlaymiz
Hagigatdan ham, C™' =" +C™' formuladan foydalanib, quyi-
dagilarni hosil gilamiz:

(a+b)" =(a+b)a+b)' =
=(a+b)a* + Cld b+ Cla" b + .+ Clab*™ +5%) =
=a" +Cla*b+Cla' b +..+ Ciub* +
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+Ca* b+ Cla" '+ + C el + 187 =
=g H{C)+CHA D+ (C +Ca' B +
o (C = CHYab* +57 =
=g +Cl d'b+CLa' b 4+ Cabt + B
Ixtiyoriy @ va b hagiqiy sontar hamda 7 nalural sen uchun (a+0)"
ilodaning ko'phad shaklidagi yovilmasi (tasvirdanishi) Nyuton' binomi

deb ataladi. Umuman olganda, “Nyuton binemi” iborasiga tangidsy nyqlqi
nazardan yandoshilsa, undagi ikkala so'zga nisbatan ham shubha wig'iladi:

birinchidan, (a+5b)" ifada birdan kana natural » sonlar vchun binom
{ya'ni ikkihad) emas; ikkinchidan, natural sonlar uchun bu ifodaning
vuyilmasi Nyutongacha ma'lum edi”.

Greklar {(a+5)" ifodaning qatorga yoyilmasini nning fagat n =2
bo‘lgan holida (ya’ni, yig'indi kvadratining formulasini) bilar edilar. Umar
Xayyom® va Ali Qushchi (@+5)" ifodani 7> 2 bo'lgan natural sonlar

uchun ham gatorga yoya bilganlar. Nyuton esa 1767- yilda yoyilma
formulasim isbotsiz manfiy va kasr » sonlar uchun ham qo‘llagan. L.
Eyler 1774~ yilda Nyuten binomi formulasini kasr » sonlar uchun
isbotladi, K. Makloren® esa bu formulani darajaning ratsional
ko‘rsatkichiari uchun qo‘lladi. Nthovat, 1825- yilda N. Abel’ daraja
ko'rsatkichining istalgan kompleks giymatlari uchun binom haqidagi
1coremani isbotladi.

C” sonlami binomial koeffitsiyentlar deb ham alashadi. Bunday
ta'af bu koeffitsiyentlaming Nyuton binomi formulasids tetgan o‘miga
qarab berilgan ba'lib, C" son {a+8)" = ZC "a""b" yoyilmadagi

m=N

a™ 74" ifodaning koeffitsiyentidir.

! lsaak Nyoton (Newton, [£43-1727) —ingliz fizigl. mexanigi va matematigl,
stbu peragraining 3.1 bandidagi xroaologk ma lumetlarga qarang.
' Umar Xayyom G'ivosiddin Abul-Fars ibn forohim (s%% o=, 104B yil awofida rug'ilgen-1122
)s‘da.n s6'ng vafot etgan) - fors va 10jik shoiri, matematigi va faylasufi.
* 2akloren Kafin (Maclaurin Colin, 1698-1746) - Shotlondiya marematigl.
* Abel Nils Xenrik (Niels Hearic, 1802-1829) - Norvegiya matematigi.
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2- teorema, Barcha hagiqiy « va b hamda narniral n soniar
n
nchan{a —h)"' = Z(— DNMCla™™™8" formula o vinlidir.
i Tl

Isboti. Nyuton bmomi fermulasida dni (—H)ga almashtirsak
kerakli lormulani hosil gilamiz. =

1- misel. Oxirgi formuladan xususiy holda quyidagi qisga
ko'paytirish formulalari kelib chigadi:

=2 bo'lganda ayinnaning kvadrati formulasi

(ct—b) =a’ -2ab+6°;
n =3 bo‘lganda ayirmaning kubi formulasi
(a-b8)' =a" =3ch+3ab’ —b =

Nyuton binomi fonnulasini kombinatorik amaltar yordamida ham hosil
gilish mumkin.

Magigatdan  ham,  ixtivoriy  &.0,.05,...0, sonlar  uchun

{a+bhWa+b).{a+h) ilodan
(a+h Na+ b)) lath)=a" +a"'(b B+ 48
a"ibh, +bb ..+ b b )+
+a@" bbb+ b, b b Y+ bE B,

ko'rinishda yozish mumkin. Bu Lenghknmg o‘ng tomonida joylashgan a”
oldidagi kocffitsiyent birga (1=C") teng. Birinchi qavslar ichidagi
go‘shiluvchilar soni s pa (n=C') tengligi yaqgol ko'rinib turibdi.
Tkkinchi gavslar ichidagi go‘shiluvchilar b, b,,...,6, (1 1a) elementlardan
ikkitadan ko‘paytmalar (soni C*ga teng gruppalashiar) ekanligini ham
payqash giyin emas. Uchinchi qavslar ichidagi go'shiluvchilar esa o ‘sha »
la elemenltlardan uchtadan ko'paytmalar bo‘lib, ulaming som C 2a teng
va hokazo. Oxirgi qo*shiluvchi oldidagi keeffitsiyent birga (1= C") eng.
Yuqoridagi tenglikda b =6, =..=b, =b deb olsak, Nyuton binomi
formulasini hosi! gilamiz.

2.3.3. Binomial kocffitsiventlarning xossalari. Binomial koel-
fitsiventlarning  ba'zi xossalarini keltiamiz. Bu xossalar bevosita
gruppalashlarga oid Dbo‘lib, tabiiyki, ular Paskal uchburchagining
xossalarini ham ifodalaydi.
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n-m

I-xossa. —= —-— (m=0)2_ 0= wnglik o riniidir
Cl m+l
Haqigaidan ham,
. n!
Cr _(m+Nn=m—1)! _ min—mn)t
Cy m (m+(n-—m-1)

(- m—)l
_mn—-m-NOWu-m) n-m
b miim+(m-m=1 m+l
Bu xossa binomial koeffitsiyentlar qatoridagi istalgan ketma-ker ikki

elemenning biri ma’lum bo‘lsa, boshqasini osonlik bitan fusoblash
mumkirligini ko*rsatadi:

oo O o= m+ 1_ e

m*l """ n—-m ©
buyerda m=012 _ »n-1.

2- xossa. Itiyoriy ratural n xon uchun barcha CI' (m=0n)
binomial keeffiisiventiar yig ‘indisi 2" ga teng, yu'ni
Co+C +Cl4 . +C 4+ Cr=2".

Bu tenglik Nyuton binomi formulasida a=5=1 deb olganda hosil
bo*ladi. m

3- x0552. Toq o rinlarda turgan binomial koeffitsiyentiar yig indisi
Juft o 'riniarda turgan binomial koeffitsiventiar yig 'indisiga teng.

Haqiqaidan ham, Nyuton binomi formulasida @ =1 va 6 =-—1 deb
olganda

ey g e )

tenglikni hosil gilamiz. Bu tenglikdan xossadagi tasdiqning to'g'riligi kelib
chiqadi. »

2- va 3- xossalar asosida quyidagi xessani hosil gilamiz.
4- xossa. n natural sonder oshmaydigan eng katta tog m son

uchtn C+C) +...+C? =2™" renglik hamda n sondan oshmaydigon
eng katta juft m sonuchun C2 +Cl 4 . + (7 = 2" tenglik o ‘vinlidir.
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N

5 xossa. Tog n san wehin ('cCle..<C? =C°
|

CH

o -
L

A= 2
'>0.7 s »Cr.juft 8 som uchun esa C'eCl<.. < Cl.

: =« o, R
C_f >C7 >, > O munosahatiar o 'rintidir.

’ n—I[ : ’ ! Wi .
Haqigatdan ham, m <~ - shartm ganoatiantiruvehi istiyoriy natural
2

" R -l
i ova m osonfar uchun 7™ 51 tengsizlik orinlidir, m> 2~ bo‘lganda
2

4|
n—m

_—

"

650 s < tengsiziikka ega bo'lamiz. Bu yerds C:“ =
m+ 1 m+t
formulani (1- xosssga qarung) go'ilab, xossadagi barcha tengsizliklarni

hosil qilanniz.

Agar » tog son bo'lsa, m-— butun son bo'lib, 7”7 - 2 _
2 PR
Ly
E) ey n—m
=2l munosabat o'rinlidir. Demak, c=——Cr
n—=h+2 n+ n+t

ﬂ-l ey |

formuladan # = "T bo'lganda C,?  =C.° tengiik kelib chiqadi. m

Binomial koeffusiyentlaming 5- xossasi Paskal uchburchagining
yugorida keltirilgan xossalari tasdig'i bo‘lib, unga ko'ra binomial

]
koeflitsientlar oldin Cf = | dan C,lf]gac:lu’n1 o'sadi, keyin esa C! =1
pacha kamayadi hamda » toq bo‘lganda binomial koeffitsiyentlaz
qatorining o'rtasidagi ikkita hadi tengdir va n jufi bo'lganda uning
o‘rtadasigi hadi eng kafta va yagonadir.
Quyidagt 6—8- xossalar o‘rinlidir
6-xossa. O/ +C0 +..+C], = ::Ll

7-xossa( ( )'+ +(C‘")‘

' [a] yozuv @ sonning butn qismini anglatadi,
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B-xossa. C.C, +CICT +..+CIC =CF

Oxirgi tenglik Koshi® ayniyati deb avtiladi.

Endi bu uchta xossam ishotlaymiz. Dastlab 6- xossaning isbotini
keltiramiz. Birinchidan, s=(1+x)" +{l+ )" + . +¢1+ 0)"" ko'phad
uchun Nyuton binomi formulasini go'lab, quyidagi tenglikni hosil

) B4+l
qilamiz: §= ZC:'.Y" + ZCMI‘ +...+ ZC,',”, . Bu yerdan, s
=1 =0 w0

A

ko'phaddagi x” ilodaning koeftitsiyenti C) +C),, +...+ C, yig'indiga
tengligint aniqlash mumkin.

Ikkinchidan, s=(1+X)"{l+{1+x)+._.+(1+x)") ifodani geometrik
progressiya badlan yig‘indisi formulasiga binoan quyidagicha ham yozish
1+ ‘-l

] tx=1
ham Nyuton binomi formulasini qo'llab, hosil bo‘lgan ka*phadning x”
daraja gatnashgan hadi koeffitsiyenti €7} ekanligini ko'rish mumkin,
Keltizilgan bu mulobazalar asosida 6- xossadagi ienglikka ega bo‘lamiz. »

Ravshanki, € =C"" formula e’tiborga olinsa, 7- xossa 8- xossadan

m=#k=n bo'lganda xusugiy hol sifatida kelib chigadi. Shuning uchun
fagat 8- xossaning isbalini keltirish bilan chegaralanamiz.
Birinchidan, Nyuton binomi fonnulasiga ko‘ra

mumkin: §=(1+x)" : [{l+ x)aH (|+.\')“). Bu yerda
X

I+

(l+x]"-zC" (1+x)" = 2( Rt =8 ' G2 _x*

I'o p.‘.' ‘I}."
tengliklarga, bulardan esa (14 x)"(1+ x)" = (14 x)™* bo*lgani uchun
urm
EC‘ ’ZC' ! —z A&7 tenglikka ¢ga bo'lamz, Oxirgi tenglik-
n«l

ning ikkala tomoniday; x* (k =0,1,...,onun{m,n} ) daraja koeflitsiyeni-

larini bir-biriga tengtashtirsak, isbotlanishi kerak bo'lgan formulan hosil
gilamiz. m

! Kashi (Cauchy Ogyusten Lul, 1789-1857) ~fransuz matematigt,

106



Albatia, yuquridagi uchta xossa boshga usullar bilan ham isbollanishi
mumkin. Quyida §- xossaning kombinmorik tahlilpa asoslangan isboti
kelurilgan.

2- misol. Koshi ayniyatini kombinatorik tahlilga asoslangan holda
isbotlaymiz. n nafar o°g'il va m nafar giz bolalardan tashkil topgan
talabalar gurahidan &4 (& = 0),...,min{rm,#) ) nafar talaba tanlash zarur
bo‘lsin. s1+ s nafar wlahalardan & nafar talabani C,fm xil asul bilan
tanlash mnksnligi ravshan,

Boshga tomondan olib qaraganda, »+m nafar tatabalardan iborat
to'plamdan tanlanadizan barchia & elementli gism to'plamlami wlaming
tarkibidagi o'2'il bolalar soniga garub sinflarga ajratishning quyidagicha
imkoniyati bar. Tarkibida » (0L 5 <Xk) nafar o'g'il bola ho‘lgan &
elementli gism to'plamni oldin € xil usul bilan tanlab, keyin (k —s)
nafar qiz bolalarni C.° xil usullardan birortasi yordamida fantash
mumkin. Demak, tarkibida s nafar o'gil bola bo'lgan & nafar 1alabadan
iborat gism 16" plunlar sont, ko®paytirish qoidasiga asosan, C;C:._’ songa
tengdir. Noldan 4 gacha bo'lgan barcha butun s soolar uchun barcha
kombinatsiyalarni hosil gilib va bu kombinatstyalarga mos ko'‘paytmalarm
yig'ib, Koshi ayniyatining chap tomonini hosil gilamiz. a

Binomial koeffitsientlaming yugorida keltirilgan xossalarini tahlii
gilish natijasida ulaming wrh sohalardagi tadbiglari doirasining kengligini
payqash mwumkin, Misol sifatida to‘plamlar nazariyasiga tatbigini
qaraymiz.

3- misol. Chekli 4 to'plam 27 buleznining elemendari va bu
elementlar soni bilan binomial keeffitsicntlaming uzviy bog‘lanishi bor.
Bu bog*lanish quyidagicha ifodalanishi mumkin. Chekli 4 to'plam 4
bulean! tarkibidagi elementlar 4 to‘plamning qism to‘plamlaridan iborat
bo‘lgani uchun, shu qism to'plamlarni quyvvatiari bo'yicha {|4]+1)ta
gunublarga ajralish mumkin. Tushunarliki, bu yerda & raqamli guruhga (
k=01 4]) quvvati & ga 1eng bo’lgan barcha qism to*plamiardan tashkil
topadi va undugi qism to*plamlar soni C) ga teng. Bu mulohazan( hisobga
oigan holda 2- xossa yordamida ushbu bobning 1- paragrafidagi -
leoremaning boshga bir ishotiga ega bo'lamiz. m

Binomial koeffitsiyentlaming yana bir xossasi ushbu bobning 7-
paragrar!da isbotlanadi.

107



Muammali masala va topshivigior

1. Binomial koeffitsivenilaming xossalaridan foydalanib  quyidag
formulaiamni isbotlang:

2 _ m(m+12ar+ N

AP +2 4 o ) o 0

B2+ ' =
Al -
2. n dona bir xii sharlar orasidan toq sondagi, # = 2 bolganda ¢sa
juft sondagi sharlami 1anlash imkoniyatlari sonlaring aniglang.
3. Binomial kocflitsiyentlarning quyidagi xossalarint isbotlang:

a) Y.C' =C. b) 21:(?,?::;2"", d) ik(—t?‘(.‘j:ﬂ.
sl =1

rok

at=n"=Cln=-1+Cl(n-2Y - (n=3)"+..+

+(_I)"-: C:-Zzn +(_l}n-t C:-] ("E N )‘

Na™=Cn=-D"=-C(n=-2"+...+

+(=D"CCT2" + (=1)"C  man (e N,
4. Quyidagi yig‘indilami hisoblang:

2} C+2C +3C +...+(n+1C".

by C: +2C] +3C, +...+(n-1C".

d) C° +3C! +5C% + ..+ (2n+1)C".

5. Binomial koeffilsiyentlamisg yugorida keltirilgan xossalaridan
fargh birorla xossasini lopishea harakat giling.

6. Ixtiyoriy chekii 4 to‘plamning juft quvvatli gism to‘plamiari
to'plamining quvvati shu A4 to‘plamming toq quvvatii gism to‘plamlari
to‘plamining quyvatiga lengligini ishotlang. _

7. Quwvvaii 100ga teng bo‘lgan to‘plamning 40 elementli qism
1o'plamlari soni bilan shu to‘plamning 60 elementli gism to'piamlar
sonini solishtiring.

8. Figurali sonlaming Paskal uchburchagidag: o'rmini aniglang.

9. Paskal uchburchagi yordamida ixtiyoriy k- tartibli hyuocah
sonlarning dastlanki 7 tasi yig'indisini hisoblash formulasini toping va bu
formulani matematik induksiya usuli yordamida isbot qiling.

10. Paskal uchburchagidan foydalanib 1" (ne &) ifodaning
giymatini hisoblash formulasini keltirib chiganng va bu formulani isbat
giling.
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11. Paskal uchburchagining ixtivoriy # - satridan yugorida joylashgan
elementlart yip'indisini hisoblash tormulasini ifodalang va bu formulani
1sbot iling.

12. Paskal uchburchagining bir necha o'n qatorini yozib, undagi
ikkiga. uchga. beshga galdigsiz bo'linadiganlarini ajrating.

13. Paskal uchburchegining 256- qatorida ancha toq son borligini
aniglang.

14. Paskal uchburchagidan faydelanib sinnx va cosax ifodalani
sinx va cesy orgali ifodalash termulalarni keltirib chigaring.

15. Paskal wuchburchagini  sinchkovlik bilan  tekshinb, undagi
sonlarning dastlabki biv pecha wh sonlarga (masatan, 2, 3, 5, 7, 1)
bo*linadiganlarining o' rinlarini aniglang.

16. Paskal uchburchagidapi juft va loq soniarning joylashuvini
wkshiring.

17. Paskal uchburchagining Kitohda bayon gilinmagan xossalarini
topishga urinib ka*ring.

Mustaqi! ishilash wchun savofiar

1. Paskal uchburchayi deganda nimani dushunasiz?

2. Paskal uchburchagining ¢anday xossalarini bilasiz?

2. B. Paskalgacha Paskal uchburchagidan loydalangan sharq va g arb
olimlanidan kinlami bilasiz?

4. Nyuton binomi finmulasini ganday qo‘llash mumkin?

5. Nyuton Dbinomi  formnulasini [sask  Nyutondan oldin  kimlar
go' llagan?

6. Nima uchun bimomial koeffitsiyentlarlaming xossalarj Paskat
uchburchagining xossalari ham hisoblanad:?

7. Nyulon binomi formulasini kombinatorik tahlil yordamida isbot
qilganda ganday tushunchalar go*llaniladi?

8. Koshi ayniyatining kombinatorik lushunchalarga asoslangan
isbotini bilasizni?

9. Nima uchun gruppalashlar senlarini binomial koeffisiyentiar deb
l:am arashadi?

10. Nima uchun 7- xossa 8- xossaning xususty heli bo'ladi?

11. Binomial kociTusiyentlarlaming ushbu kilobda bayon elilmagan
yana ganday xosszlarini bilasiz?
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2.4, Takrorli kombinatsiyalar

Kombinatsiva. Takvorfamish. Rirfasivnalor. Takrorli o'vin atmesitivish,
o rinfeshtivish va gruppelasitdar. Ko phad formudasi. Ko ‘phidiv koffitsiyesitur
Unendashgan Nyuton binomi.

2.4.1. Takrorli o‘rin almashtirishlar, Kombinatorikada oldin
qaraigan birlashmalardan tashqan tarkibidagy elementlari takroranishi
mumkin ba‘lgan boshga birlashmalar ham orpaniladi. Masalan. takror-
lanuvchi elementlar qanashgan o'tin almashtirishlar, ¢ rinlashtirishiar va
gruppalashlar.

Avval o‘rganilgan o'rin almashtirishiar shunday wzilmalar ediki, ular
tarkibidagi elementlar bir-biridan farq qilardi. Endi o'rin almashtirishlar
tarkibidagi elementlar takrorlanishi mumkin bo'lgan haolni garaymicz
Tabiiyki, aynan bir xi! elementlar o'rinlari almashtirilishi natijasida yangi
o‘rin almashtirish hosil bo'lmaydi. Shuning uchnn tarkibidagi elementlari
soni o‘zgarmaganda clementlan lalgorlanishi mumkin bo'lgan o'tin
almashtirishlar soni turli elementlardan tashkil topean o‘rin almashtirishlar
soniga garaganda kichik bo‘ladi.

Famz qilaylik, gandaydic kortejning nta elementlari orasida bir xil
(aynan bir xil) #, ta birinchi tur, bir xil »,ta ikkinchi tur va hokazo. bir xil
mta k- tur elementlar bo‘lsin. bu yerda #,, »,....n, -~ hech
bo‘Imaganda bittasi 1dan fargli natural soniar.

1- ta’rif. By nta elementlarning o‘rinfarini imkoniyati boricha
almashiirishlar natifasida hosil bo'lean kortejlar (kombinatsivalar)
takrorlanuvchi elementlar quinashgon o'rin almashdrisilar (qisqacha,
takrorli o ‘rin almashririshiar) deb araladi.

n ia elementlari orasida »,ta birinchi tur, #7,1a ikkinchi r va hokazo,
n, 1a & - tur bir xi! elementlar bo‘lgan takrorli o'rin almashtirishlar sonini
C,{n,,7,,..,1, ) bilan belgilayiniz.

1- teorema. Takrorll o'rin almashririshior sonf uchun

al

C.(n,n,,...n)= o ,
"1 ."2 H .Ilk
Sformula o'rindidir, bu yerda n +n, +...+n, =0 - elementior soni, k -
furlar soni.
Isboti. Har bir o'rin almashtirishdag: eiementlar soni 2, +#, +
+..+n, =#n gateng. Bu nta elementlarni quyidagi tartibda joylashtinb.
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o'rin almashttrisliaedon  birini garaymiz: birinchi bo'lib barcha m1a
bivineln tar, vlardan keyin barcha pata ikkinehi wr va hokaze, oxirda
barcha 4, a & - tur elementlar joylashgan bo'lsin, Qaralayotgan taksarli
o'rin almashurizhda birinchs tur clementlar soni #, ga (eng bo'lgani uchun
vlaming mumkin bo*lgan hanuma o'rin alnashiirishlari soni #,'ga teng.
Ammo bu elemeatlar bir-lwridan  farg qilmaganligi sababli ulaming
o'rintarini almashurish natijasida yangi takrorli o'rin aknashtirish hosil
bo*lmaydi.

Qaralayotgart akrorli o rin almashtirishdu ikkinchi tur elementlaming
o nnlarini almashtirishlar sont #,! bo'lib, bu yerda ham bir-hirndan farq
Qilmuagan clementlar o eilarime abmashtirishlar jarayonida yangi lakrorli
o'rin almashtirish hosil gilinmavdi. Tkkinchi tur eiementlaning o*ritlarini
almashtirishlar  bwinchi  wr  clememlaming ofrin - almashtirishlariga
bog*hgsiz ravishda amalga oshilisht munkialigini 1a'kidlaymiz.

Uchincttt tur elementarning o rinlanins stmashdrishlar soni 1! ba'lib,
ulaming ham hech gaysi biri yangi takrorli o'rin alnashtirish hosil qil-
maydi. Bu o'rin almashtirtshlar #1ta bivinchi wr clementloming o'nn-
lagini almuashtinishlurga va w.1a ikkinchi wr elementiaming o'rinlacini
aimashtinshlarga, jami, ko'payirish goidasipa asvsan, #»lalta o'rin
almnashtirishlarga bog ligsie ravishda amalga oshirifishi mumkin.

Shunday davom etib, qaralayolgan takrorh o°rin almashtirishda oxirgi
k - wr elementfar o'rinlarini almash!iramiz. Bunday o'rin almashtirishlar
soni a1, 'ga teng ba'lib. bu o‘rin almashtirishiar ham yangi takrorli o'ria
abmashtirishni hosil gilmaydi. Bu ¢'rin almashtirishiami birinchi tor,
ikkinchi tur va hokazo ( & — 1)- tur elementlarning jami soni, umumiashgan
ko'paytirish goidasiga asosan. bt o ! ba'lgan o'rin almashtirish-
laripa bog*ligsiz ravishda bajarish mumkin.

Shunday qilib, s!ta o'rin almashtirishlami har bitida #,1n,1. 4, tadan
bir xil o'rin almashtirishlar bo‘igan qismlarga ajratildi deb hisoblash
mumkin. Demak. biz izlagan takrorli o‘rin almashtirishlar soni

. , [”I‘”! = = —”!— bO‘ladi, bu }’crdﬁ HI 4 ffl +..-+ni =ha.n
wltnlind

1- misol. lkkita «, bitta & va ikkita ¢ harflarden tashkil topgan
kortej uchun bavcha lakrarli o'rin almashtirishlarmi tuzing.

Bu misalda uch turdagi ( & = 3 ) harflar soni beshga teng (n=5) be'lib,
n =2 (ikkita @), 7. =1 (bita b} va n, =2 (ikkita ¢ ). Dastlabki ikkita
harfning {xnddi shuningdek, oxirgi ikkita harfning ham} o‘rinlarini 0°zare
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almashlirsak yangi o'rin almashtirishlar hosil bo‘lmaydi. Barcha tukrotli
o'rin almashtirishlar soni ¢ (2.1.2) = o 12345 o botladi

ST T

Bu ofttizta o'rin almashtirishlarning hammasi quyida keltirilean:
aabce, aacke.aaceh, abace, abeac, abeea

acabe.acach, acbac. acbea, accab. accha

baacc,bacac, bacca, beaac beaca. becac

caabe,caach, cabac, cabco, cacab, cacha .
chaac,chbaca,cbeqa. ceaab, coaba,cocbaa . m

24.2. Takrerli eo‘rinlashtirishlar. #ta clementdan tashkil topgan
to‘plam berilgan bo'lsin. Bu elementlardan foydalanib, mrta elementdan
tashkil topgan kortejlami shunday mzamizki, bu kortcjlarga har bir
element hohlagancha matta (albaita » dan oshmagan migdorda} kirishi
mumkin bo‘lsin va bu kortejlar bir-biridan tlami tashkil etuvcht clementlar
turlan bilan yoki bu elementlarning joylashishlari bilan farq gilsin.

2- ta'rif. Shunday usu! bilan tuzilgan kortejflarning har biri nita
turli elementlardan takrorlanuvchi elementlar goatashgsan o radurn
e‘rinlashtirish (gisqacha, takrorli o rinlashtirish; del atadadi.

===

nia turli elementlardan s tadan lakrorli o‘rinlashtivishlar sonint 4.
bitlan belgilaymiz.

2- teorema. nifa twli elementlardan m tadan tokrovli o ‘rintash-
tirishiar sani n” ga teng, ya'ni A " =n".

Isboti. Berilgan # uchun takrorli o‘rintashtirishdagi elementlar soni
m bo'yicha matematik nduksiya usulini qo'liaymez. Baza: takrorli
o'rinlashtirishlar m =1 bo'lganda bitta elementdan tzilishi ravshan.
Tabtiyki, bunda hech gqanaga takrorlamish haqida gap bo‘lishi mumkin
emas. Bu holda elementlar soni # bo'lgani uchun takrocli o'rinlashuirishtar

i
soni ham ngateng: A, =n=n'

Induksion a‘tish: teoremaning tasdig‘i m =% bo'lganda to'g'ri, ya'ni
As =n' bo'lsin. Bu tasdiq m=4k+1 bo'lganda ham to‘g‘ri bo'lishini
ishottaymiz. Buning uchun rnta turli elementlardan & tadan 1akrorli
o‘rinlashlinshning istalgan birini olib, unga » elementli to*plamning
ixtiyariy bitta elementini (& +1)- clement sifatida kiritamiz. Nalijada
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gandaydir (4 + 1) 1adan takrorli o'riniashtirishni hosil gilamiz. Tabiiyki,
qaralayotgan & tadan o'rinlashtirishlarning har birdan yangi zta (k +1
Jladan takrodli e'rinlashiirishlar hosil gilish mumkin. Shunday usal bilan
ishm davom cttirsak, barcha mumkin bo‘lgan (& +1)tadan takrorli
o'rinlashtirishlami hesil gilamiz, bu yerda birorta ham (& +1)tadan
fakrorli o‘rinlashiirishlar qolib ketmaydi va tlgari ko‘rilgan hech gaysi
(% + 1 nadan takrocli o'rinlashtirish gayledan paydo bo‘lmaydi. Ko'pay-
tirish qoidasiga asosan nta turli elementlardan (4 + 1)ladan 1akrorli
o'ninlashtirishiar sout k tudan ldkrurh o ‘rinlashtirishlar soniga nisbatan »
marta ortiqdir, ya'ni As = =it =0

2- misol. Qila a'zolari besh kishidan iborat bo'lib, ular ikkita ishni
bajarishlari zarur (masalan, non sotih olish va uni bo‘laklash), bunda
cilaning har bir a'zosi ikkala ishni ham bajarish imkoniyatiga cga. Oila
a‘zolariga bu ishlarnt tagsimlashda mumkin bo‘lgan imkoniyatlar soni
aniglansin.

Bu masalani hal qilish uchun oila 2’ zolarini a, &, ¢, d va & harflani
bilan belgilab, ishiar ikkila bo‘lgani uchun beshia turli elementlardan
ikkitadan barcha takrorli o'1inlashtirishlarni tuzamiz:

aa.ab uc,ad,ae,ba,bb.be, bd be.ca,chcc.

cd.ce,da.db,dc,dd, de,ea,eb,ec.ed ee.

Hammasi bo‘lib 25ta (:Z,f = 5° =25) takronl o‘rinlashtirishlar rzildi.
Demak, besh kishidan iboratl oila a'zolariga ikkila ishni tagsimlashda
mumkin bo‘lgan imkoniyatlar soni 25dir. »

3- misol, O'zbekiston Respublikasi fugarosi pasportining ragami
ikki qismdan iborat: lotin alifbosining ikkita barfi va yeiti xonali son,
O‘zbekiston Respublikasi fugaresi pasportining barcha mumkin ba‘igan
ragamiari sonini aniglang.

Lotin ahfbwdagl yigirma oltita turli harflac yordamida 676 ta
(Am = 26" =676) ikkitadan takrorli o'rinlashiirishlar tashkil etish
mumkm Onta 0, 1,2, 3, 4,5, 6, 7, 8 va 9 ragamlardan esa 10.000.000 1a
(/Im- 107 =10000000) turli yetti xonali ragamlami (bu ragamlarda
dastlabki nollar tashlab yuborilmaydi) hosil qilish mumkin. Shunday gilib,
O‘zbekiston Rsspubhlusn fugarosi pasporlining raqamlari  soni
6.760.000.000g= (A*e Am = 6760000000 ) teng. m
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2.43. Takrorli gruppalashlar. Har bir glementi birlashmaga
istalgancha marta Kiritiladigan ve twrll 2t clementlardan  #¢1adan

chnadigan hamda elementlar arubi ¢’ tiborga olinmaydipan birlashwalarni
(kortejlami) garaymiz.

3- ta'rifl. Bunaga birtashmalar nta turli elementfardan 0 tadan
takrorianuvchi efewnentlar qatnashgan gruppaiashiar (gisgeocha, rakrarfi
gruppalashiar) deb ateladi.

nta elementdan mr tadan takrorlanuvchi elementlar gamashgan grup-
paiashlar ta’rifidan ko'rinib turibdiki, trli kombinatsiyalar bir-birlaridan
hech bo'lmasa bitta elementi bilan farq giladi. s ta elememdan 7 tudan

takrorhi gruppalashlar sonini C. deb belgilaymiz.
3-tearcma. nte clementdan m tadan 1akverli gruppalushiar sl

Cr . gateng.yani Co =CT

Ery-Lt

Isbeti. {g,,a.,..,a,} to'plam uchun nta elementdan m tadan
takeorli gruppalashlar sonini aniglash zarur. Har bir takrorii gruppalashdagi
elementlami 7ta qismga shunday bo'lish mumkinki. har bir - bo‘lakda
@, element qanchadic marta qatnashadi yoki hiror marta ham gatnash-
maydi. Har bir shunday gruppalashni nel va birlardan iborat kod
yordamida quyidagicha shifrlaymiz: har bir 4, element o'miga bu element
i - bo‘takda necha marta qatnashsa, shuncha birlar yozamiz (tabiiyki, bu
clement biror marla ham gatnashmasligi mumkin, u hoida hech narsa
yozilmaydi); wrli bo‘lak elementlarini bir-biridan noliar bilan ajratamiz
{bu yerda yonma-yon joylashgan nollar hosil bo*lishi mumkin — bu nollar
mos elementlarning gruppalashda gatnashmaganligini anglatadi). Masalan,
{a,b,c,d,e, f} to'plam elementlaridan tuzilgan 6ta elementdan Stadan
takrorli bbbeddddf gruppalashpa 01110101111001 shift, 61a elementdan
121adan takrorli cagabeeeeefi gruppalashpga esa 115(010011111011

shiir, aksincha, 10100011110 shifrga 61a elementdan 6tadan lakrorli
abeeee gruppalash mos keladi.

Shunday gilib, zta elementdan m tadan har bir takrorli gruppalash
uchun qandaydir 7 ta bitlar va (7—1)a noflardan iborat ketma-ketlikni
va, aksincha, mta birlar va (7 —1)ta nollardan tashkil topgan har bir
ketma-ketlik uchun #ta elementdan 2 tadan biror takrorli gruppalashni
mos qo‘ygan bo'lamiz {bir qiymatli moslik o‘matildi). Binobarin, #1a
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clemenidan e tadan takroreli gruppalashlar sont (#=1)ta nol va #
birlurdan tashkil topgan kortej eclementlaridan tuzilgan tokroeli o'rin
almashhinshiar soniga, ya'ni C,_ _ (#m,n = 1) ga tengdir. Demak,

-t a + m—1)! -
Co = ('aonw | (?ﬂ, (i I) = u = 'n+m-
al(n-N!

4- misol. llar birining yoglariga 1, 2, 3, 4, 3 va 6 sonlari yozilgan
kub shaklidlagi ikkita soqgani tashlaganda jami nechla sonlar jufiligini
hosil gilish mumkin?

Sogualami tashlaganda jumi quyidagi 2] imkoniyatdan biri re'y
beradi:

< L1>, <120 < L3 > <) 4%, < LSS o | Gl ts
<23><2d4><25><26><33><34> <35>,
<36>,<44>,<45>,<46>,<55>,<56>,<6,6>.
Bu juftliklar oltita ctementdan ikkitadan takrorli gruppalashlarni
tashkil etadi.
Ularning soni 3- teoremaga asosan C, =C,,.., =C; =21 bo'ladi. m
2.4.4, Ko*phad formulasi. Takrorli kombinaisiyalar vositasida Nyuvion
binomi tushunchasini  umumlashtiramiz, ya'ni (g, +a, +..+a,)"
ifodaning yoyilmasini topish muammosini qaraymiz. Buning uchun
garalayotgan ifodani # ta bir xil ifodalar ko' paytmasi, ya'ni
(a +a,+..va a ta, +.+a ). {ata,+.+a,)

Ple} ko‘p‘;ﬁmrhi =1
shaklida yozib, gavslarni ochamiz va o'xshash hadlami ixchamlaymiz.
Natijada, (a,+@a, +..+a,)" ifodaning yoyilmasi hosi! bo'ladi. Yoyil-
maning tarkibidagi qo‘shiluvchilarning har bitida a,,a,,....a,, elemeni-
lardan tashkil topgan takrorii o‘rin ajmashtirishlar bor, bu yerda har bir
go'shiluvchi gandaydir koeffitsiyent va nta clementning ay*a;’...a.
ko‘rinishdagi ko‘paytmasidan iboratdir. Yoyilmadagi a)"ay’..a; ko'~
paytmaning koeflitsiyentini aniglash uchun nta (#=n+nm +..+n,)
elementii takrorlt o'rin  almashtirishlar sonini topish kerak, ya'ni
C, (1, 7;,...a1,,) sonni hisoblash kerak. Shunday qilib, quyidagi teorema

isbotlandi.
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4- tcorcma, Jxthvorly hogighy @ . dy... @

s sreptnrad a1 sondar
nchun

”w

£ L L3 n
(& +a,+..+a.) = z Gl (22, Myids 1o, ) €)' OF .00

wm
mrit+. +A, =R

formada  o'vinfidiv, bn formmdaning  o'ng  tomonidag  vig i
MLt n, =n shariat ganoatlansivivehi barcha mcnfiomaos butun
Hyallypeeny 11, SOMOY uchun amedga oshiritadi.

Isbotlangan oxirgl tengitk ka‘phad formulasi yoki umumlashgan
Nyuton binomi formulasi dcb yunuladi. €, (#.n.,...,n,) soularni
ko*phad koeffitsiventlari deb alaymiz.

C! binomial koeflitsicnt C,(#,.1,,...1_) ko'phul kaeffitsiventining
m=2 bo'lgandagi xususiy holidir. Hagigatdan ham. #», +ua, =n
tenglikda m, =% deb olsak, u holda n,=n-n =n-4% va

a A
mind k(- &)

5-misel. (a+b+c)’ ifodaning voyilmasini toping. Avvalo 3 sonini
bo‘laklaymiz, ya'ni 3ni mumkin bo‘lgan barcha imkeniyatlar bilan
manftymas butun sonlar yig‘indisi shaklida vozamiz:
3=3TH0. 3=2+1+0, 3=2+0+], 3=1-2+0. I=1+1-+,
3=1+2+0, 3=0+3+0, 3-03+2+|, 3=0+1+2, 3=0+0-3.
Demak, ko'phad formulasiga ko‘ra,
(a+b+c) =C,(3,00a" +C,(2,1,00a°b+C, (2,0,Dae +
+C,(1,2,0ab” + C, (1,1, Nabe + C,(1,0,2)ac” + C,{0.3,00h" +

+C,y(0.2.08%c + C,(0,1.2)bc” + C,(0,0,3)c”.

C,(n.m}= = bo'ladi.

4
Takrorli o'rin almashtirishlar soni C,(Hy, My i) = — ~ -
ninl.n!

formulasini go'llab quyidag tenglikni bosil gilamiz:
(a+b+c) =
=a® +3a°b+3a’c+3ab’ +6abe+3ac’ +b’ +3h7c+ I’ +c” . -
Ko'phad yoyilmasining hadlarini yozganda shunpa e’tibor berish

kerakki, agar 1,7%,..,0n, (R +n,+. .40, =n) sonlar K K,,..., K,
{k, +k, +.. +k, =n) sonlaming o'nn almashticshlari yordamida hosil
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£ A fIie - . " STl .
qilinishi mumkin bo'lse, u holda @@} .4 va «'a, ...a,” badlaming

a “ar
koelttsiyentlarl  v'zaro  teng  bo‘ladi. Sheming uchun  #  sonining
#=n 40, +..+#a, ko'rinishda ifodalanishlaridan gandaydir sharini
hajaradigan Dirorlusini, masalan, i, 20, 2.2 n, (yokin €ms..51,)
shartni ganoatiantiradiganini topib, unga mos @,'ay’ .., ifodada daraja
korsatkichlarini mumkin bo'lgan barcha usullar bilan aimashtinish kerak
bo* bl

Masalan, $- misoldagi b, ac. ab’. ac’, 8¢ va hc® badlaming
ko'phad koellitsientlari o zaro tengdir. Yugorida ko‘rsatifgan shart asosida
3 sonini manfymas butun sonlar yigindisi ko'rinisida bo‘lakiashning 3
imkonivalr  bor: 3=3+0+0, 3=2+]1+40, 3-[+1+]1. Shuning uchun,

(a+b+c) ifodaning yoyilmasida 3 xil turli koeffilsiyentlarga egamiz:
Cy3.0,00=1. C.(2,1,0)=3 va (;(1,1,])=6. Demak,
(G+h+) =a +8 +c' +
+3(ab+a‘c+ab’ + ac’ +b%c+ he’ )+ babe.

Ko'phad {formulasi yordamida ko'phadiy koeffitsientlarining, ya'ni
C,{n,n....,n, ) sonlaming ba’zi xossalarini csonlik bilan isbutlash

mumkin. Masalan, ZC‘,(:r,.:g,...,nm):m", bu yerda yigtindi
n +7, +...+n, =n shartni ganoallantirevchi barcha manfiymas butun
.Myt sonlar uchun amalga eshiriladi va qo'shiluvehilar rartibi
¢'tiborga olinadi.

Hagiqatdan ham, agar ko'phad formulasida 4, =@, =...=a,_ =1 deb

olsak, kerakli tenglikni hosil gilamiz.

Muammoli masaln va topshiriglar

1. Teo'la o'yin qartalari (13x4=521a) orasidan lurli tus (mast)ga ega
bo'lgan bir-biridan farg qiluvchi 4ta qartani tanfash imkoniyatlari sonini
aniglang.

2. Matematika so'zidagi harflar o'rinlarint almashtirib ma’noga ega
bo‘lmaganlarini ham e‘tiborga olganda tuzish mumkin bo'igan barcha
so‘zlar sonini toping,

3. Shaxmat laxtasining bir qatoriga shoh, farzin, 2 dona rux, 2 dona
fil va 2 dona otni joylashiirishlar sonini aniglang.
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4. 0 raqami birinchi raqam sifstida kelganda, uni tashlal yuborilish
qoidasiga amat qilib 0. 1. 2. 3. 4. 5 raqamlaridan tuzish mumkin bolgan
barcha olli xonaii soniar gancha?

5. 1,2, 3, 4,5 sonlaridan tuzish mumkin bo'lgan barcha uch xonak
sonjar gancha?

6. Shirinlik sotiladigan do‘konda 4 xil shirinlik bo'lsa, 7 dona
shirinlikni sottb olish imkoniyatlari sonini aniglang.

7. Beshta turli o‘rindiglar va yettita turti ranpdagi material bor. Har
bir o‘rindigni fagat bir xil rangdagi material bilan goplash sharti bilan
o'rindiglarga material qoplash imkoniyatlari sonini woping.

8. Homiylar teleshouda qatnashayotgan o'yinchilarga kofe qaynat-
gichlar. dazmollar, uyali telefon apparatlari va duxilar sovyg'a qilishmog-
chi. 9 nafar o'yinchiga biuadan sovg'a berish imkonivaillan sonini toping.

9. Turli 5 dona qalam va 6 dona ruchkadan 2 ta qzlam va 4 1a
ruchkani tanlash imkoniyatiari sonini aniglang.

10. 36 12 o'yin qanasini 4 o‘yinchiga teng bo'lib berganda mumkin
bo*lgan barcha imkoniyattar sonini hisobiang.

11, Fermada 20 ta go'y va 24 ta sigir bor. Bittadan qo'y va sigir
tanlash imkouiyatlari soni bilan bittadar qo‘y va sigir tanlangandan so’ng
qolgan hayvonlar orasidan yana bittadan go'y va sigic tanlash
imkoniyatlan senini solishtinng.

12. Toq ragamdan boshlanuvchi juft besh xonali sonlar nechta?

13. Qirratan vzunliklan 1dan 10gacha sonlar bilan ifodalanadigan turli
10 g'ri burchakli parallelepipedlar sonini hisobiang.

14. Yetti nafar w@labani yologxonadagi bir, ikki va to'rt o'minli
xonalarga joylashtirish imkoniyatlari soaini aniglang.

15. Agar to‘qqiz gavatli binening birinchi gavatida lurgan lifida uch
nafar yo'lovchi yugoriga ko'arilayotgan va yo'lavchilardan istalgan
binoning birinchidan yuqoridagi ixtiyorty gavatida biftdan tshib qolisin
mummkin bo‘lsa, u holda kifining yo'lovchilardan bo'shab  golish
imkontyatiar sonini aniglang.

16. (@ +b+c+d)* ifodaning yoyilmasini toping.
17. l+x+p)" ifoda yoyiimasidagi 'y’ qawnashgan had
koefiitsiyenrini aniqlang.

1. O‘nli sanoq tizimida yozilgan oiti xonali sonlar orasida:
a) bir xil raqamlari borlari,
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b) ragamlari gat’iy o'sish tartibida joylashganlari,

dj rosa uchta jufl ragamga egalari,

) ikkitadan kam bo'lmagan jufl ragamga cgalari,

g) raqumlari viq'indisi jult son bo*fganlari sonini antglang,

1%9. v+ 8, +..4x, =» (mane N, m=n}tenglamaning:

a) manfivmas butun, by nalural yechimlarini topish masalasini tahlil
qQiling,

Mustaqgil ishlash uchan savollar

[. Takrorlanuvchi elementlar gatnashgan o'rin almashtirishlar
lakroilanishi bo'lmagan o'rin alimashtirishlardan nimasi bilan farq giladi?

2. Takrorli o'0n  almashiirishlar soni formulasidan foydalanib
takrorlanishi bo*limagan ¢ rin aimashtirishlar sonini hiseblash mumkinmi?

3. Takrorlanuvchi elementlar qalnashgan o'rinlashtirishlar takror-
l2anishi bo‘lmagan o'rinlashtirishlardan nimasi bilan [arq qiladi?

4, Takrorli  o'rinlashtirishlar  soni  formuoiasidan  foydalanib
takrotlunishi bo‘lmagan o*rinlashtirishlar sonini hisoblash mumkinmi?

5. Takrorlanuvchi elementlar gatnashgan gruppalashlar wakrorlanishi
bo'Imagan gruppalashlardan nimasi bilan farq qtladi?

6. Takrorli gruppalashlar soni formulasini isbotlashda ganday
usuldan foydalanilgan?

7. Takrorli o'vin  almashiirishlar soni formulasidan foydalanib
takrorlanishi bo‘lmagan gruppalashlar sonini hisoblash mumkinmi?

8. Ko‘phad formulasining Nyuton binomi formulasidan qanday farqgi
bar?

9. Ko'phad koeflitsiyentlarining qanday xossalanini bilasiz?

2.5. Fibonachehi' sonlari

Sonfi ketma-ketlik. Rekaurrent tengiik. Fibonachchi qatori. Fibonachchi
sonlari. Umumiashgan Fibonachchi garori. Binomial koeffisiventiar. Poskal
tiehbrirchagi. Matematik induksiya usuli. Bine foronidasi. Oltin kesim.

Logarifmik spiral,

2.5.1. Fibonachchi sonlarining ta'rifi. Elementlart haqigiy sonlardan
iborat bo‘lgan u,,it,,ts,...,H, ... ketma-ketlikni qaraymiz. Bu ketma-

! Fibonachehi Pizanskiy {Fibonacci Leonardo Pisano. 1180-12403 —italyan matematigi.
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ketlikdagi elementaming uchinchisidan boshlab har ri o' zidan olding
ikkita elementning vig'indisiga teng, ya'mi w, =u#_ ki, . (#23)
bo'lsin. Ravshanki, bu keuma-ketlikni tashkil gilishda uning dastlabki
ikkita hadi mohim bo'lib, keyingi barcha hadlari rekument' wnglik
vositasida aniqlanadi.

1- ta'rif. w,=u, =1 ho'loan holda u, =u, _,+n, . (23]
rekurrent tenglik vesitasida aniglangan keima-kerlik Fibanachcli qatari,
nning hadlari esa Fibenachchi soniari deb ataiodi.

Tabiiyki, Fibonachchi galoridagi Fibonachehi  somlavini  aniglash
jarayoni cheksizdir. Fibonachchi sonlarining dastlabki 24tasi quyida
keltirilgan:

I L20G, S BN3.2) 558, 53, 89, 144,233, 377, 610, 987. 1397, 2584,

4181, 6765, 10946, 17711, 28657, 46368.

“Fibonachchi sonlari” iborasi birinehi bo'lib X1X asrda Eduard Lyuka’
lomonidan giziqarti matematikaga bag‘ishlab yozilgan asarda go°!lanilgan.
Fibonachchi (bu so‘z italyancha “ftlius Bonacci™ so'zlandan qisqartirilib
tuziigan bo’lib, Bonachchining o*g'li ma'nosini anglatadi) [taliyadagi Piza
shahrida X11-XI1l asrlarda yashagan Leonardo Pizan-skiyning bostujacha
ismidir (lagabidir). Bonachchi ltaliya va Jazoirda savdo-sotiy Dbilan
shug'ullangan. Leonardo boshlang‘ich ma’lumotni Ja-zoirda olgan bo'lib,
u 0‘zining arab o'gituvchilaridan hind pozitsion o'nlik sanoq tizimi' va
nolni o‘rgangan edi. Fibonachchi “Liber abaci™ (**Abak hagidagi kitob™ -
1202- yilda yozilgan bo'lib. 1228- yildagi qo'lyozima nusxas) saglangan)
nomli kitobida arifmetika va algebra bo‘yicha o‘z davrining deyarii barcha
ma’lumotlarini bayon gilgan. Xususan, o'sha kitobda hozir butun dunyoda
ommabob hisoblangan “arab™ ragqamlan bayon qilingan. Qo*lyozmaning
(1228- yil) 123-124- sahifalarida uy quyonlarining ko’payishi haqidagi
quyidagi masala bayon qilingan.

“Bir kishi bir juft quyonni ko' paytirish magsadida saglagan bo*isin.

Quyonning tabiali shundayki, har bir juft quyon bir oyda boshqa bir
juft quyonni dunyoga keltiradi va yangi paydo bo'lgan juft quyonlar
ikkinchi oydan boshlab nasl bera beshlaydilar. Bir yildan so‘ng dastlabki
juft quyontaming ko“payishi natijasida necha jufi quyon vujudga keladi?”

! “Recumrens” lotincha 50z bo lib, ¢'ziga qaytaruvchi ma'nosini bezadi.

* Lyvuka yoki Lukas {(Lucas Frangois Edovard Anatole, 1842-1821) - fransuz inatematipi.

' Ba tizim hagqidagi ma'lumot g'arbga arsblar arqali a'iganlipi sababli uni. bavzan, yanglish
ravishda, "zrab pozission o'alk sanog uzimi” deyishadi.
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Bu masalani vechish jarayonida Fibonachchi dastlabki yilaing har bir
oyl uchun qguyonlar jufilari sonini aniglagan. Bu sonlar 1- jadvalda
keltirilgan, “Liber abaci“dan bu masafa yechimi bayomnmg so'nggi
sawlarini keftyramiz: . .Oxirgi oyda tug'ilgan yangi 144 jull quyoniar
qo'shilsa. 377 jutt guyon bosil bo‘ladi. Shuncha jult quyon bir yil
davomida bir juft quvondan ko'payar ckan”. Quyonlar haqidagi masalada
uchragan sonlar I'ibonachchi gatorining dastlabki sonfari ekanligi yaago!
ko'vinib turihdi.

Fibonachchining oz Fibonachchi qatorining xossalarini o'rganish
bilan shug'ullanmagan deb hisohlashadi (har ehtimelga garshi, bizgacha
yetib  kelgan  bunday  izlanishlar  hagide ma‘lumotiar  yo'gligini
t2'kidlaymiz). XIX asr boshlarida Fiborachchi gulorining turli xossalariga
bag'ishlungan simiy ishlar soni “Fibonachchi quyonlari sonidek o‘sgan”.

P-jadvird
Otean oylar soni Tug'flgan juft quyonlar Jam jutlar
0 0 1
Ml t - 2
s : 1 3
3 2 S
a ™ o[l o 8 A
l : ] % 5
r 6 8 2[
7 Bl AT | 34
8 20 55
0 14 89
) 10 55 144
n 89 233
12 WA Sk 377
Eduard Lyuka ixtiyoriy u, va u, son]ardan boshlanuvchi hamda
w, =1, +1,_, (n=3) rekument tenglik bilan aniglanuvchi sonlar

qatorini umumlashgan Fibenachchi gatori deb nomiapan.
2.5.2. Fibanachchi senlarining oddiy xessalari. Fibonachchi sonlari

juda ko*plab gizigarli xossalarga ega. Quyida bu xossalardan ba’zilarini
keltiramiz.



1- xossa. Dactlabki nia Fibonachehi somlacining  yig'indisi |
W, =1)eateng ya'ni s, +tt, +...+u, =1, .—1
Haqigatdan ham, Fibonachchi sonlarining la'ritiga ko'ra
it tu, = Y H{ - (, me YH (NL—a, ) =
=i, .=, =0 ..
2- xossa. Tog ragamfi dastdabki 1w Fiboanachchi sonlavining
Yigindisi t,, gateng. ya'ni
T = e =10,
Ravshanki,
oAy L, =
=g, +(u, —1,)+ (i, —u )+ (., - ., )=, A
3- xossa. Juft ragamdi dasttebldi nia Fibvnachcli sonfarining
yigindisi (4., —)gareng. yani . vu, +u, +.. . +u, =t, ., ~1l.
Bu xossani isbotiash uchun. §- xossaga ko'ra,
uFuy, ... tu,, =4, ~1
tenglik o'rinti ekanligini va 2-xassani hisvbga chish kifoya:
SO S = o s g vy, ) -
—( ¥y v+ o+, )=
S anes Sl S Ty, <=y, —1. .

Yuqorida isbotlangan [- va 2- xossalardan foydalanib, Fibonachehi
sonlarining ishorasi almashuvchi qaton vighindist haqidagt quvidagt
xossasini ham isboilash murmkim,

4-x 05 s a. Dastlabki n ta Fibonachehi sontari uchun w —u, +u, —, +
FoH (0w = (=1, 4] tenglik o rinlidiy.

5- xossa. Dastlabki nfa Fibonochehi sonlari kvadratiarining
g ‘indisi u M, ga leng, ya'ni le ar !:'i' Ao e u: =uu, .

Hagigatdan ham, Fibbonachi qatorining ta'rifiga ko'ra wu; =,
bo‘ladi va birdan katta ixliyoriy natural # son uchun

u: - unun =u, (un*l _un-l) —~ unuvﬂl Y, U,
tenglik o*rinlidir. Shuning uchun
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= = 2. -
+"'+un"n-l —"0-1";1 = .

unel "

6-xassa. irivoriv u, Fibonachchi sonining kvadrati bilan 1, i,

ko ‘pavirma urasidags furg birgo teng, va'ni H: — i, = (—l)"”.

Bu xossam matematik induksiva usuli yordamida isbotlaymiz. Baza:
n=2 uchun u; —pu; =1° 1-2=-1=(-1)*" - tasdiq to’g'ri.

Induksion o'tish; bu xossa 2#=#&22 uchun to'g't, ya'ni
Wl =y ug, = (=0 yoki ] = u,, + (-1 bo'lsin. Oxirgi
teaglikning ikkala tomoniga e, ifodani ¢o'shsak

0 At Sty F g, (=D

tenghk va bu tenglikdan w, (a, +uM)=ui_,,(ui_,+uk)+{—]JM kelib
chigadi. Fibonachchi gatorining aniqlanishidan foydalanib, quyi-dagilarga
cgabolamiz  wyu, . =, 0, + (=D, -uf” + Wy, = (~1)*'.

Oxirgi  1englikning  ikkala tomounini (—1)ga ko'pavtirsak,
My~ e = (=1 tenglik hosil bo'ladi.

Matematik induksiya usulini qo*llab #,#,,... Fibonachchi sonlarining

quyidagi 7—10- xossalarini ham jskotlash mumkin:
2
T-X0SSa. wdty +uuy YU, F o F N, U, =4
. oy
S-Xossu. e, +ayu, oty +oF 2y 0, =t L
9-xossa. me + (n— D, + (n— 2+ 4 2u,_ +u, =u, —(713)

10-xossa. u +2u, +3u, v +me, =ni,,—u, +2.
Eudi Fibonachchi senlarining binomial kocffitsiyentlar (Paskal

uchburchagi) bilan bog lanishim itodalovchi xossani o‘rganamiz.
I"_-l.]
| =2
11- xassa. Fibonaehehi somi uw, (ne N) whun 4, = ZC:_,‘_.
=0

tenglik o ‘vinlidir,




Bu xossani isbotlash uchun »_ (#=12...) sonlardan tuzilgan
) sl ketma-ketlikning Fubonachgm qatori bo'lishini ko'rsatish
Kifoya. Bumnz uchun esa

1-4}
ihe &.-‘-. ZC C,

t=0
T = ZCL_ h ~EL =
in
ckanligini (a'kidlab, #,,u,.....%, ... ketma—ketllk uchun &, =, +,_, (
n 2 2 ) rekurrent tenglikning bajari]ishini ko'rsatamiz.
Agar # jufison (n=25. s€ V) bo'lsa, u holda
vl
Ec;_k zc
u, —Z s z k-1
; s-1 k
z n-£=2 = ZCN-A'—E
k=[l
tenglikiar o‘rinli bo‘ladi. Bu tenghklaman fuydalanib,
3-] 3=
U, +u =9 Ch o+ 9.Chus —HZCL ]+ZC,_,,_ =
&0 =)
s—I =

—1+ZC 4-1+Z Cot G =+ X (e, + e+ C
Al

munosobatlamn hosﬂ qlamiz.  Binomial  koeffitsiyentlaming
i A-1 A =
C.. +C. 0., =€, xossasiga binoan

=

st
v tu, =1+ 3 CEL +C =143 .CL 4 C = 1+2 ot
k=] k=1
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+C T = “+Ec.,*+c*::§ic:_k ZC: ¢ =
i=n

tenglhiklarsg ega bo* l.umz.
notog son bo'lganda ham, yuqoridagidek mulohazalar yuritib,
(#22) tepglikning 10°g'riligini ko'rsatish mumkin.

) — iy, +U

arel

Demak, Fibonachchi gaworining ta'rifiga asosan, #,,#y,..., %, ... Ketma-

ketligt Iibonachehi qatoridir. @

n=|

Yugorida ta'kidianganidek, u,= 3.Ch,, tenglik Fibonachchi
kaf
sonlari bilan Paskal uchburchagi orasidagi bog'lanishni ifodalaydi. 1-
shaklda tasvirlangan Paskal uchburchagidagi shunixli chizigiar bo'ylab
joylashgan sonlar yig'indisi Fibonachchi sonlarini tashic! etadi.

/,,"—___ u.‘}
-, == Eing
L2 ",/""" ¥ op=1+1=2
/"‘//:/"”/—"—— rf‘_-]+2=3
n=0 3 7T T weE=l+3+=S
n= ,l‘/j/,///"-_—- "t=1'“4+3_8
”:7 :z/r‘;/’/r__- l'h"‘l"S'i'G‘i'l:'lJ
=1 i~ A7 T TTT =164 10me=2]
I"/",-"/',/"“" Hg=1+74 [ 5+10+1=24
n=4 I‘;;a/ﬁﬁ }’/,'———-
n=5 1 W 5
=6 126152015 6 |
n=1 127279535217 1
n=8 1' .8?8 5670562881
.................... ’ I-WH

12- xassa. Fibonachelisomi u, (ne N) uchun

y l+wf§“_l—v{§"
<3 {57)

tenglik o ‘rinlidir.




Bu xossani isbollash magsadida, avvale, o haqigity son uchun
& =1+ tenglik o'rinli bo'lsin deb faraz qilib, o', a*. o', &* va
hokazo darajalami ¢ orqali ifodaloymiz: o =qa =oil +@) =1+ 2,
a*=u’ =a(l+22)=2+32, & =’ = 2(2+3) =3+ 5,
of =ae’ =0(3+5a)=5+8x va hokazo. Bu ifodalardan ko rimb
taribdiki, ulardagi ozod hadlar hom, o ning koeflitsiventian ham
Fibonachchi sonlandan iboraldir.

Matematik induksiya usulidan foydalanib, agar », Fibonachchi soni
bo‘lss, u holda ixtiyoriy # 22 natural sonlar uchun " =, | *+u &
formulaning te'g'riligini ko‘rsatamiz. .

Hagigatdan ham. n=2 bo'lganda & =u, +2,x =1+ @ tenghkka
ega bo‘lamiz, ya'ni baza bajanidi.

Induksion otish: #=4% bo'lgan hol uchun &' =u, | +u,0 tormuia
to‘g'ri be'lsin. U holda n=4%+1 bo'lganda quvidagi tengliklarni hosil
gilamiz.

a'' =aa’ =ofu,, ) =u,_c+ua’ =
=u il +Q)=u,_C+u, +u0=
=g, + (it Y=, +u, O

Demak,
o =u, +u, .0

Shunday qilib, a’=1+o va ixtiyorty # = 2 natural sonlar uchun #,

Fibonachchi soni bo'lsa, v helda " =u, _, +u & formula to'g'ri ekanlig

igbotlandi. Endi &’ =1+q tengiikni kvadrat tenglama sifalida qarab,

s
+ I—hi>

uning bin muosbat, ikkinchisi manfiy ikkita ¢f 4 \E va o, = ;
o =u,., +u,

ildizlarini topamiz. @" =%, , u @ formulaga ko'ra,
a; =, +una2'

Bu tengliklarni ¢, , va &, noma'lumlarga nisbatan tenglamalar siste-
masi deb garaymiz va uni hal gilib. 12- xossaning isbotiga ega bo'lamiz. »
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Shun:s ajoyibki, 12- sossaga binoan, butun qiymatli &, son trratsional

sonlurdan iborat bo*[pan kvadrat 1ldizlar orgali ilodalanmogdn. 12- xossani
tfodaloveiu tenglik Bine' farmulasi deb yuritifadi.

Kesmani ho'laklarga bo'licshda oitin
kesim tushunchasini eslaylik. Beriigan
kesinaning oitin kesiom deb unt shunday
IKKi gqusmga ajratish wshuriladiki, bu
yerda butun kesma uzonligining kaga
gism uzunligipa nisbati va katta gism
uzunligining kichik qism  uamligiea
nisbati o‘zaro tengdir. Bu nisbatning
giymat €, ga teng bo'lishim aniglash
qiyin cmas. “Oltin kesim™ iborasining 2. shakl
mazmuni shu bilan ham 1asdiglanadiki,

- 4 o - : +\fs .
maszfan, tomanlart vzunliklarning nisbali a, = ¢ "H- = [,a18 s0nga

vagin bo'lgan 10°g ri wo'rtburchak mson ko'ziga voqlmll bo'lib ko'rinishi
yadimy zumonfardayoq ma'lum bo‘lgan. Yana shunisi ham qizigarliki,

.’T
1 ¥3—1
==, .

e ,
lin ==t =gz lim——=
/- ”' Ji =+ Z‘..+|

Hayratianariisi shuki, Fibonachchi sonlari tabiatning turli narsa va
hodisalarida  kutiknaganda namoyon  be'lishadi.  Masalan, ular
kungabogarning urug'lari joviashgan ‘‘savat™ida osonlik bilan sanab
anigtash mumkin bo‘lgan spiratlar {anigrog’i spirallac yoylari) sonlasi
sifauda paydo bo'ladi (2- shaklea qarang). Kunmhoqamlnb urug’lari
joylashgan savatida logarifmik spirallaming’ ikki oilasini kuzatish
mumkin,  Bu oilalarda  birining  spirallari  aylamishi  soat  millari
yo'nalishida, ikkinchisiniki csa lcskan vo'nalishda bo'ladi

Botanikada spirallar oilalarining bunday joylashishini i (illataksis® deb
atashadi. Qilalardagi spirallar sonlari Fibonachchi gatorida ketma-ket

' Bine {Rinet Jak-Filipp, 1786-1857) ~ fransuz matematigi v 45OROME. .
* Logaritmik spiral. bu quib konedigatalar tiziwidagi tevglamasi & = ae’ bo'lgan egn
chizigdir, bunda @ >0, —oo < @ <+ Bu egri chiziq koowdinaatac boshidan chiguvchi

barcha turlanu o°zgannas X aurchak ostida kestb o'tadi va & = cig& ho'ladi
! Yunon tilida bu so0"z eargmng wizilishi manosint beradi
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joylashgan ikkita Fibonachehi sonlaridan iborat botladi. Ular kungabogar
savatining kaltaligiga qarab 34 va 55, voki 35 va &9, yoki 80 va 144
balgan Fibonachchi sonlan jufiliklanni tashkil elishadi. Tabatda, hatoks,
spirallar sonfari 144 va 233 bo'lgan uvlkan kungaboqar savati ham
uchraydi! Kungabogar fillotaksisi va Fibonachchi sonlari orasidagi bu
alogani birinchi bo*lib E. Lyuka e'lon gilgan edi.

I- misof. Elementlari ¢ va 1 ragamlaridan iborat be'lib, tkkita |
ragami yonma-yon joylashmydigan korlejlami yarisymiz Shunday tartibda
tuziladigan » uzunlikka ega barcha konejlar soni ¢, Fibonachehi
gatorining {z+2)- hadiga lengligini. ya'ni ¢, =2 ., tenglik o'rinki
bo‘lishini ko‘rsatamiz.

Buning uchun matematik induksiva usulidan foydalanaymiz.
Matemalik induksiya usulining bazasi sifatida #=1 bo'lgan holns
qaraymiz. Bu holda migo] shartlarini qanoatlantiruvchi ikkita (<0 > va
<1>) kortejlar mzish mumkin, ya'ni ¢, =2. Fibonachchi qatorining
mzilishiga asosan #=/! bo‘lgan hol uchun #,_, =u,_, =, =2. Demak,
n 1 bo'lganda ¢, =w_,, tasdiq to"g'n.

Induksion otish: 7=k bo'lganda miso! shartlarini ganvattantiniehi
koriejlar soni uchun isbotlanayotgan tenglik o‘nnli bo'lsin. ya'ni
¢, =u,,.. Bu tenglikning n =4 +1 uchun ham to'g'riligini ko'rsatamiz.
Ravshanki, uzonligi z1 = & +1 bo‘lgan barcha kortcjlami, tuzilishiga ko ra,
ikki guruhga quyidagicha ajratish mumkin.

Birinchi guruhga talab qilingan shartlar asosida tuzilgan va uzunligi ¥
ga teng kortejlaming har biriga o'ng omondan 0 ragamini joylashtirish
nsuli bilan hosil qilingan kortejlami kintammiz. Shuning uchun, birinchi
guruhdagi kortejlar soni uzunligi & ga teng kortej soniga teng. Bu yerda
induksiya farazini hisobga olsak birincht gurthda ¥, ,ta kortejiar bor
degan xulosags kelasiz.

Ikkinchi gurwhga oxirgi elementi 1 ragamidan iborat bo'lgan
kortejlami kiritamiz. Koriejlami tuzishning misolda talab qilinayotgan
shartiga ko‘ra ikkinchi guruhdag: har bir kortejda oxirgi 1 ragamidan oldin
faqat 0 raqami joylashishi mumkinligi kelib chiqadi. Shuning uchun,
ikkinchi guruhdagi korlejlaming uzunligi (X ~1)ga teng ba*lgan va talab
gilingan shartlar asosida tuzilgan kortejlaming har biriga o'ng tomondan 0,
| magamiarini (@aynan shu tartibda) joylashtirib hosil gqilish mumkin,
Demak. induksion farazni hisobga olsak. ikkinchi guruhdagi kortejlar som
u,., ba'ladi.
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Shunday gilib, X+1 wuzunlikka ega barcha Korlgilar  soni

C,, =, ., tu, . Tibonachchi  gatorining  aniglanishiga  ko'm,
My Fi, =0, Buyerdan ¢, =¥, =, @
G T3

¥

3- shak!

2- misol. Oltin kesim juda qadimdan ma’lum bo'lgan. Bu
ushunchadan gadimgi yunonlar haykallaroshlikda, sov  saglashga
mo‘ljallangan xum idishlamt yasashda foydalana bilishgan. 1854~ yiida A.
Seyzing' oltin kesiln tushunchasini gayta “ochib™, bu tushunchani
absolyutlashtirishga uringan. U o'z asarlaridan birida “oltin kesim
tabiatning barcha hodisalarida va san’atda universal kesimdir’” deb ¢’lon
qilgan. Bunday xulosaga A. Seyzing tabiatda uchraydigan turli hodisa va
jarayonlami tahlil gilish asosida, jumladan, qushlaming taxumlari,
o‘simliklar, hayvenlar, turli tovushlar, insonlar tomonidan yaratilgan
binolar, idishlar, she'riy va musigiy asarlar va boshqalarni kuzatish va
sarur hisoblashlarni bajarish asosida keigan.

—

! Beyzing (Zeising} Adoll — olmon shoiri va faylasuli (1810-1876).
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A. Seyzing ikki mingea yaqin kishilaming badan o*lchovlarici obib, bu
qiymatlar asosida o'racha statistik giymmlami hisoblugan. Qilingan
hisoblashlarga ko'ra, erkak Kishining badamidugr katta o'jchovining kichik
o*ichovaga nisbati

(3-shaklda o°lchovlar butundan foiz migdorda berilgan) [3:8=1.625
ayollar uchun bu ko'rsatkich 8:35=1.6. chagolaglar uchun esa T:1 kabi
bo'lishi aniglangan. Inson bolasi 13 yoshga kelganda bu nisbat 16
bo'lishi, 21 yoshda esa proporsiya insonning jinsiza garah yugorida
1a’kidlangan npisbatga yagin bo'lar ekan. Bu  vyerdagl  nisbatlarda
gamashayotgan sonlar va insonning voshlari (13 va 21) Fibonacheln galori
sonlaridic. m

3- misol. Tomom 8 birlik B
kvadrawi (yuzasi 63 kv. birlik) 4- \
shaklda ko'rsatilgandek 4 bo’lakka (

A, B, C va D} ajraib. bu 4 \
bo‘lakdan shaklning o‘ng 1omonidagi 4 |
figurani yasash mumkin. Yasalgan
[iguranmi uchburchak deb hisoblab.
wning yuzasi hisoblansa 65 kv, birlik
(dasilabki yuzaga gamganda 1 kv.
birlikx ortiq!) javob hosil bo'lishi 4 shok!
tabiiydir. Tomoni 13 birlik kvadrat ’

bilan bam xuddi shunga o‘xshash ishlami bajarib, 169 kv. birlik yuzadan
168 kv. bitlik (dastlabki yuzaga qaraganda 1 kv. birlik kam!) yuzani “hosil
gilish™ mumkin. Bu yerdagi xatoni aniglash o'quvchiga havola qgilinadi',
Shunisi qizigki, bo‘laklanayolgan kvadrat lomoni va bo'laklashda
gamashayotgan sonlar uchta ketma-ket Fibonachchi sonlaridan iboratdir.
Tabiiyki, yoqoridagi usul yordamida istalgan uchta ketma-ket Fibonachchi

sonlandan foydalanib yuqoridagiga o‘xshash istalgancha jumboglar tuzish
mumkin. w

Muammeoli masela va topshiriglar

L. u,4,,...4,,.. Fibonechchi sonlarining quyidagi xossalacni isbot
qiling:
; ! o ]
a) ulﬂn ="n—lun +unumb1 ] b) Upe2 — "n-rl =W U,

! Fibouarhehi sonlarning 6- xossasiga e'libor bering.
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determinantning  o'lchovi s#xs. 7 - kompleks sonni ilodalashda

whiatiladigan mavhum birlik (7 = ~—1 ).

2. Qurthshda vzunligi enidan ikki baravar katta bo'lgan g'isht ko'p
qo‘llaniladi. Bunday g'ishtiardan bir g'isht kengligiga ega devor qurish
inkoniyatlare giishtlar soni I, 2, 3 va 4 bo‘lgan hotlar uchup 3- shaklda
kelurifgan.  »ia g'ishidan bir pgishi kengligiga ega devor qurish
imkoniyatlari somint aniglang.

3. Xonada o'lirishga mohal-langan #1112 o'rin bur. Bu o°rinjarda

o'tirishi kerak bo'lgan kishilarni ikk: gorubga ajratish
| D mumkin: do‘stlar (1) va dushmanlar {0). Agar n =1

bo'lsa. u hoida bita o‘ringa bir kishini o‘tgazish

2 D:] E imkoniyatlari soni ikkiga tengligi ravshan (bu
o'ringa yo do'stlar yo dushmanlar guruhiga

s U [ =) tegishli bir kishi o‘tiradi). #
4 | | I [ i H_i | l H i H ] H ] | nafar kishini hech qaysi ikki

dushman vonma-yon o'tir-
5. shraakt

maslik sharti bilan o‘rinlarga o'iqazish \hf'{
imkoniyatlari sonini aniglang. °° &

4. Asalari | yoki 2 ragamli xanacha-
dan harakatlanishni boshlagan bo'lsin {6-
shakl). Asalari fagat o'ng tomondagi W A

go’shni xonachaga o°tishi mumkin bo‘lsa,
uning # ragamli xonachaga kclishi imkaniyatlasi sonini aniglang’,

"1 ragaml: xenachaga bonshning faqat bir imkoniyai bor. 2 raqamli xonachaga borishda ikki
imkoniyatdan foydalanish mumkin: bevesita o'shs xonachaning o'ziga yoki 1-2 yo'f bilan. 3
sanachaga boorish yo'llari cea uchias 1-2-3. 1.3 va 2-3.
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Mustagil ishlash nchinn savoflar

1. Fibonachchi sonlari haqidagi dastlabki ma’lumomi  |Leonado
Pizanskiy qaysi asarida kzltirgan?

2. Tarkibida dastlabki r1a Fibouachchi soniari ishlirok etgun qanday
formulalami bilasiz?

3. Juft raqamii dastlabki »a Fibonachchi sonlarining yig indisi
formulasi qanday keltirib chigariladi?

4. Toq ragamli dastlabki wta Fibonachchi sonlarining yig'indisi
fonnulasini isbotlay olasizmi?

5. Bir-biniga y'o’shni bo'lgan uchta Fibonachcehi sonlarining ¢anday
xossalami bilasiz?

6. Fibonachchi sonlarining Paskal uchburchagi bilan bog'lanishim
ifodalovehi formula ganday isboclanadi?
7. Bine {ormulasining tarkibida ganday irratsional son bor?

8. Siz tabiatda Fibonachchi sonlarining uchrashiga kitubda bavon
qilinmagan misol keltiza olasizmi?

2.6. Bo*laklashlar kombinatorikasi

Bu ‘leklash. Ko'phad formulasi. Naivral son. Yig tndi. Qo 'shifuvehi.
Oo shilivchitar tartibi. Diagrammali usid. Fervers diagrammasi, Norowd Fereers
diagrannnasi. Diagrammaning lranspozitsiyasi. {kki voglama diagrammafur.
Qo shma diagrammalar. Qo 'shma bo 'fuklashiar.

2.6.1. Boflaklashlar ta’rifi. Kombinatorikada o‘rin almashtirishlar,
o'rinlashtirishlar va gruppalashlar tushunchalari yordamida yechiladigan
masalafar bilan bir qatorda bo*laklashlarga doir masalalar ham qaraladi.
Bunday masalalar turli vaziyatlarda paydo bo‘lishi mumkin, Masalan,
qutiga predmetlami joylashda, axborotni uzatishda, pulni mavdalashda,
ko‘phad formulasidan foydalanish uchun daraja ko'rsatkichini bo'lak-
lashda va hokazo.

Bo‘laklashlarga doir masalalar orasida natural sonlarni natural yoki
manfivinas butun qo'shiluvchilar yig'indisi sifatida tasvirlash masalasi
alohida o'rin tutadi. Bu masalaning mehiyati quyidagidan iborat.

Berilgan natural 7 sonni @.@,,..@, natural sonlar yig'indisi
ko'rinishda ifodalash imkoniyatlari qancha”

Bu masala turli shartlarda garalishi mumkin, Masalan:

go*shiluvchilar tartibi €’tiborga olinishi yoki olinmasligi mumkin:
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bo'laklashlarda  fagat juft yoki toq sondagi go'shiluvchilar
gatnashishi sharti goydlishi mumkin;

= go'shiluvchilar bir-biridan farqli yoki ixtiyoriy deb hisoblanishi
mumkin va hokazo.

Tabiivki, ba'lsklsshlarga doir kombinalorik masalalamt yechishda,
bo*luklanayotgan son o'rniga undan kichikroq son(larini bo*laklash yoki
garalavolgan  ba‘laklashni kamroq sondagi qo'shiluvchilari bo'lgan
bolaklashga kebtirish usuti go*llanilishi magsadga muvofigelir.

1- ta'rif. Nahawal n sonni ixtiyoriv kta (k - natural son, kS n)
Q. 0....d,  nanral  sonlar  yigtindisi, vani »n =dy+da, t..+a,
ko 'vinisheda tasvirlashga n souni kta go'‘shituvchitarga bo‘laklush
(qisqucha, bo'takiash) deb aroladi,

Yuqorida 1a’kidlaganimizdek, bo'laklash masalasini ikki vaziyalda,
ya'ni qo'shiluvchilar 1artibi e'tiborga olingan yoki olinmagan hellarda
garash mumkin. Kombinatorik nugtai nazardan olganda ikkala hol ham
qiziqariidir.

Bo‘laklash masalasini, avvalo, qa‘shilaychilar tartibi e'tibarga
olingan holda qaraymiz.

Bu holda natural s sonning Ata qo'shiluvchilarga bolaklanighiati
sunini B{n k) bilan va shu sonning barcha bo'laklanishlari sonini 8(#)

bilan belgilasak, ravshanki, B(u)=ZB(n,/(} tenglik o'rinli bo*ladi.
k=l
1- mispl. Fagat hir yo‘nalishds harakatlanganda besh pog'onali

zinapoyani hatlab a’lish imkoniyatlari sonini anigiash talab etilgan bo‘lsin.

Tabiivki, har bir qadamda faqat bittadan pog'onani bosib o‘tib,
zinapoyani S qadamda hatlab o'lish mumkin. Bu harakatni S sonni
5=14+1+1+1+] ko'rinishda bo‘jaklanishi kabi ifodalab, B(5,5)=1

ekanligini gayd etamiz, Zinapoyani 4 qgadamda ham hatlab o'tish mumkin,
bu ishning B({5.4)=4 imkoniyati bor: 5=2+I1+41+1, 5=14+2+1+1,
S=1+142+1 va 5=1+1+1+2. Shu usulda davom etib, 3 qadam
gehun  B(5,3)=6ta -~ 5=3+1+1, 5=1+3+1, S5=1+1+3,
5=2+4+2+1, 5=2+41+2, S5=[+2+2 hamda 2 gadam uchun
B(5,2)=4ta - 5=4+1, §=3+4+2, 5=243, 5=1+4 tengliklami
yozamiz. Endi barcha pog‘onalami bir gadamda hatlab o*tishga B(5,1) =1
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nnkoniyal va 5 =13 tenglik mos kelishivn ¢ uborga olsak. mumkin bao']gan
barcha imkaniyatlami bayon gilgan bo lamiz.

Shunday qilib, fagat bir yo'nalishda harakallanganda besh pog onali
zinapoyani hatlab o'tish imkonivaari soni

B(SY=B(5.1}+ B{5.2)+ B(S3)+ B(5. Y+ B(3.5) =16
bo'ladi. =

Endi B{n,k} va B{n) miqdorlanmi bisoblash formulalarini 1opish
bilan shug'vllanam;z.

Dastiab =1 bo'lgan holni garaymiz. Tabtiyki, bims nawral sonlar
yig'indisi gilib bo'laklash haqida gap bo'lishi mumkin emas. Shunday
bo'hishiga qaramasdan, bimi fagat biua qoshiluvchidan iborat deb qarab,
yugorida berilgan ta'rifga mus keluvchi B(1N}=t=C =], =) @
bo*laklashga ega bo'lumiz. Jami bo'laklashlar soni Bil}== B(l.l)=
S A= ho'ladit.

n=2 bo‘lgen holda A=} qo'shiluvchili B(2.I)=I= C =
=Cy,=C ta (2=2) va k=2 qo'shiluvchili B(2 2)=1-—(' =
= d 3 —C' 1a (2=1+1) bo'laklmshlarpa ega bo Iasmz Bu hol uchun

jami bo* laklashlar soni BRI=BQ N+ 82.2=C" +C) , =2
| Agar n=3 bo'lsa, u holda k=1 qo Ghiluvehill B3.)= l =Cl =
=C =C, 12 (3=3), £=2 yo'shilwchili B(3.2)=2=Cl=(, (]._,

ta (3= 2+1 1+2) va k=3 goshiluvchili B33)=1=C?=C2, =C],
ta (3=1+1+41)bo'laklashlar ber, Bu holda j jaml bo‘laklashlar soni uchun

B(3) =803+ B3.2)+ B3 3H=C"_ +C _+C =2""
tenglik o‘rinlidir.

Shunday davom etib, “istalgan # natural sonning Kta qo'shi-
luvchilarga bo'laklanishlani soni {m—1)ta elemenwian (£ —1) rtwlab
gruppalashlar soniga téng, ya'ni B(n,4)=C 7" degan famzga kelish
mumkin. Agar bu faraz tasdiqlansa, bmomml koefﬁtsiyentlanmlg yigg in-

a=|
disi hagidagi xossaga ko'ra. B{»)= Z _, =2"" ba‘ladi,
=0

' Bu yerda va bundan keyin binomial koeffitsiyentlarming ixtiyoriy natum! »  uchun

ZC: = 2" bolishe hagidagt aossasidan (oydalanamiz
1=0
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1- tevrema. Qo'shiluvchilar tartibini e 'tiborga ofgan holda
istalgan 0 wennral sonning k 1a go shiluvchilarga bo ‘takianistiari soni (
n=1la elementdan (k=1 )riteh  gruppolasider soniga  teng, va'ni
B(nky=C""|

Isboti o'quychiga havola gilinadi. =

Yuqorida bayon etilgan mulohazalar yordamida va !- leoremaga
tayangan holda isbotlash asonligini ta'kidlab, quyidagi teoremani beshqa
usttl bilan isbotlaymiz.

2- teorema. Qo'shilwvchifar itartibini e 'tiborgu olvan holda
ixtiyoriy W natwral sonning barcha bo faklanishlari soni 2" ga teng.
va'ni Blay=2"".

Isbeoti. Nawral # sonning barcha bo‘laklanishlari to‘ptamimi S{n)
deb, shnt 2 sonning birinchi goshiluvchisi i ga (F=1,2,...,#) teng bo‘lgan
bo'laklamishbari to’plamim esa S (n) bilan belgilaymiz. Tushunarliki,

Y(ﬂ)—US (n) bo‘tadi. Agar S {»#) lo'plam elementlari sonini { {»)

deb belgilasak, yugoridagi lenglikka asosan g, _ZQ (n) bo‘ladi.

in]|

Endi Q(m)=Bn~i) (i=12.n-1} va Q,(m)=1 tengliklami
=l

hiscbga olib, H{n) = ZB{H—:)-H =] -!-EB(;} tenglikka ega ho'lamiz,
=l =
Bu tenglik ixtiyoriy #1 nataral son nchun to'g'ri. Shuning uchun, bu

tenglikdagi n ni { 7+ | )ga almashtirib,
a-l
B(n+1)=1+Y B(i)+B(n)=B(n)+ B(n)=28(n),
ezl

ya’hi B(u+1)=28(n) (n=12....) ko‘rinishdagi rekurrent munosabatni
hosil gilamiz. Bu rekurrent munosabat ketma-ket qo‘ilanjlsa, B(#n)=2""

kelib chigadi. m

2- misol. To'qqgiz gavatli bironing birinchi qavatidan sakkiz kishi
lifida yugoriga ko‘larilayotgan bo‘lsin. Agar to‘qqizinchi qavatga liftdagi
kishilarning faqat bittasi chiqishi shart bo‘lsa, lift yo‘lovchilarining bino
gavatlariga chigish imkoniyatlari sonini aniglang.
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Masalaning shartiga binoan, lifidagi sakkiz Kishudan fuqai b kishi
o qqizinchi gavalga chigishi shart bo'lgani uchun, gulgan yetti kishining
ikkinchi gavatdan sakkizinchi gasatgacha chigishining ko'p imkoniyatari
bor. Bu imkoniyatlar soni liftning birinchi va to'ggizinchi gavatlar
orasidagi to'xlashlar soniga bog'lig bo'hb. yewtimng barcha bo'lukla-
mishiari yordamide ifodalanishi mumkin., Masalan, lift binoning ikkinchi
qavatidan sakkizinchi qavatigacha fagat bir marta to'xwab, liftdagi yelu
kisht tushib golgan bo'lsa, u holda bu hodisa 7=7 ko'rinishdagi
bo‘laklash vositasida ifodalanadi: agar 10'qqizinghi gavatpacha lift ikki
marta to'xtab. oldin uch Kishi, keyin to'm kishi tushib gelgan bo’tsa. bu
holatga 7 =3 +4 ke'rinishdagi bo'laklash mos keladi va hokazao.

2- ieoremadan foydalanib, veining barcha bolaklanishlari soni
2'7=2°=<64 ckanligini lopamiz. Demak, agar to'qqizinchi gavatua
fagat bir kishi chigishi shart bo‘lsa, u holda lift yo'fovchilarining bino
gavatlariga chiqish imkeniyatlari soni 64ga tengdir. Agar hal gilingan
masalada to'qgizinchi qavatga faqat bir kishining chigishi sharti bo'lmasa
edi, u holda sakkizning barcha bo*laklanishlari sonini topishga to*g'ri kelar
edi. m

Endi natural sonlamni qo‘shiluvchilar tartibi e'tiborga olinmagan
vaziyatda bo'laklash masalasi bilan shug'ullanamiz.

Odaida, natural # sonning ixtiyoriy kta (k -~ nawral son, & <)
a,,8.,...,4, qo'shiluvchilarga bo‘laklanishini qandaydir shartlarga,
masalan, a, > a, >...2 g, yoki g <a, £... £ g, tengsizliklarga bo'ysu-
nadigan qiiib olish qulay bo'ladi.

Qo' shiluvchilar tartibi e'tiborga olinmagan holda natural » soaning &
ta go'shiluvchilarga bo'laklanishlari sonini R(n, k) bilan, uning barcha
bo‘laklanishlari sonini esa R{) bilan belgilaymiz.

Bundan keyin, bolaklash deganda go'shiluvchilar tadibi ¢’tiborga
nlinmagan holdagi bo*!laklashni nazarda utamiz.

Tabiiyki, R(n)=2R{n,k) tenglik o'rinfidir. Osonlik bilan Ko'rish
e
mumkinki, RQ}=1l, R(2)=2, ROB)=3, : R(4)=5, R(S)=7,
R(B)=11, R(7)=15.
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3- misal. 8 uchun barcha bolaklashlar |- jadvalda tfodzlangan.
Jadvaldan ko'rinib turibdiki, 8 uchun, hammasi bo‘lib, 22 bo'laklash
imkontyati bor:

RR}=3 RBAI=|+44545+3+2+]+1=22.0

tel

{=jacval
Qo'shi ‘ " Bo'laklanishlac som |
|_fuvehilar soni Bo'laklamshlac
! 183 R(8, 1}=1
2 | 8=7+1=6+2=5+3=4+4 R(8, 2)=4
;|G ST AT R(, 3)-5
| B=S+l+l+ w4241+ 1mi+ 3+ +]1m [ i
A | —349497|=042+3:3 ' R(8, 4)=3
S _
B=4+ 1+ 1+ 1+ =372t 11+ 1= : -
3 '__)+2+’>+[ | o il | R(3,3)=3
é B=3+bHIS i+ +1=2k24 04 F L , R(8,6)=2
7 R=2+|+j+l+l=1= I R, N=1
P 8=+ 15 B 1214 1= L R, 8)=1

Albaua, yuqorida keltirilgan formula yordamida ixtiyory nawral z
uchun uning barcha bo'laklanishlari sonini aniglash mumkin. Lekin 2
yetarlicha katta giymalga ega bo'lgands bu (ormuladan foydalanish juda
ko'p hisoblashlar bajarishni tagozo giladi. Ushbu bobning navbaldagi 7-
paragrafida R(7) ning qiymatini hisoblash uchun boshqacha yo'l berligi
ka‘rsatilgan,

2.6.2. Ferrers' diagrammasi. Natural #7 son & ta a,4,,...,a, nalural
qo‘shiluvchilamung yig'indisi gilib bo‘taklangan bo‘lsin.

2-ta’rif. kta gatordan tashkil topgan va (yugoridan pastga garab
hisoblaganda) i - qatoridu a, 1o nugtaga ega bo'lgan diagramma n sonni
kwa a,a,,..,a, natral go'shilwwchifarmung yig'indisi gilib bo'lak-
lashga mos Ferrers diagrammasi deb ataladi,

Ferrers diagrammasi tushunchasiga 2soslangan diagrammali asul dcb
yuritiluvehi usul sonlami qo'shiluvchilar yig'indisi qilib bo*laklash
masalalarini tahlil giiishda keng qo'lianiladi.

Ferrers (Norman Makleod, 1829  wxminan 1894 ylidan so‘ng vafor eigan) - ingliz
matematigi.
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Bo‘*laklashda qa'shifuvchilar tarubi ¢ tiborga olinmaganhg subabfi
Ferrers diaggrammasini tuzishda, odawda, uning gateriaridagi nuqualar soni
yugoridan pastga garab o'smaydigan, yu'ni @, 2a, 2. 2, shart
bajanladigan (yoki, kamaymaydigan ya'ni a, €a, £...£a, shan
bajariladigan} tarlibga rioya gilinadi, Bundan tashgan, gatorlardagi
nuqtalar diagrammaning vertikal ustunlurini weshkil etadigan qilib tuzilads.

3- ta’rif. Shnday rarvtibda nizitean divgramma normal Fervers
diagranmumasi deb ataladi. (AN R N

4- misol, 14=34342-251+41 bo'laklashga - shaklda @ ® @
tasvirlangan Ferrers diagrammasi mos keladi. Bu diagramma *s
normal Ferrers diagrammasigir. » : .

Ixnyoriy bo‘laklashga mos keluvehi normal Ferrers ®
diagrammasining qatorlarini ustun, ustunlarini esa qalor | I

qgilib o' zgartinlsa (va ni diagramma lraspouirlansa), tabiiyks,
yana normal Ferrers diagrammasi hosil bo*ladi.

4-ta'rif. Hosil bo'lgan bn disgrammaga dastiubki diggrantmaning
rranspozitsiyasi {voki ikkilanma diagranunasi) deb otalach.

Normal Ferrers diagrammasining transpozilsiyasi natijasida hosil
bo‘lgan ikkilanma diagramima Iranspontirlansa dastlabki diagramma hosil
bo'lisi ravshandir. Demak. istalgan son uchun tuzilgan barcha diagram-
malami o‘zaro ikkilanma bo'igan diagrammalar juftlariga ajratish mum-
kin. Shuni e'tiborga olish kerakki, ba’zi diagramunalar o'z-o'ziga ikki-
lanma bo‘ladi, shuning uchun ular ikkita bir xil diagrammalar juflini
tashkil etadi deb hisoblash mumkin.

Ikkilanma diagrammalarmi qu'shma diagrammalar deb, ularga mos
keluvchi bo‘laklashlami esa qo*shma bo‘laklashlar deb ham ataydilar.

S-misol. 4- misolda qarglgan l4=§+‘3+2+2+l+] co0ooe
bo‘laklashga mos Ferrers diagrammasiga go'shma

[ R
diagrammani 2- shakldagidek tasvirlash mumkin. Mos : :
qo'shma bo-laklash csa: 1476+4+2+1+1. m @

2.6.3. Bo'laklashlarning xassalari. Quyidagi uchla @
3-5- teoremalar bo‘laklashiaming ba’zi xossalarin 2- shakl
ifodalaydi.

3- teorema. Ixtivoriy n  naturol sonning har xil natwral
qo ‘shitivchilarga bo 'laklanishiari soni shu sonning toq qo 'shiltinchiarga
bo ‘lakianishlari soniga teng.
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Isboti. = mnamral somung & My B tog qosshiluvehilarga
bo*laklansshliridan ixtiyoriy birini garaymiz:
n=b +h o+ bbb+t b bt b bR B

A fa 7.

bu yerda har bir 5, (/= l_;_} ) yar'shiluvehi bo*laklanishda 2 (11 €n)
marta  qutnashadi.  +# sonning  ikkifik  sanng  sistemasidagi
=2" 424 42 tasvirlanishini yozamiz, bunda
> ¢, »...>q, 20 gandaydir {5 ta) butun sonlar.

goshiluvechiliani bir-biridan farqle 5,27 5 2% b 2% qo'shiluvchilarga
amashtiramiez. Tabin ki, bunday almashtinish £t & go'shiluvellar
yigindisining  giymatini o'zgurtinmaydi. Shu  jurayonoi  barcha
=020, 2 qivimadar uchun  takrorlab va  qo'shiluvehilaming mos
giymatlarini yorih, 12 sanning har xil go‘shiluvchilarga bo‘laklanish-
faridan bwini hosid gilamiz, chunki &, b, sonlaming togligi wfayli
b2% 25 2" boladi.

Shunday qilib, » somnng toq go'shiluvchilarga bo laklanishtaridan
har binga shu sonning har xi! go'shiluvehilarga bo*taklanishlanidan biri
mos kelishi isbotland:. Bu tasdigning teskarisini ham isbotlash mumkin. m

6- misal. 3- misolda § ning barcha bo‘laklashlari keltirilgan va bu
bo'laktashlar soni 2220 wngligi ko'rsatilgan edi. 22ta bo’laklashlardan
olutass har xil qo'shduvclnlardan walpas. Xuddi shuncha tog qo'-
shiluvchili bo*laklashlar mavjud. 3+ teorcmaning isbotidagidek mulohaza
yuritib  8ning har xil go'shiluvehili va toq qo'shiluvchili barcha
bo‘taklanishlari otasidagt bir giymalli inoslikni ko*rsatislk mumkin.

Hagiqaidan ham.

8=T7+1=7-141-1=7-2°41-2" = 7+i,
8=5+3=5-1+3-1=52°+3.2"=5+3,
B=S+1+1+1=51+1-3=5-2"+1.(2'+20)=
=5-2"+1-2'+1-2°=5+2+],

8=3+3+1+1=3-241.2=3-2'41-2'=6+2,

Qaralayalyan  #  sonmung  yuqoridagr  bo'laklanishida r1a b




8=3+1+1+1+1+1=31+1-5=3-2"¢). (22 +2") =
=3.2°41. 24 1. 2" =344+,

8=1+1+1+1+1+1+1+1=1.8=1.2"=8 m

Diagrammali usul yordamida bo’laklashlarning wrli xossalannd
osonlik bilan isbotlash mumkin. Quyida shunday xossalardan ikkitasini
tfadalovchi 4- va 5- teoremalami keltiramiz.

4- teovema,. Ivivoriy 1 natural sonni kta ratural go'shifue-
chilarga bo ‘laklashlar soni sine wt sonning eng katta qo ‘shifuvclust k ga
teng bolgan bolaklanishiavi soniga teng.

Isbeti. Ferrers diagrammasining transpozilsivasi tushunchasi
yordamida natural » sonning X ta natural go‘shiluvchilarga bo‘lakla-
nishlan va shu sonning eng katta qo‘shiluvehisi & ga teog bo'lgan
bo‘laklanishiari orasida bir giymalli mostik ofrnatish mumkin. Bu bir
qiymatli moslikka ko'ra teoremaning tasdig*i to'g‘ridir. w

2yl

£ sonrining 3ta go‘shiluvchili R sopining cng katta qo*shiluvchisi 3ga
bo'laklanishian g ba'leklanishlar
S2EN Il 1el+]
342+ H+2+1+1+]
4+3+| SEaFeE]
4422 343141 e |
34342 3+3+2

7-misol. 3- misoldan ma'lumki, 8 uchun uchta go'shiluvchili beshta
bo‘laklash mavjud, bu son uchun qo'shiluvchilarning eng kattasi uchya
teng bo'lgan bo‘laklashlar ham beshtadir, 2- jadvalda bu bo'iaklashlar bir-
biriga mos ravishda ikki ustun qilib kehirilgan.

5-teorema. Ixtiyoriy n natural sonning hech bir go ‘shiluvchisi X
dan oshmaydigan bo'laklanishiari soni (n+k) sonining ktu qo'shi-
tuvchilarga bo {aklanishiar soniga leng.

Isboti. Birinchidan, shuni ta'kidlash lozimki, Ferrers diagram-
masining tmanspozitsiyasi # sonning hech bir qo‘shiluvchisi 4 dan
oshmaydigan ho'laklanishlari bilan shu sonning & tadan oshmaydigan
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yo'shiluvchilirga bo'laklanishlan orasida ozaro bir givmatli moslik
o'matadi. Bu  bir qiymatli moslik asosida # somning hech bir
qo'shiluvchisi & dun oshmavdigan barcha bo‘laklanishlari soni shu 2
soming A jadan oshmaydigan qu'shiluvchilarga bo*laklanishlari soniga
teng deb xulasa qilish mumkin.

Lkkinchi wamondan, » sonning £ tadan oshmaydigan qo shifuychilacga
bolaklanishiga mos Ferrers diagranumasi 71a nuqtadan tashkil 1oppan
bo*lib, ular X 1adan oshmaydigan qatorlarda joylashgan bo'ladi. Bunday
diagrammatarning har biriga /412 nugtadan tuzilgan ustunni chap
tomondan joylashtirsak, X ta qatorga va (#2442 nuqeali disgrammaga
ega bo'lamiz. Aksincha, (2 4% Ja nuqtali har bir Ferrers diagrammasidan
A1a qatorga ega birinchi ustunni olib tashlasak, #1a nuqtadan tashkil
wpgan va qatorlari soni A tadan ko'p bo‘lmagan diagrammani hosil
qifamiz.

Ko'rsatilgan bu ikki turdagi diagrannmalar orasidagi o*zaro bir qiymatli
moslik # sonni qo‘shiluychilari % tadan oshmaydigan bo'laklashlar soni
Ri{n+ k, k) ifodaga tengligini tasdiqlaydi. w

Muammoli masala va topshirigiar

1. Qo'shiluvchilar tartibi e'tiborga olingan holda 6, 7 va 8 ni natural
sonlar yig‘indisi ko'onishida ifodalang hamda B8(6), B(7} va B(8)
laming qiymatianni aniglang.

2. Qo'shiluvchilar tartibi e’tiborga olinmagan holda 9 ning barcha
bo‘laklanishlarini yozing va R{9)ni hisoblang,

3. Bozorda dehgon 15 dona govunni 7 nafar xaridorga donabay sotdi.
Agar navbatdagi har bir savdoda dehgonning sotgan qovunlati soni oldingi
savdodagiga garaganda kamaymagan bo‘lsa, u holda barcha savdolarda
satilishi mumkin bo‘lgant govunlar senlarining barcha imkoniyatlarini
Laping.

4. Odatda biror garomi ko'pchilik bo*lib qabul gilish magsadida ovoz
berganda “tarafdor™ va “qarshi" ovozlar sonlari ¢'zaro terng bo'lmashgi
uchun a’zolari 3 nafardan kam bo'lmagen 10q soandagi ekspertlar
komissiyasi tuziladi. Bu shartni qanoatlantiruvchi |7 nafar ekspertdan
tashkil qilinishi mumkin bo‘lgan komissiyalar sonini hisoblang.
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5. Kichik bir gishlogda hammasi bo’lib 22 bosh gora mol bor va har
bir oilada hech bo'lmasa bir bosh qora mol wpladi. Bu gishlogaing hech
gaysi oilssida uch bushdan ko‘p gora mol bo'lmasa. gishlogydag) qora
mollaming oilalar orasida tagsimlanishining barcha variantlarini aniglang,

Musraqil ishlash uchun savollar

1. Natural sonlarni natural yoki manfiymas butun go shiluvchilar
yig' indisi sifatida tasvirlash masalasining mohivati nimadan iborat?

2. Nawral sonlami natural yoki manfiymas butun go'shilevenilar
vig‘indisi sifatida tasvirlash masalasi ganday shartlarda garalishi mumkin?

3. Qo'shiluvchilar tarubi 'tiborga ohingun holda natural # sonning
& ta go'shiluvchilarga bo‘laklanishlari soni 8(2,4) bilan shu sonning
barcha bo*laklanishlari soni B(#) orasida qanday munosabat hor?

4. Qo'shiluvchilar tartibini e'tiborga olgan holda stalgan » natural
sonning Kta qoshiluvchilarga beo'laklanishlari  sonini  hisoblash
formulasini bilasizmi?

8. Qorshiluvchilar tartibini e'tiborga olgan holda istalgan # natural
sonning barcha bo'laklanishlari sonini qanday hisoblash mumkin?

6. Qo‘shiluvehilar tartith e'tiborpa clinmagan holda nanral a
sonning & ta go‘shiluvehilarga bo'laklamishtar soni R(#2, &) hilan, uming
barcha bo*laklanishlar soni R(#) orasida ganday munosabat bor?

7. Feoers diggrammasi nima?

8. Diagrammali usnl deganda nimani tushunasiz?

9. Normal Ferrers diagrammasi nima?

10. ikkilanma Ferrers diagrammasi qanday 1uziladi?

11. Qo’shma bo'laklask nima?

12, Ixtiyorly » natural sonning har xil natural qo‘shiluvchilarga
bo‘laklanishiari soni bilan shu sonaning teq go'shiluvchlarga bo'lak-
lanishlari sani orasida ganday bog‘lanisk bor?

13. Ixtiyoniy # natural sonni kta patural go'shiluvchilarga bo'lak-
laghlar soni bilan shu # senning eng katta qo‘shiluvchisi & ga teng
bo*lgan bo‘laklanishiari soni orasidagi bog*lanish ganday ifodalanadi?

t4. Ixtivoriy # natural sonning hech bir qo'shiluvchisi & dan
oshmaydigan bo‘laklanishlari soni bilan (n+4) sonining Ata
qo*shiluvchilarga bo'laklanishlar soni orasida ganday bog' lanish bor?
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2.7. Hosil giluvchi funksiyalar

Senfar ketma-ketltigt Qator. Qatoriing yaginfashishi. Xususiy yig 'indi.
Yaginfashuvehi goroviing vig wndisi Funksional gator Darajali gator.
Kombinatorik abyekt. Funksiyo, Funksivaning darajali gatorga voyitishi, Hosil
qiftevedi funisiva. Binonriaf kocffitssivent. Nvuton binomi. Fibonachehi sondari,
fHine jormrdosi. Evicr aviyati,

2.7.1. Hosil qiluvchi funksiyatarpipg ta’rifi. Matematik analiz
kwsidan  hosil  qgiluvchi  funksiyalaming 1a'rifi uchur zamr ayrim

tushunchalurni keltiramiz. Chekii sonlardan tashkil topgan u,,1,,...,4,,...
cheksiz ketma-ketlik berilgan bo'isin.
- ta’rif. Chekli n by, u, ... sonlor keima-keiligi yordamida

tuzilgan ., | iy e + Bkt SO ifoda sanli cheksiz gator yaki,
k=l

gisqacha. gqator deb, t Uy, ... M ... sonlar esa qutorning hadiars deb

arerfacdi.

2- ta’rif. s, =u +u,+...tu, yigindiga qatorning xususiy
Wigindisi deb aralody.

3- ta’rif. Agar gatorning xususiy pig'indiforiden  tuziigan
Si98 a5y 80 keIma-ketlik chekli limitga ega bo'lsa, w holda qator
yaginlasiravehi va bu limitning qivmati vaginfashuvcii qator yig ‘indisi
deb atalad.

4 ta’'vif. dgar xususiy pig'indilar kerma-ketligi chekli {imitga ega
bo‘tmasa, u holda qater uzeqlashieochi deb atalidi.

Yuqorida keltirilgan sonli cheksiz qator tushunchasida gatorning
4, ;... 1, ... hadlari sonlar emas, baiki gandaydir x o'zgaruvchiga
bog'liq chekli qiymatlar gabul giluvchi b (), uy (x),..., 2, {X),...
funksiyalardan iborat bo'lsa, v holda bu funksiyalarning cheksiz
yig'indisini ifodalovchi

H{x)+u,{x)+...+u (x}+...= iu* (x)

funksienal gator lushunchasigs ega bo*lamiz,
Amaliy masalalamni hal qilishda funksional qatorlar sinfiga tegishli

bo'lgan darajali gqatorlar muhim ahamiyatga ega. ao+alx+azxz+
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Foka x"+..= z a,v* ko'rinishga ega bo'lgan funksional qator
In}

darajali qater deb yuritiladi, bu yerda ¢, a,, @, ..... @, ... berilzan ¢hekly

o'zgarmas koellifsiyentlarni. x esa gator o' zgaruvchisini ifodaleydi.

Tushunarliki. o*zgaruvehisi nolga teng bolgan har qanday darajah
qator  vaginlashuvehidir, Odatda darajali qator o'zparuvchining ba'zi
qiymatlarida yaqginlashuvehi, boshgalarida esa wzoglashuvehi bo Ladi
Amuno, shunday darajali qatorlar borki. ular o zgaruvehi ganday givimaiga
ega bo'lishidan gat’i nazar yaginlashuvehi yoki o'zgamsvchiming aoldan
boshqa barcha qiymatlar:da uzoqlashuvehi bo*tadi.

Agar biror funksiyani darajali qator ko'rinishiga dfudalush mumkin
bo'lsa, u holda bu gator funksiyaning darajali gatorga vayilishi deh
yunbladi.

Kombinatorikada qator tushunchasi kombinatorik obyckifar tufmyli
vujudga kelgan ketma-ketliklar bilan ishlash uchun kerakli qurol sitatida
qo‘llaniladi, Masalan, agar bo’laklash masalasi garalayotgan bo‘lsa,
bunday sonlar keima-kethgining elementlan gilib 2 natural sonni
go‘shiluvchilar vig‘indisi sifatida bo’laklashlar soni R(#) ne olish mumkin.

Agar darajali qator vositasida chekli sonlarning ... @y,..., 00, .-
cheksiz ketma-ketligiga haqigiy yoki kompleks ozgaruvehili qandavdir
funksiya mos qo‘yilishi mumkin bo'lsa, u holda kelma-ketfikiar ustida
bajanladipan ba’zl amallami ularga mos funksiyalar ustida bajarish
imkoniyati paydo bo‘ladi.

S-ta’rif. Dorajali qaior yig indisini ifodalovchi f(x) = Z o xt
e

Junksiya a,.a,,4a,....,4,,... keima-ketlikning hosil gilievchi funksivasi deb

atgladi.

Bu yerda f(x)} funksiyani aniglovchi qatorning yaginlashuvehi
bo'lishi uchun x o‘zgaruvchining hagiqly yoki kompleks qiymatli bo*lishi
muhim ahamiyatga ega emas.

Matemalik asaliz kursidan ma’lumki, agar rx)= i a,x' darajali
=

gator x =0 pugtaning gandaydir atrafida yaqinlashuvchi bo'lsa, u holda
a. =£”ﬂ (k=0,1,2,..) formula o‘rinki bo'ladi, bu yerda f“'(0)
I k!
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ifoda f(x) funksiyadan olingan k - tartibli hosilasining x =0 nuqtadagi
qiymatidir.
I- misel. Hadlari faqat birlardan iboral bo'lgan I1,.}... soniar

ketma-ketligining hosil giluvchi funkstyast f{x)= -l-—l— ko'rinishga ega
-‘l'

bo'ladi,

Hagigatdan ham, 1.l....L... sonlar ketma-ketligiga 1+x+x* +
+...+x" 4. _darajali gator mos keladi va bu darajali qatoming hadlari
maxraji xga teng bolgan 1,x,x°,.,x",.. ko‘rinishdagi geometrik
progressiyadan iboratdir. Elementar matematika kursidan ma’lumki, bu
progressiya | xi<] ho'lganda cheksiz kamayuvehi geometrik progressiya

bo’ladi va uning barcha hadlari yig'indisi

s 1
l+y+x +. F3"+..5—
1-x

lormula bilan ilodalanadi. w
2- misol. |- misoldagidek mulohaza yuritib har qanday chekh a

L]

songa nos keluvchi La,a'...,a"... sonlar ketma-kelligining hosil
giluvchi  funksiyasi S (.\‘)=I—~ ko'‘rinishda bo'lishini aniglash
—ax

mumkKin. m

2.7.2. Hosil giluvchi funksiyalarning oddiy xossalari. Hosil qituvchi
funkstyalar bir gator xossalarga ega. Biz quyida shunday xossalardan
ba'zilarini oddiy xossalar sifatida keltiramiz. Ular hesil qiluovchi
funksiyalarni tuzish hamda ulardan amaliy inasalalarmi hal etishda ko*mak
beradi.

1- xo0852. Agar G,,G,,0s4..,,,... Keima-keilikning hosil gituvchi
Jurksivasi  f(x) va b,,8,8,.....0,,... ketma-ketlilming hosil gituvchi
funksivasi  f,(x} bo'lsa, u holda a,t8y,a *b,a,Lb,,. . .a Lb,,.
ketma-ketlikning hasil giluvehi ﬁmkm'yasi F@= {0t fa(x) bo ladi,

Haqiqatdan ham, f,(x)= Za,x va f(x)= Zb,x bo‘lgani

knd
uchun, darajali gatorlarm hadlab qo*shib {ayinb),
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FO=2 00, 2808 =Y ax' £ b’ =/,(3) £ i)
k=D k=0 A=D

munosabatni hosil gilamiz. »
2- x0888. Agar 4y 8.0y .. kemna-kettikning hosil gifinchi

ketna-ketlikning  hosil gilvehi

Junksiyasi £ {x} va by.b.b,...0 ..
Sunksivasi £, (x) bo'isa. v hoida elementiari d_ = Za,bn_l. {m=0,4,..)

=D

sonlardan iborat bo'lgan d,.d, d,...d ... kemma-keilikning hosil

gilivehi funksivasi f(x)= f{x)f(x) bo'lad:,
Haqiqatdan ham, ketma-ketlikning hosil qiluvehi funksiyasi 1a'ritiga

- I - Jr
ko'ra, f;[.\')=§;a*.\“ = !im 2‘0,.,\"t N = Zb*x* = lim Zbk,\"'
=0 M=o L=0 P k=0

bo‘lgani uchun quyidapi tengliklar ketma-keigi o*rinlidis:

Fax) f(x) =[|imiaﬁx‘ Ilimib.x* J: li iaﬁ-‘ 'ib&-"i ]=
= n—te 4t nsur] Ll —

" k " -
= limZ[Za:b‘___ ]1'* = lim Zdlx" = dex* =f(x). m
=1 =] =0 k=D

n—x

Ayrim ketma-ketliklaming hosil qiluvchi funksiyalarini avvaldan
ma’lum bo‘lgan hosil qiluvchi funksiyalarga mos darajali qatorni hadlab

differensiallash amali yordamida topish mumkin.
Ushbu 0,1,2,3,... ketma-ketlikning hosil qiluvchi

3- misel.
funksiyasi f(x)= - — bo'ladi.
(=x)
Hagiqatdan ham, qaralayotgan ketma-ketlikka z.h'k ko‘rinishdagi
=0

darajali qator mos keladi. Darajali qatomi hadlab differensiallash amalini
|

Zx& qalorga go'llab va lxt<l bo‘igan hol uchun o'rinh Zx* =
k 1=0 l-x

tenglikni hisobga olib, quyidagi tengliklar ketma-ketligini yozamiz:
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5 T R A5 e

n
1
L0 = ik a‘a - ce\l—x 1—x)

Umumnan olganda, hosil qifuvchi funksiyalarni tuzishda darajali qatorni
hadlab ditlerensiallash amalidan foydalanish quyidagi xossaga tayanadi.

3 Xossd. Agar 0,4, Uy yois Q... Kettra-ketlikning hosil giluvehi
funksivast (&) bo'lsa, w ho!da clementtari b =(n+1)a,_
(7 =00.2....) sonlardan iborat b.0,b,....b,,... ketma-ketfitning hosil
af,(x)

gilivchi funksivasi f,(x)= bo ‘ludi

X
Haqgigatdan ham, hosil giluvchi funksiyaning ta‘rifidan va darajali
qalorni hadlab differensiallash haqidag) xossaga ko‘ra

= - ”»® d = j
B K. k = bl .t+1 —=
hHixy= g;brl = ;‘k tha, x" = 12 T (“h-l ZI o
tengliklar o'rinlidir. a, o‘zgarmasning hosilasi nolga teng ekanligini
e’tiborga olib

=z ¢ 2 e,
JROES WA O BE B0 YA S WP L

tni

munosabatni hosi] gilamiz. m

4- misol. 1,234, .. ketma-ketlikning hosil giluvchi funksiyasini
lopish talab etilsin.

Hosil qiluvchi funksiya ta'rifiga ko‘ra izlanayolgan funksiya
E(I-!-k}x" darajali qatorning yig'indisidan iborat. |- xossaga ko‘ra
1=G
garalayotgan ketma-ketlikning hosil giluvehi fenksiyasi 1,1,...1,... va
0.1.2,3,... ketma-ketliklarping hosil qiluvehi funksiyalari yig‘indisidan

jborat. I- va 3- misollar palijalariden foydalanib, quyidagilarga ega
bo*lamiz:

< A N e K S g oty
N1+ k)x —gx +ka = T T

=0
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Demak, 1,234,... ketma-kedikning hosil giluvchi ftunksiyasi

1

J{x) 1=

2.7.3. Hosil qiluvchi funksiyalarning kombinatorikaga tatbigi.
Host! qiluvchi funksivaning 1a'rifi va xossalaridan ko'ninadiki. ketma-
ketliklar bilan bog‘liq bo*lgan xilma-xil masalalami o'rgamsh va ularni hal
qilishda bu funksiyalardan foydalanish mumkin, Bu o‘rinda, ayaiqsa,
kombinatorik amallar bilan bog'lig ketma-ketliklammyg hosi] giluvels
funksiyalari alohida qiziqish o‘yg'otishini ta'kidlaywmiz. Hosil giluvchi
funksiyalaming kombinaworikaga tatbiqini ko'rsatish magqsadida, avvalo,
quyidagi misolni qarymiz.

5~ misol. Berilgan chekli, bulun va manfiymas s son uchun hadlari

{C;’, D<n<s,
1 =

bo'ladi.

& formula asosida aniglangan a,.¢,,&;...., &, ...

0. s<n,

sonlar ketmna-ketligi berilgan bo'lsin, bu yerda €' = — % _ binomial

ni(s - n)!
koeffitsiyentlar, Bu sonlar ketma-kelligining hosil qiluvchi funksiyasini
topish talab etilsin.

Nyuton binomi formulasiga ko‘ra

Yax =) Cx"=(1+x)
n=ll n=0
munosabat o*riali bo‘ladi.

Demak, berilgan butun 520 son uchun C7,C,C,....C° 0,0....,0,...
ko‘rinishdagi  sonlar ketma-ketligining hosil qiluvchi  funksiyasi
F(x)=(1+x)" ko'rinishga egadir. m

Yugorida, anigrog’i, ushbu bobning 3- paragmiida binomial
koeffitsiyentlaming xossalari ko'rilgan edi. Quyidagi teorema ulaming
xossalaridan yana birini ifodalaydi.

i- teovrema. Ixtivorly natural m, n va kK <m+n sonlor uchun

oiwgk.m) :
guvidagi tenglik o ‘vinlidir: Z okl =t L
tamax(Q k~m)
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Isbati. Elewmentari mos ravishda guyidagi tengliklar bitan
aniglangan a,,,¢,, ¢, ,... va b5, h,,... ketma-ketlikiarni garaymiz:

C,, 0L£ign, C, 0f£ism,
al — b. -
13 i>n, 0, i>m.

5- misolni hisobga olsak, bu ketma-ketliklarmi hosil giluvchi (unk-
siyalari mos ravishda / (x}=(1+x)" va f(x)=(1+x)" ka'rinishda
bo'ladi.  Hosik  giluvchi  funkstyalaming 2-  xossasiga ko'ra

- ¥
FADNL()=3dx* bo'ladi. tunda o, =D ab,_, (s=012..).

x~D =)
Ushbu & € +1n shartni qanoallantiruvchi ixtiyoriy & natural sonni
olamiz, Qaralayotgan .4, .¢.... va b, 5,.b,,... ketma-ketliklarning

aniglanishiga ka'ra 7 >#n shart bajarilganda @, =0 va k—i>m shart
bajarilganda esa b, = (0 bo'lgani uchun

min k.l wan ko)

d, = i‘;‘a«bk-a = zalbt-f — Z(""C:'-.
1~Q

1eman) 0.1 —w) femag] 0,0 =al)
munoesabat o'nnlidir.
Boshna tomondan ¢lib qaraganda,

He ot

L0y =(1+2) 0+ )" =1+ = 3 C,, . x".
i

g <i<
Agar 7, = Creme. SRS AL deb olsak, u holda yuqorida hosil
0, i>n+mn,

qilingan £ (X} X = 'EC,;,,,J{'. tmghkru filx) folx) = 2?"‘,. ko‘ri-
s

=T

nishda yozish mumkin. Bu, o'z navbatida, f,(x)f,(») funksiya

Yo:¥i+Yar-- ketma-ketlikning hosil qiluvchi  funksiyasi ekanligini

ko'rsatadi.

Hosil giluvehi funksiyalamming 2- xossasiga ko'ra [ (x)f,(x)

min(%

funksiya hadlari & <4 m bo‘lganda o, = ZCJ',",C:,"' tenglik bilan,
om0, = ae)
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k > n+m bo'lganda esa nollardan iborat ketma-ketlikning hosil qiluveln
funksiyasi ekanligi vugorida ko rsatilgan ed
—— m A
Shunday qilib. ZCW" ;= Z Z( | a' . Bu owenglik o
s=maxl 0. -¢
o'zgaruvchining barcha qivmatlanida to'g'ri bo'l-ganligidon, isbotlanishi
kerak bo*lgan 1englikni hosil gilamiz. =
Fibonachehi qutoridagi birinchi haddan oldin #, =0 sonni qo'yib'.
=0y =L =u_,+u,,, 22, ketina-kethikoing {(wmumlashgan
Fibonachehi sonlari keima-ketligining) z{x) hosil qiluvchi funksiyani
10pamiz.
Buning uchun, dastlab, quyvidagr wengliklar ketma-kethgin yozamiz:

u(.vc)=Zu,.<xi =x+ Zu.{x‘ = r+2t:r1, +u,_ 2" =
—x+Zu‘ ax +Z“a X =a AT zu " +\2u xt'=

=2
= x4 XX+ xe( X)

Endi hosil bo'lgan u(x}=_1‘+x:u(x)+.1'u{x) tenglikni a(x) funk-
siyaga nisbatan tenglama deb qarab, =0 n =lLu, =un, _,+ur_.

7= 2, ketma-ketlikning #(x) = E—r—: hosil giluvchi funksiyaga ega
—x—x
bo'lamiz.

I bobping 5- pamagrfida isbotlangan (Fibonachehi sonlarini
hisoblashga mo*ljallangan) Bine formuiasini n»=10)2,.. hol uchun
urnumlashgan Fibonachchi sonlari ketma-ketligining hosil giluvchi
funksiyasidan foydalanib yana bir marta isbotlayimniz.

2- teorema. JFibonachchi somi u, {(n=002,.) wchmn

. 31_ [l-_h_/: ] _["_2“/5 ] tenglik o vinlidir.

(R S P r———

! Fibonachehi qatorini chap lomonga ham istalgancha davoa ¢Qirish raumkia. Tabiiyki. bundey

ish ko'rilganda, har gadamda hosil bo‘lgan ketma-ketlik gendaydir bir umumlashgen
Fibonachchi gaton bo'laveradi.
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Isboti. Avvalo, noma'lem koelfitsiventlar usulini go'llab va

u(.t]=]—,, funksiyaning kasr ko'rinishda ekanligini e'tiberga olib,
"l . §

uni ikkita kasr yig'indisi gilib tasvirfavmiz. Bu ishm amalga oshirish

uchun, oldin, 1—x—x’ =0 kvadrat tenglamaning t, va X, ildizlarini

: =5 145
topamiz: x, = = —— ¢
2 y 2
145 1='s
Agar ee=—xy=--—— va g==x.=- " debbelgilasak, u

holda @+ 8 =1 va &8 =—| bolishi ravshandir. Endi 1—x—x? kvadmt
uchhadm ko' paylnvchilargs ajralamiz:
j=y=3" =—(r+a){x+B)=of(x+a)x+ )=
= (fBx +af Yo +af) = (B~ )ox - ) ={1- )l - fx).
1 - A ¥ B ]

(-oxX-8x) l-ac |-fx

bu yerda A va B noma'lum keeffitsiyentlardir. Kasrlami go‘shish

amalini bajarib. quyidagiga ega bo’lamiz:
x _ A+B-{4AB+Bo)x

1-x—x° (L - o X1 — fx)
Bu vyerdan J-x-x° kvadrat uchhadning noidan fargli barcha
giymatlarida x=A+B (A8 + Ba}x bo'lishi kelib chiqadi. Cxirgi
tenglikning chap va o'ng tomonlaridagi » o‘zganivchining mos darajalan
kocffitsiyentlarini tenglashtirsak, A va B8 noma’lumlarga nisbatan
quyidagi tenglamalar sistemasini hosil qtlamiz:

A+B=0,
AB+Bu=-1

Shunday qilib, ,;(x} =

1 | 1 I .
Bu sistemani yechib, 4 = ——- = va B=------=— ekanligini
S o ) a-4 5 = e

topamiz.

x Fo :[_1_:]'

Demak, w{x}=..- - 'i'=__‘+_=3; A T



2- misol asosida
1 l

u(x)—-jlr;[]_m-l_ﬂ,x;]= 715'[2(“” —zip\} ]
Iz & — F7)% -23[[12\@]"_{1—13) ]l_,.

medl naf .

munosabatga ega bo‘lamiz. Endi n(x]=2u,__.t" ekanligini eslasak,
r=0

=0 wva wu,=1 shartlar bilan aniglanuvchi «_, »=0]12,...

umumtashgan Fibonachchi sonlad uchun Bine {ommulasi o‘rinli balishi
tasdiglanadi. m

Endi qo'shiluvchilar tartibi e’tiborga clinmagan holda naleral »
SOnning natural qo shiluvchilarga bo‘laklanishlari sonlaridan 1ashkil
topgan' R{0),R(1},R(2),R(3),....R . ketma-ketlikning hosi! giluv-
chi funksiyasi hisoblangan

r(x)=3 R(m)x" =1+ x+2x* +3x° + 55 + 7° +12x% +...

darajali qatomi qaraymiz.
L. Eyler {1—x){1—x*)(1—x*)...(1 - x") ko‘rinishdagi ko*paytmalarni
natural # ochun tekshirib, 1748- vilda

@(x) = 1‘[(1 - x" —172( l)"'[ M'Hm!m]

nel m=|

formulani isbotlagan edi. Bu formula Eyler ayniyati deb yuritiladi
3-teorema. @(xy(x)=1.

- | . h !
Isborti. l+.1’+.>c'+...+x"+...=I tenglikdan foydalanib (f-
X

misolga garang)

w(]r)= Ijx' l—lt2 0 1'-'1;"--‘_.:=(1+x+_r3 +x3 +)

' Bu yerda yoguvaiog ixchamligi wuquai nezeridan (0 natural sonlar to’plamiga scgishli
bo'lmasade, ya'ni R(Q) yozuv ma'noga ega bo'lmasada) R(0) =1 deb yabul qilindi.
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(" + 2+ 0% X+ + e e+
munosobaipa epu bo‘lamiz. Oxirgi ke'paylmadagi gavslami ochganda
muinkin bo'lgar barcha x* ™, ' =x%*%" ¥ yqvinishdagi ifodalar
yig'indisi hosil bo'ladi, bu yerda a,,a,,...,a, ~ butun man{iymas sonlar.
Shuning uchun, # sonni 2, +2a, +...+ ka, ko‘rinishda ifodalash imko-

niyatlari soni yancha bo‘lsa o'shancha marta bu yigtindida x* qatnashadi.
a4+ 2a,+. . tha, =1+, . +1+2+. .+ 2+ +hk+..+&
e e - <

~
e mala &, marla my INBra

yozuvdan ke'rinib turibdiki, » sonni @ +2a,+..+ ke, ko'rinishda

ifodalash imkontyatlari soni shu sonning go*shiluvchilar tartibi ¢’tihorga
olinmagan holda barcha bo*laklanishlari soniga, ya'ni R(7)ga tengdir. Bu
tasdiq . l_}= r{x) tenglikning to'g‘riligini isbatlaydi. m
Plx
Eyler ayniyatini e'tiborga olgan holda @({x)r{x) =1 tenglikni
(I=x—x"+x" +x" =x"—x"+.)x
X(R(0)+ R(Nx+ R(2)x" + RO + ..+ R(Mx"+..) =1

ko'rinishda yozamiz. Bu tenglikning chap tomonidagi gavslami ochib va
o ifodalarning koefiusiyentlacini nolga tenglashtirib
quyidagilarga ega bo'lamiz:

R(1)-R(0)=0, R{(2}=R(1)-R(0)=0, R(3)—R(2)-R(1}=0,

............................

R(M —R(n—1) = R(n—2)+ R(n—5) + R(n—=T)+...

- I IR
...+(-1)'R(n--:"-’LJJ—(—l)"R[n ”’j+”']+...=o-

bu yerds barcha 5 < 0 uchun R{s)=0.
Demak, qo‘shiluvchilar tartibi ¢’tiborga olinmagan halda natural #
sonning natural go'shilevchilarga barcha bo'iaklanishiari soni R(#) uchun

R(M=Rn-1)+R(n-2—R(n-5)-R(n-")+ ...

2
o (= R[n - _-—3”’22"”' ]+ (—I)"'R[n Sl 2* - J+
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formulaga ega bo'ldik. Topilgan formula yordamida R() =1, R(2)=2,
R{3)=3, R(4)=5. R(B)=7. R(6)=I11. R(7)y=15. R(§)=122
bo‘lishini osongina hisoblab, bu formulani qo‘ilash natural # somning
barcha bo'laklanishlan somi uchun ushbu bobning 6- paragrafida

keltirilgan R(n)=zk{n,k) lormlani go‘llash bilan tagqoslanganda,
=l

hisoblash ishlarining keskin kamayganiga guvoh bo'lamiz.

Muamnioli masala va topshiriglar

1. Quyidagi ketma-ketliklarning hosil ilovehi funksiyalarini toping:
BRI B 0t P Ak Ly L L .

4 9 1o
] 1 1
=) L0, ==, 0, —, ...
8 3

2. Har gqanday chekli @ songa mos keluvchi l,a,a°...,a"... va

BRI O3 U trOme: )4l

1 *

[ | e
o | =

Ll... l... ketma-ketliklami hosil giluvchi Funksiyalardan f(oydalanib
0,a=-1a"=1_.a"-=1_. ketma-ketlikni hesil gifuvchi funksiyasini
toping.

3. a,.q,,0,,0,,.. ketma-kellikni hosil qgiluvchi funksiyasi f{x)
bo'lsin. Quyidapi ketma-ketltklaming hosil giluvchi funksiyalanini
aniglang:

a) @, +a,,q,+a,,8, +a,,...;b) @, q, +a,,a, + o, +a,,...;

d) 8y,35,0,,0g5.; €) A0, a0 a8’ ... b —~ixtiyoriy chekli son.

4. Hosil giluvchi funksivalarning oddiy xossalarini qo‘llab bir necha
sonlar ketma-ketliklarining hosil qiluvehi funksiyalarini toping.

5. Quyidagi rekurrent formulalar bilan benilgan ketma-ketliklarning
hosil qiluvehi funksiyalarini va ketma-ketliklar elementlarining  anig
ifodalarini Loping:

a)a,..,=4%, —-4a,  a,=qg=1;

b) an§3=_3al+2_3avﬂ —au’ al):]! al =a! =0;
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1 i = = —
d) Un:!':__;"oa:—?:‘-\ao_o’ al_I'a: 2'

6. Bine fonmulasidan foydalanib Fibonachchi qatoridagi ¢'n ikkinehi
clementnt aniglang,.

7. Fibonachceh sondarining ushbu bobning 5- paragrafida keltirilgan
1-, 2-, 3« va 5- xossalarini 4, =0, 4, =L v, =u_,+u, _ {(n2)ketma-

ketlikining hosil giluvchi funksiyasidan fovdalangan holda isbotlang,
8. Isbotlung: a) R(200=627 b} R(21)=792:d) R(22)=1002.

Muxtagit ishiash uchun savollar

1. Sonli cheksiz qator deganda nimani tushunasiz?
2. Qatoming xususiy yig‘indisi qanday tuziladi?

3. Qanday gator yaqinlashuvchi deb ataladi?

4. Qator uzoglashuvchi ba'lishi uchun qanday shart bajarilishi kerak?

5. Funksional gator sonli qalordan nima bilan farq qiladi?

6. Darajali qator qanday ko'rinishga ega?

7. Keima-kellikni  hosit  giluvchi fuoksiyasi deganda nimani
tushunasiz2?

8. Hoasil giluvchi funksiyalarning xossalaridan qaysilami bilasiz?

9. Berilgan chekli va butun $20 son uchun Cf,C:,Cf,...,
(7.0,0,....0.... ko'rinishdagi sonlar ketma-ketligining hosil qiluvchi
funksiyasi qanday ko‘rinishga ega?

190. Hosil qiluvchi fonksiyalaming xossalaridan foydalenib binoinial
koeffitsiyentlarning xossalarini o*rganish mumkinmi?

11. Fibonachchi gatoriga mos ketrma-ketiikning hosil qiluvchi
funksiyasini topa olasizmi?

12. Fibonachchi sonlarini hisoblashgz mo‘ljaliangan Bine formulasini
Fibonachchi sonlari  ketma-ketligining hosil qiluvehi funksiyasidan
foydalanib isbotlash mumkinmi?

13, Eyler ayniyati gaysi formula bilan fodalanadi?

14. Qo'shiluychilar tartibi e’tiborga olinmagan holda patural »
sonning natural qo‘shiluvchilarga bo‘laklanishlari sonini hisoblashning
ganday formulalarini bilasiz?



-
}
HiIBOB
MULOHAZALAR ALGEBRASI
1 Mulohazalar wa ulac ustida mantiqiy amallar, formulalar, teng kuchb
\ fofmulalay, aynan chin, aynan yolg‘on va bajariuveh: formulalar, teng

kuchli formulalarga doir learemalar, tormukilaming normal shakltari,
muloharalar algebrasi fupksiyatan, Bul slgebrasi, mulghazalar algeb-
rasidagi ikki taraflama qonun va arifmetk amallar, Jegalkin ko'phadi,
monoton, fupksiyalar, funksional yopiq sinflar va Post 1coremasi hagidagi
ma‘lumotlar ushbu bobdan joy olgan.

3.1L. Mulohaza, Mulohazalar ustida amallar

Midehaza. Absolwut chin, absolyut volg ‘on nudohazaiar. Qlvmaitar sairi. Inkor,
kon Yamksiva, diz wunksiva, ckvivalensiva va impliketsiya mantiyl): amallae.
Chintik jadvati, Sheffer shirixi. Piry sivetkasi,

Matematik mantiqning mulohazalar algebrasi deb atalgan ushbu
‘bo‘limida asosiy tekshirish obycktlari bofib gaplar xizmat gilads. Mu-
lohazalar algebrasida ma'nosiga ko'ra chin (rosf, haqqoniy, to'g‘ri) yoki
yolg*on (néto‘g'n) bo‘lishi mumkin bo'lgan gaplar bilangina shug ul-
f laniladi. Mulohazalar algebrasi mantiq algebrasi deb ham yuritiladi.
1»..|pis-.o-L. “Toshkent. ~ O'zbekistonning poytaxti.”, “Oy yer atrofida
aylanadi.” va. “Agar fiigare oliy 1a’lim muassasalarldan birini muvaf-
I'ﬁgyath famonilasa, U holda unga oliy ma’lumotliligini tasdiglovch dlplom
bemla'ﬂi" degan gaplarmng har bin chm ammo “Yer oydan k1ch1k
3 5 ™ va “OL,qa'y, echld, it va mushuk uy hayvonlari emas.’ degan
qulg‘ouﬁr -
Shum ‘harh -ta’lodlash kerakki, ko‘pchilik. gaplaming chin yoki
Flgaaligi b Masalan, “Bugungi' tun kechagidan
glg,\ﬂgrh% mglaiy;? llﬁllld& qachi? va_gaysi joyda aytilishiga
! ole*am, ba"hshl mumkin,
e i ‘bo*lmagan gaplar
Borlt!mgmj?‘* “Yanpi yil bilan
bl ap- dém gaplar shunday gaplar

I
*Eumﬁwasﬁ

4. SRTRE



mantiqiy qiymawmi sonli giymat bilan. aniqrag'i, sonning ikkilik sanoq
sistemasidagi ifodalanishi bilan alogasini o'rnatishda yordam beradi.

1-ta’ rif. M nosiga ko ‘ra fager ciiin yoki yolg ‘on giymat qabnf gita
ofadigan darak gap mulohaza deb ataladi.

Bu 12'rifza ko'ra har bir mulohaza muayyan holatda chin yoki yolg'on
bo‘lisht muwmkin. Mulohazalami beigilash uchun, asosan, lotin alifbosining
Kichik haceflari (ba’zan indekslari bilan) ishlatiladi:

@, B, Cgorny H, VN, X5 VPSR

Shunday mutohazalar borki, ular mumkin bo‘lgan barcha hollarda
(vaziyatlarda) ch {yoki yo) givmat gubul qiladi. Bunday mulohazalar
absolyut chin (yole'an) mulohazalar deb ataladi.

Mulohazalar ajgebrasida, odatda. muayyan 0*zgarmas mulohazalar (ch.
y0) bilangina emas, balki istalgan mulohazalar bilan ham shog*ullanifadi,
Bu esa o‘zgaruvchi mulohaza wshunchasiga olib keladi. Agar berilgan
mulehazani x deb belpilasak, w holde x ch yoki yo giymai qabul
qiladigan o*zgaruvchi mulohazani ifodalaydi.

Fagat bitta tasdigni ifodalovehi tulohazani elementar (oddiy)
mulobaza del jusoblaymiz. Elementar mulchazzlar gatoriga ch, yo
o'zgannas mulokazalar ham kiradi. O'zbek tilidagt “emas”, “yoki”, “va",
“agar .. bo'lsa, u helds ... bo'ladi”, “shunda va fagat shundagina ...,
qachonki ...."" so'zlar (bog'lovchilar, so'zlar majmuasi) vositasida muloha-
zalar wstidagi (orasidagi) mantigly amallar deb yuritiluychi aniallar
ifodalanishi mumkin, Bu amallar yordsmida elementar mulohazalardan
murakkab mulohaza tuziladi {quriladi, yasaladi). 1- misolda bayon etilgan
I-, 2-, 4- va 5- mulohazalar elemeniar tulohazalarga, 3- va 8- mulohazalar
esa murakkal imulehazalarga misol bo'la oladi. _

Mulohazalar ustidagi mantigiy amallar matematik mantiqing
elementar qisti hisoblangan mulobazalar mantigi, ya'ni mulohazalar
algebrasi gismida 0'rganiladi, Har ikkala atama (“mulohazalar mantigi” va
“mulchazalar algebrasi™) sinonim sifatida ishlatiladi, chunki ufar
mantiqning muayyan gqismini ikki nuqtai nazardan ifodalaydj: u ham
manligdir {(0'z predmeliga ko'ra), ham algebradir {o'z usuliga ko'ra).
Mulohazalar algcbrasidagi mantiqiy amallar o*ziga xos xususiyatlarga ega,
chunki ulaming tarkibipa kiruvchi mulohaza{lar) faqat ikki (ck, yo)
giymatdan birini gabul gilishi mumkia.

Mantigiy amallami o'rganishdan oldin bu amallarda qalp.ashuvi:hj
o‘zgaruvchilar giymatlari kombinatsiyalari bilan tanishamiz. Berilgan bitta
p*zgaruvchi clementar mulohaza uchun ikkita (C’,o + C,' =2" = 2) mumkin
bo'lgan bir-biridan fargli qiymatlar satrlari bor:
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YO,
ch.

Berilgan ikkita ¢'zgaruvchi elementar mulobazalar uchun barcha
mumkin bo'lgan bir-biridan farglt givmallar satelari kombinatsiyalasi
toma{C +Ci+Cl=2" =4y

Y0.Y0.
vo,ch,
ch,yo.
ch,ch

Q'zgaruvchi elementar mulchazalar soni 3, 4 va hokazo bo'lgan hal-
tarda ham yuqoridagidek mumkin bo'lgan qiymatlar satrlari kombi-
natsiyalanni yozish mumkin. Umuman olganda, beritgan 12 ta o zgaruvehi
elementar mulohazatar uchun barcha mumkin bo'lgan bir-binidan fargli
giymatlar satrlari kombinaisiyalari soni C° +C! +C. +..+C) =27
bo'lishini osonlik bilan isbotlash mumkin (Tl bobdagi 3- paragrafua
garang). Agar biror amal tarkibiga kiruveln operandlar (parametrlar,
o‘zgaruvchi va hokazo) soni birga teng bo'lsa, u holda bunday amal unar
amal deb, operandlar som ikkiga teng be‘iganda esa, binar amal deb
yuritiladi'.

Y0,¥0, ¥O, ...,yO,¥0,
¥0,¥0. YO. ...,yo,ch,
¥0.¥0, Y0, ...,ch,yo,
¥o.¥0, yo, ...,ch.ch,

ch,yo, Y0, ...,YO,Y0,

ch ch ch L.h ch
Matematik mantigning  ko‘pchilik  bo* Izmldnda chinlik jadvali deb
ataluvchi jadvallardan foydalanish qulay hisoblanadi. Quyida unar va innar
mantigiy amallaming chinlik jadvallari keltiriladi. Berilgan bitla x 0°zga-
ruvehi elementar mulohaza uchun bir-biridan farqli giymatlar sairiac ikki-
1a bo‘lgani sababli jami 27 =2% =412’ wrli unar mantigiy amallar bor.

Barcha unar mantiqiy amallar (#, =#,(x), i= 0 3) natijalari |- jadvalda
(chinkik jadvalida} keltirilgan.

Amsllami tarkibiga kiruvchi opeisndlar sonigs ko' bunday nomlaghni davem eminsh
mumkia, Masalan. tarkibidagi operandlar somi 3ga teng amal ternar amal deb ataladt,
* Damjaga ko'tarish amallari yugutidan prstgs qarab kelnv-ket bajariladi.
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{- jadval

Berilgan ikkit: ‘a ) o'zga-
gan tkkita X va ¥ o'zga Unar mantiqiy amallar

ruvchi elementar mulohazalar uchun I |
jami 1o'rtta bir-biridan fargli giy- i M o b |
matlar satrtari kombinasiyalari tu- LN L ! L L
zish mumkin bo'leani sababli barcha WA, T !

turl1 binar mantiqiy amallar  soni

2 =2 =16 gaten _g_Mumkm bo*lgan barcha turli binar mantiqiy amallar
(b, =b(x,1), i=0,15) naujalari 2- jadvalda ({chinlik jadvalida)
keltinigan,

Mantiqiy amallarai yugoridagi usul bilan o‘rganishm davom ettirib,
berifgan uchta ¥, v, 2z o'zgaruvchi elementar mulohazalar uchun
hammusi bo'lib sakkizta (2°=8) bir-biridan fargli qun'iallar salrlani
kombinatsivalari fuzish mumkinligini va, shu sababli, turli 2° = 2 =256
ta ternar mantiqiy amallar borligini a'kidlaymiz. Tarkibidagi o'zgaruvchi
elementar  mulohazalari to'nia bo'lgan turli mantiqiy amallar esa
2" = 2" = 65536 1a.

Asosiy mantiqiy amallar beshta bo‘lib, ulardan biri unar, toritasi esa
binar amaldir. Ular quyida bayon etilgan.

2- jadval
Hinar mactiqiy amallar
—~ = -

VI TE Bl b b, h, B, b, b; b,
EI 0 [ 0 [ o | woudwoi g ons|rons|isomao
ROk b 0 0 i 0 L 1 I [
| 1 i 0 0 0 L t 0 0 | |

I b | 0 1 0 L o J 0 [

R ' | SRR TRy by | B | B | s
| 0 aali=l [ 1 ) ] 1 1 1

GRl 1™ 0 0 0 0 ] | 1 I

! 0 0 0 | L 0 0 ] 1
Fii| ] 0 i 0 L o 1 0 1

3.1.1. Tnkor amali. Inkor amaili mulohazalar mantigining eng sodda
amallaridan biri bo'lib, u upar amaldir, ya'ni inkor amali bita elementar
mulohazaga nisbatan qo'llaniladi.
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2-ta’rif. Berilgan x elemenrar mulohaza chin ho 'leanda yo giymai
gabu! gifivehi va, aksincha, x yolg'on bo'leanda ch givmat qabul
qituvchi murakkab mufohaza X mulohazaning inkori deb atatadi.

“Berilgan mulohazaning inkori unga inkor amalini qo’llab hosil
gihndi® deb aytish nmumkin. Inkor amali 1- jadvalda ifodalangan «.
amalidan iboral bo'lub, unga o°zbek tilidagi “emas™ sitatdoshi mos keladi.
Berilgan x mulohazaning inkori X kabi belgilanadi. ¥ mwlohaza “x
emas” deb o*qiladt. Inkor amalini belgilashda =" belgr ham go*llamlishi
mumkin. Bu helda x mulohazaning inkori =y shakida yogiludi. v
mulohazaning X inkori wchun chinlik jadvali 3- jadval bo‘iadi {I-
jadvalning X wva »x, ustunlariga qarang). 3- jadvaini inkor amalining
ekvivalenlt ta'rifi sifatida ham qabul qihsh mumkin.

2- misol, “Bugun havo sovuq.” degan ele- i
mentar mulohaza x bilan belgilangan bo‘lsa, uning | % X
inkori ¥ “Bugun havo sovuq emas.” ko rinishdagi -
murakkab mulohazadan iboratdir. m d ! "

3.1.2. Kon'yunksiya' (mantigiy ke‘paytma’) ch yo |
amali. Endi ikkita mulohazaga nisbatan qo‘llanilishi =

mumkin bo'lgan  binar amallardan  biri  hisoblangan kon'yunksiya
{mantigiy ko‘payima) amalini o'rganamiz.

3- ta‘rif. Berilgan x va y elementar mulohazalor chin bo'i-
gandagina ch givmat gabul qilib, qolgon hollarda esa. vo giymar gabul
gifuvehi murakkab mulohaza x va y mulohazalarning kown’yunksiyasi
deb ataladi.

“Berilgan mulohazalaming kon’yunksiyasi bu  mulobazalarga
kon'yunksiya amalini qo'llab hesil qilindi” deb aytish mumkin.
Kon’yunksiya amali 2- jadvalda ifedalangan 5, amali bo*lub, unga o'zbek
tilidagi “va” bog‘lovchisi mos Kkeladi, Berilgan x va y elementar
mulohazalar ustida bajariladigan kon’yunksiya (mantigiy ko‘paytma)
amalini belgilashda “A™ yoki “&" belgi qo‘llaniladi, ya'ni bu amal
natijasida hosil bo'lgan murakkab mulohaza x Ay (yoki x&y)
ko‘rinishda belgilanadi. Mantigiy ko‘paytima amalini ifodalovehi “A”
yoki “&™ belgi ba'zan yozilmasligi (masalan, x va y ofzgaruvchi
mulohazalaming mantiqly ko‘paytmasi xy ko‘rinishda ifodalanishi),
ba'zan esa, nuqta { - ) belgisi bilan almashtirilishi {x-y ko‘rinishda
vozilishi) mumkin (ushbu bobning 4- paragrafiga qarang). xA y (x& y,

' 1 otincha “conjunclic” so"zi o*zbek tilida “bog'fayman® ma vosini bersdi.
- Ushbu bobning 4- paragrafiga qarang.
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Xy, xv) mulohaza “x wva y" deb o'qiladi. x va p clementar
mulohazalaring 1 A ¥ kon’yunksiyasi uehun chinbk jadvelt 4- jadval
bo'lach {2~ jadvalning x ., v va b ustunlariga qarang).

3-misol. "5 soni tog va wbdir,” ko'rinishdagi murakkab mulohaza
chindir, chunki berilgan mulohaza ikkita S5 soni toqdir.” va “S soni
tubdir.” elementar mulohazalar kon'yunksiyasi sifalida gara-lishi mamkmn
hamda bu ikkita elemuentar mulohazalarning har biri chindir. m

4- misol. "0 soni Sga qoldigsiz bo'lmadi va 7>9." murakkab
mulohaza yolg'on, chunki bu mulohaza ikkita 10 soni Sga qoldigsiz
bo'lipadi.™ va "7>90." clementar nulohazalar kon’yunksiyasi sifatida
garalsa, bu ikkita elementar mulohazalardan biri, anigrogh, “7>%9.°
mulohaza yaly' ondir. m

P i o : 4- jadvol

3.13. Diz'yunksiya' (manfiqly yi- | - ;
gindi’) amali. Mulohazs mantiqida ishla- ..+ ) X/\J__I
tilscligan yana bir binar amal. diz’yunksiya Yo 3 Yo yulssy,
(mantigiy yig'indi) umali bo'lib, ungao'zbek | v | ch vo |
lilidagi “voki™ bog'lovchisi mos  ketadi. 5 T T o
Shuni to'kidiash joizki. “yoki® bogh- |S—neo JECE

-

lovehisidan o zbek tilida ikki xi] manoda L P | B . <k
foydataniladi. Bu so°2, birinchi holda, rad ctuvchi “yoki”, ikkinchi holda
esa rad etmaydican “yoki” ma'nosida ishlatilads. “Yoki™ bog'lovchisi rad
ctuvchi ma'noda ishlatilganda bog'lanayotganlardan fagat bittasi, rad
ctmaydigan  ma'nada  ishistiluanda esa  bog'lanayotganlaming  hech
bo‘lmaganda biri ro*yobga chiqishi nazarda teliladi, Masalan, “Bugun
yakshanba yoki men kinoga boraman.” murskkab rulohazani olaylik.
Agar hagigatdan ham bugun yakshanba bo'lsa va men kinoga borsam, u
holda bu mulohaza chinmi, yolg‘onmi? Agar yuqoridagi mulohaza yolgon
deb hisoblansa, u holda “yoki' bog'tovchisi rad etuvchi ma'noda, chin deb
hisoblaganda esa “yoki™ rad etmaydigan ma’noda ishlatilgan ba‘ladi.

Apar x va y mulohazafarning ikkalasi ham yolg'on bo'lsa, u hoida *
x yoki v * mulohazasi, shubhasiz, yolg'on bo'ladi. x chin va y yoig'on
bo'lgan holda yoki x yolg'on va y chin bo'lganda, “x yoki y"
mulchazani chin deb hisoblash kerak, bu esa o‘zbek tilidagt “yoki”
bog*lovchisining rad etmaydigan ma'nosiga to‘g'n keladi. Tabiiyki, hgr
ikkala x va y mulchazalar chin bo'lganda “x yoki y " mulohaza chin
bo‘ladi.

! Lotincha “dizjunctia™ so'zi o' zbek 1itida “ayrataman’’ ma‘nosini beradi.
* Ushbu babning 4- paragratigo narasg
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4- ta’rif. Berilgun X va Vv clementar muloha-elar voly'on
bo'lgandaging yo giymat gabu! qifih, goleon hollarda esa, ch givinat
gabut  gifuvehti  nmerakkab  pudohaza X va v mdohazalarning
diz'yunksiyasi deb atoladi.

“Berilgan  mulohazalaming  diz'yunksivasi  bu  mulohazalarga
dix’yunksiya amalini qe'llab hosi! qilindi™ deb  avissh  mumkin,
Diz’yunksiya amali 2- jadvalda ifodalangan &. amali bo'lub, unga o'zbek
titidagi md etmaydigan ma'noda isblatiladigan “voki™ bog‘lovehisi mas
Keladl. Dhz'yunksiya amalim belgilashda v ™ belgidan lovdalaniladi,
Benlgan x va ) elementar mulohazaning diz yunksiyasi " xv v~ Kabi
yoziladi va* X voki p " deb o'qiladi.

Berilgan X va y eclementar mulohazalaming x v p» diz’yunksiyast
uchun chinlik jadvali 5- jadval bo‘ladi (2- jadvalning x. 11 va b
ustunlarigs qarang).

5 misoel. ™10 soni 5ga goldigsiz — Al ;-\;aim?
bo'linadi voki 7>9." murakkab mulohura | d | mubfha ; -
chin. chunki berilgan mulohaza ikkita 10 | ¥¢ ] ¥ 23 .
soni Sga qoldigsiz bo'linadi va “7>9> : vo | ch ch h
clementar mulohazalar  diz'yunksiyasi ch yo ch |
sifatida qaralishi mumkin bamda bu ikkita | .y ch ch

elementar mulchazalardan biri, anigrog'i,
*10 soni Sga qoldiqsiz bo‘linadi.” mulohazasi chindir. m

3.14. Implikatsiya' amali. Navbatdagi amalni o'rganish maqsadida
quyidagi misolni qarab chigamiz.

6- misol. Quyidagi mulohazalami ko'rayhk:

1) "Agar 2x5- 10 bo'lsa, u holda 6x7-42 bo'ladi.”,

2) “Agar 30 soni 5 ga qoldigsiz bo'linsa, u holda 5 juft son bo'ladi.™;

3) “"Agar 3=5 bo'lsa, u holda 15+2=17 bo*ladi.”;

4) “Apgar 4x3=13 be'lsa, u holda 9+3=13 ba'ladi.”.

Bular murakkab mulohazalar bo'lib, uvlaming har bint ikkita ¢lementar

mulohazadan “agar .. bo'lsa, u holda ... bo'ladi” ka‘rinishdagi qolip
(andoza, bog'lovchilar) asosida tuzilgan. w

' Lotincha “implicatio™ so°zi o*zbek tiida “o’raman (chirmashtiraman)” ma‘nosini. “implico”
$0'xi €38 “'zich o' raman, bog'tayman (birlashuraman)” ma'nesini beradi.
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S-ta‘ril. Berifgan x va v clemeniar mulohazalarning birinchisi
chin vea ikkinchisi volg'on bo'lgandagina yo giymat gabul gilib, golgan
hollarda esua, ch givinar gabud gifnveli muvakkab smfohaza x va y
mulohazolarning implifatsiyusi deb ataladi.

“Berilgan mulohazalarning implikatsiyasi by mulohazalarga implika-
tsiyn amalini go'ltab hosil ¢ilindi™ deb aytish mumkin. Implikaisiya amali
2- jadvalda ifodalungan §, binar amaldir,

Imphikaisiva  amalini belgilashda “—>" (yoki “=") belgidan
foydalamilady. Shuni ta'kidlash kerakki, implikatsiya amali bajarilganda
benlgan elementar mulohazalaming o'mi, ya™ni ulardan qaysi birinchi va
qavsi ikkineln  bo'lishi muhimdir. Bertlgan x  va vy elementar
mulohazaning implikatsiyasi “x — 3™ kabi voziladi va “agar X' bo'isa, u
holda » (bo'ladi)” deb o'giladi. x—> » implikalsiyani “Xdan »ga
implikatsiva™ deb ham suritishadi. So zlashuv tilida x — y implikatsiyani
“1 bo'lsa, ¢ bo'ladi”, “agar x bo'lsa. u vagquda y bo'ladi”, “xdan y
hostl bo'ladi”, “xdan ¥ kelib chiqadi™, “ ¥, agar x bolsa”, “x v
wchun yetarli shart™ va boshgacha o'gish holatlari ham uchraydi. x va y
clementar mutchazaning x — ) implikalsiyasi uchun x mulohaza asos
{shart, gipoteza, dalil), » mulohaza esa x asosning ogibafi (natijast,
sulosasi) deb ataladi. x va ) mulohazalarming X — ¥y implikaisiyast
uchun chinlik jadvali 6- jadvat bo'ladi (2- jadvalning x, y va b,
ustunlatiga qarang).

Implikatsiya uchun chinbk jadvalining dastlabki ikkita sain yolg'on
asosdan yolg’'on xulosa ham, chin xulosa ham kelib chigishi mumkinligini
anglaladi. Boshqacha qilib aytganda, “'yolg ondan har bir narsani kutish
mumkin™,

Implikatsiya uchun chinlik jadvalidan ko'rinadiki. 2- misoldagi
mulohazatarning ikkinchisi yolg*on bo'lib, qolganlari chindir.

3.1.8. Ekvivalensiya amali. Maremaltik mantigda ko'pehilik murakiab

mulohazalar berilgan e]emenla.r mu[oha— §8iactoal
zalardan zanur va )’clarhfﬁl'"f “.“ ¥ ¥ XoF
zarur va kiloyadir™”, “lagat va [agat ...", = 1 i
“shunda va [agal shundagina, qachonki ¥ ki e
.. bajarilishl yeiarli va zarurdir” yo o | ¢ch ch
kabi qolip (andoza, bog'lovchilar) ch: 1l vo yo
vositasida tuziladi. @ h ok

6- ta’rif, Berilgan x va y — —
elementar mulohazolarning ikkolasi ham bir xil giymat gabul
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giigandagina ch givmat gobul qitib, nlar nrli qremar qubul giteanda osa
yo givot qabul giluvchi muvakkoh muelohiaza x va v endohazalarning
ekvivalensiyasi ded araludi.

“Benlgan mulohazalarming ckvivalensivast bu mulohazalarga €kvi-
valensiya amaulini go‘llab hosil gilindi™ del aytish mumkin. Ekvivalensiya
amali 2- jadvalda ifodalangan &, binar amaldir. Ckvivalensiva amaiini
betgilashda * 3" (voki “<= ) belgidan foydalaniladi. Berilgan x va ¥
elementar mufohazaning ckvivalensiyasi ¥ <> ' {yoki x> ¥) kab
voziladi va “x ekvivalent y7 deb o'giladi. x va ¥ mulohazaning
X € ) ckvivalensiyasiga X bo‘lsa (bajarilsa)., 1 bo'ladi (bajariladi)y va
y bo'lsa, x bo'ladi” degan mulohaza mos keladi. Demak, ¥ va )
clementar mulohazaning x ¢ y ekvivalensiyasi ikkita x > v va y 9«
impiikatsiyalaming (x = ¥) A ()r = x) kon’yunksiyasi ko‘rinishida ham
ifodalanishi  mumkin. Shuning uchun ekvivalensiya ikki tomonli
impllkatslyadir. x & ) ekvivalensiyaga " x dan » kelib chigadi va )
dan X kelib chiqadi” degan mulohazani

7- jadvo!
bam mos qo'yish mumkin. Boshgacha X ¥ X% ¥
so'zlar bilan aytganda, x € v ekviva- vg yo_ [ _¢h
lensiyapga matematikada zaruriy va yetarli Yo ch b
shartni ifodalovchi tasdig mos keladi. ::::: ):]’] 3;

Berilgan x va ¥ mulohazalarning "
ekvivalensiyasi x <> )’ uchun chinlik jadvali 7- jadval bo'ladi (2-
jadvalning x., ¥ va b, uslunlariga qarang).

6- misol. Ushbu tasdiglami tekshi-ramiz: x ="Berilgan natural son
3ga goldiqsiz bo'linadi.”, )'="Berilgan natural sonning o‘nli sanoq
sistemasidagi yozuvini tashkil etuvchi ragamlsr yig'indisi 3ga qoldigsiz
bo'-finadi.”’. Bu x va y mulohazalaming har biri elementar mulohava
bo‘lib, ulaming X > p ekvivalensivasi murakkab mu-lohaza sifatida
quyidagicha ifodalanishi mumkin: “Berilgan natural sonning 3pa qoldigsiz
bo'linishi uchun uning o‘nli sanoq sistemasidagi yozuvini tashkil etuvchi
ragamlar yig‘indisi 3ga qoldigsiz bo*linishi yetarli va zarurdir.”. =

Yugorida keltitilgan inkor, kon'yunksiva, diz'yunksiya, implikatsiya
va ekvivalensiva amallarining c¢hinlik jadvaltari asosiy chindik jadvallari
deb yunitiladi.
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3.1.6. Boshqa mantigty amallar. Yuqorida bayon efilgan asosty
mantigiy amallar 20 1a hurli unar va binar amallarning 5 tasidir, xolos.
Qolgan 15 1a mantigiy amallarning ham matematik mantiqda o'z o'rinlart

be'lib, ulaming ba'zilariga olimisming nomlart qo*yilgan. Jumladan, b,,
binar mantiqiy amal Sheffer’ amak yoki Sheffer shtrixi degan nom
olgan. Ru amalni. ba’zan, aniikon'yunksiya amali deb ham alashadi.
Sheffer amalini belgilashda “|* belgidan foydalaniladi. Berilgan ¥ va v

mulohazatarga Sheffer amalint qo'llab x| y murakkab mulohaza hosil
qilingan bo'lsa, xl_.v vozuv " ¥ Sheffer shirixi y ' deb o'giladi. X va ¥
elementar mulohazalarpa Sheffer amalini qo“llash natijasi .1‘] y mulohaza

uchun chinlik jadvali 8- jadval bo‘'ladi (2- jadvalning x, ¥ va §,
ustunlariga qarang).
Olimning nomi bilan atalgan yana bir mantiqiy amal &; binar mantiqiy

amal bo‘lib, bu amal hagidagi dastlabki ma’lumotiami Pirs® e’lon qgilgan.
Bu amal Pirs strelkuasi yoki Pirs amali degan nom olgan bo'lib, uni,
ba’zan, antidiz'yunksiya amali’ deb ham atashadi,

Pirs amalini belgilashda “{ “ belgidan  foydalaniladi. Berilgan x va
¥ mulohazalarga Pirs amalini qo‘llab x4 y murakkab mufohaza hosil
qilingan bo'lsa, x | y yozuv “x Pirs strelkasi ¥ " deb o'qiladi. x va
etementar mulohazalarga Pirs amalini qo‘llash natijasi x | y muolohaza
uchun chinlik jadvali 9- jadval bo'ladi (2- &- jadval
Jadvalning x, v va b, ustunlariga garang}.

. . - ]
Qolgan 3 ta unar va 10 (a binar mantigiy X ¥y xI y
amallarga gisqacha to'xtalib o‘tar‘niz.- 1. Unar == Yo h
amallar. u, va =, amallar vositasids, mos v 3 -
ravishda, absolyut yolg'an va absolyut chinni = = %
hosil qilish mumkin, &, amali esa X 5 o] s

mulohazaning giymatini o‘zgartirmaydi (1-
jadvalga qarang).

' Bu amal Ukminada weifgan AQShiik mantiqehi Henry Maurice Sheffer (1882-1964) nomi
bilan bog'lig.
! Pirg Charlz Sanders (Charles Sanders Peirce, 18331914} — AQShiik faylasuf, mantigchi va

matcmatik,
! Bu amalni. ba‘zin, Dagger Munksiyssi yoki Vebb funksiyssi ded ham atashadi.

165




2. Binar amallar. b, va b, amallar vositasida, mes ravish. shsolyus
)olg on va absolyut chinni hosil qilish mumkin. 5, amal ¥y dan ¥
implikatsiya amalini ifodalaydi. 5, va &, amallari. mos ruvishda, y dan

xgava X 6an rga implikaisiya inversivasi
amallaridiv. b,. b, b, va &, amallar fagal
bitta operandga bog'ligdir. b, amaliga ikki
modulli g¢*shish amali dexan nom benlgan
bo‘lib, bu amalni belgilashda @ belgidan
foydalaniladi. Berilgan X va 3 mu-

tohazalarga 1kki modollh qotshish  amaliu

Q- gt
| x ] xiy
|_yo | yo_| ¢h

Vo ¢h yo
ch . WD yo
ch ch YO

go'llab ¥ @ 3 murakkab mulohaza hosil gilinudi.

Muanimoli masnla va topshiriglar

1. Quyidagi gaplaming qaysilari mulohaza bolishini aniqlung.

a) “Qarshi shahn O'zbekiston Respublikasida joylashgan.™;

b) “Bir pivola suv bering.”; d) ~ N5+ 4330
) “Oy Mars planetasining yo'ldoshidir.™; ) ~a > 0™
] “Yashasin ozodhk!™, h) “Soal accha bo 1di”,
rh Quyidagi}mulohuzalaming chin yoki yolgon ekanligini aniglang:

a) 2€ {x|2x =3x*+1=0, xe Ri:b)ilte N;
d) “Yoshi o'z otasioing yoshidan katta odam yo'q.”.
3. Quyvidagi implikatsiyalarning qaysi bitlari chin?

a)agar 2X2 =4 be‘lsa, uholda 2 < 3 bo*ladi;
b) agar 2x2 =4 bo'lsa, u holda 2 > 3 bo'ladi;
d)agar 2X2=15 bo'lsa, u holda 2 <3 bo'ladi;
ejagar 2X2 =23 bo'lsa,uholda 2 >3 bo‘ladi.

4. “Qodirova @alabadir.” mulohazasi a bilan

, “Qodirova ingliz tilini

biladi.” mulohazasi esa b deb belgilangan bo‘lsin. Uholda @, b, @A b,
baa, avh, bva, a—b, b>a, ae>b va b & a ko'rinishdagi
murakkab mulohazalami so'zlar vositasida ifodalang hamda mumkin
bo'lgan barcha vaziyatlarda bu mulohazalaming chin yoki yolg'on

bo*lishini tekshirib ko riag.

5. Mulohazs bo'lishi mumkin bo‘lgan va mumkin bo‘imagan

gaplarga 10wadan misol keltiring.,
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6. Quyidagt murakkab mulohazalarga mos elementar mulobazalarni
gandaydir harflar bilan belgitab, ulami mantiqiy algebrz amallan
vosilasida fodalang:

a) “ 100 natura! sondir va u i0ga goldigsiz bo'linadi.™;

b) “Botirning yoshi o'z singlisining yoshidan katta emas.”;

d} “Agar fugaro o'rta ma’lumolga ega bo‘lsa, u holda u oliy o'quyv
muassasalaridan birida o*gishi mumkin.”,

7. Quyidagi mulohazalami elementar vu murakkab mulohazalarga
ajrating va murakkab mulohazalardagi bog'lovehilarni toping:

a} “Natural son 10ga qoldigsiz bolinishi uchun uning o'nli sanoq
stsiemasidagi yozuvi 0 raqami bilan lugashi zarur va yetarlidir.”;

b) “Sanamning yoshi o'z opasining yoshidan katta emas.™

d) "O‘zbek alitbosida 38 ta barf bor.™

e} "Agar lugaro o'1la ma'lumotga ega bo'lsa, u holda u oliy o'quv
muassasalaridan birida o°gishi mumkin.”.

8. ShetYer shtrixi ishtirok ctgan mulohazaga misol keltiring.

9. Pirs strelkasi ishlirok etgan mulchazaga misel kelliring.

10. Ikkilik sanoq sistcmasida yozilgan natural sonlar ustida go“shish
va ko'paytirish amallarini mos ravishda mantigiy yig'indi (diz'yunksiya)
va mantigiy ko'paytma tkon’yunksiya} amallan bilan solishtiring.

Mustagil ishlash uchun suvoflar

Mulohazalar algebrasi deganda nimani tushunasiz?
Mulohaza nima?
Qanday mulohaza absolynt chin mulohaza deb ataladi?
Qanday mulohaza absolyut yolg'on mulohaza deb ataladi?
. O‘zgamas mulchazalar qanday gqiymatlar gabul gilishlari
mumbkin?

6. Q‘zgaruvchi mulohazalar gqanday qiymatlar gabul qilishlari
mumkin?

7. Elementar va murakkab mulohaza tushunchalsri bir-biridan nima
bilan farq qiladi?

8. Mantigiy amallar deganda nimani tushunasiz?

9. Nega mulohazalar algebrasi mulohazalar mantiqi deb ham
yuritiladi?

10. Qiymallar salri deganda nimani lushunasiz?

11. 1- va 2- jadvallarda keltirilgan amaldan boshqa unar va binar
bormi?

N
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12. Chindik jadvali nima?

13. Qayvsi amaliar asosiy mantigiy amallar deb yuritiladi?

14. Mulohazaning inkori deganda ninwm twshunasiz?

15. Kon'yunksiya amali yanday bajariladi?

16. Diz'yunksiya amaliga o'zhek tilining gaysi bog‘lovchisi mos
Keladi?

17. Nima uchun implikatsiya amalini bajarganda operandlar o'rinlan
muhim hisohlanadi?

18. Implikatsiya a2mali uchun asos va ogibal tushunchalarini bita-
sizmi?

19. Mulobazalaming ekvivalensiyasi deganda nlmans lushunasiz?

20. Sheffer amali gaysi amalga nisbatan teskavi amal hisoblanadi?

21. Pirs amali gqaysi amalga nisbaian teskari amal hisoblanacti?

22. Asosiy chinlik jadvallarini bilasizmi?

3.2. Formula va teng kuchlilik tushunchalari

Mulohaza. Mamigiv amalfar, Formida. Elementar jormmia. Chinfik jodvale.
Mantiqry amaliarni hajarish imiiyozlari, Qavsiar hagidagt ketisbine. Teng kuchibi
va teng kuchiimas formmdalar. Teng kuchiilik, Teng kucllimastik. Ekvivalentiik

Ekvivalentmastik. Tenglik. Tenglama. Avnival. Mantigiv ifoda.

Qldingi paragrafda asosan mantiqiy amallar o*rganildi. Endi manuqly
amallar orasidagi bog‘lanishlar bilan shug'ullanamiz. Bunday bog’-
lanishlardan biri bilan tanishmiz: ekvivalensiya ikki toemonti impli-
katsiyadir, anigrog’i, Perilgan x va ) maulohazalaming X €2 Vv
ekvivalensiyasi ikkita x—y va y—=x implikatsiyalartting
(x = YIA(y — x) kon’yunksiyasi shaklida ifodalanadi,

Dastlab mulohazalar algebrasinming formula wshunchasiga murojaat
gilib, intuitiv ravishda, vni berilgan elementar mulohazalardan nkor,
diz'yunksiya, kon’yunksiya, implikatsiya, ekvivalensiya mantiqiy amal-
larining chekii kombinatsiyasi va. zarur bo‘lganda, mulohazatar ustida
mantiqiy amallaming bajarilish tarubini ko'rsatuvehi guvslar vositasida
hosit gilinpan murakkab mulohaza deb tushunamiz. Bu yerda gavslami
ishlatish qoidaleri sonlar bilan ish ko‘ruvchi (oddiy) algebradagidek
saglanadi,

L.misol. Ushbu x, ch, yots(yavy), x¢p—a, [r,v(x,mc,}ml}—ar
Fox, (x> Ay e z) - (z = x), [y Alx, 2x)]v(x, &%) vyo
va (XV ¥)A(¥v ¥) ko'rinishda youilgan murakkah muloh
bin formuladir, lekin [x, v{x, 9 x)Alsx va (x 3 F) Az = (Z 2 »)

168




yozuvlarni fermula sifatida qabul gitish mumkin emas, chunki ulaming
birinchisida kon’yunksiya belgisidan keyin yopuvchi “|" gavs yozilgan,
ikkinchisida esu ikkinchi achwvehi (" gavsga mos vopuvchi )" qavs
vozilmagan. s

Fomula tushunchasipa matematik induksiva usuliga tayangan holda
quyidagicha gat’iy La'tif berifadi.

I- ta'rif. 1) Agar x elementar mulohaza bo'lsa, u holda X
formutadir: -1

Nyagar A formaia bo'lsa, w halda 4 formceladiv:

3 aguwr A va B formwiaiar bo'lsa, v holda {AAB), {Av B),
(A= BYvwii{der B) formudaedardir;

4) 1., 2 var 3- bundiardagidan rushgqari boshge formula yo'q.

- 1a'nifga ko'ra ixtivoriv formulaga, uning qiymat sifalida, vaziyatga
garab, {ch, yo; o plamning Dbiror clememi mos go'yiladi. Foratula
tarkibidagi o'zgarmas va o'zgaruvchi (elememar) mufohazalaming har biri
elementar formulalar deb hisoblanadi. Fonmula giymatining x,,X,,-, X,

o‘zgaruvchilarga (clementar mulohazalarga) bog tigligini ta'kidlash kerak
bo‘lgan holds #'(x . ¥.,....x, ) ko‘rinishdagi yozuvdan foydataniladi.

‘Tabiiyki, foemuia tushunchasiga berilgan 1- ta’nf asosida ish yuritilsa,
wzilgan (ormula tarkibida gavslar ko’p bo‘'ladi. Matematik mantigda
formula tarkibidagi qavslar sonini kamaytirish inagsadida, odatda,
quyidagi kelishuvlardan foydalaniladi:

1) biror formula inkor ishorasi ostide bo'isz, u qavssiz yoziladi

{masalan. (xV ¥} z formulani xV y A = ko'rinishda yozish mumkin).

2) kon'yunksiya amali diz’yunksiva, implikatsiya va ekvivalensiya
amallariga nisbatan formulalami mustahkameoq bog‘laydi deb hisoblanadi
(masalan, xv ()z) formulani xVv yz, x3 =>{(yz) formulani xy — yz,
(xy) & (zu) formulani esa xy & zu# ko'rinishda yozish mumkinj-

3) diz’yunksiya amali implikatsiya va ekvivalensiya amallariga
nisbatan fonmulalami mustahkamrog bog*laydi deb hisoblanadi (masalan,
x={yvz) formulani x— yvz, xvy<>(zvy) formulani esa
XV y <>z Vv y ko'rinishda yozish mumkin).

4) implikatsiya amali ekvivalensiya amaliga nisbatan formulalami
mustahkamroq bog'laydi deb hisablanadi (inasalan, x <> (¥ — z)
formulani x &> y — z ko‘rinishda yozish mumkin).
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Bu kelishuvlar. yugorida ta'kidianganidek, formuilalar tarkibidugi
qavslar sonini kKamaytitish imkonini berach. Masalan,
(((xe N (xAz2 S ({((yAVIVIFAYNVIr—D N tormulani
(x & VYo xz o vy v(x = 2) ko'rintshda vozish mumkin.

Umuman olganda. maiematk mantiqgda mantigty amallarni bajarish
imtiyozlari va gavslar haqidagi kelishuy deb ataluvehi geidadar qubul
qilingan.

Qavslarsiz yozilgan mantiqiy amallami bajarish imtivozlari (keima-
ketligi) navbat bilan inkor {—). kon’yunksiva ( A), diz'yunksiya (Vv ),
imphikatsiva (=) amallanga beriigan. eong so'ngel imtiyozua  esa
ekvivalensiva { & ) amali cpadir,

Qavslar haqidagi kelishuv deganda quyidagi qoidalarga amal gilish
nazarda tuliladi:

t. Agar lormulada tashgi gavslar vozilmagan bo’lsa, u holda wlar o'z
joylariga tiklanadi,

2. Agar formulada ikkita bir xil imtiyozga cga mantigly amallar
gavslarsiz ketma-ket yozilgan bo'lsa, u holda yozilish (artibiga ko'ra
chapda joylashgan amal uchun gavslar oz joylariga tiklanad.

3. Agar formulada wrli %] imtiyozlarga ega manliquy amatlar
qavslarsiz ketma-ket yozilgan bo‘lsa, u holda ularni bajarish ketma-
ketligini anglatuvchi qavslar mantigiy amallami bajacish imtiyozlarini
hisobga olgan holda navbat bilan o'z joylariga tiklanadi.

2- misal. xvyAyo©z—(2—x) ko'rinishda vyozilgan
formulani Lablil gitaylik. Bu formuladagi amallamni bajarish tartibi fagat bir
joyda qavslar bilan aniqlangan. Mantiqiy amallami bajarish imtivozlari va
qavslar hagidagi kelishuvga ko‘ra berilgan formulani
((xv (¥ A y))e>(z—(z— x))) ko‘rninishda ifcdalash mumkin. m

Tabiiyki, ixtivany formula uchun chinlik jadvaf' mzish mumkin,
Berilgan formulaga mos chinlik jadvalini tuzishda shn formula tarkibidagi
amallarga e'tibor bergan hofda asosiy chinlik jadvallaridan ketma-ket
foydalanish mumkin.

3- miseol. (xAy)— ?_Vy formulaning chinlik jadvali 1- jadwval

bo‘ladi. m

! Formulalar uchun “chinlik jadvali” iborasi o'mida “qiymatiar jadvali” iborasi qo* llanilishi ham
mumkin.
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- ferebvari

T
o .L' ‘? < 4 _1-‘ : E v/ J,' ﬂ TL‘ v }/ ("- A },—] L EV }r
=W ' ch vo I ch i yo ch
ya sh | ch yo | ch } va ch
| | i
ok yo o yo oo v | ch ch
r.-_‘ - . B T S — e e el = e anfe® = J
ch j ch Yo ch ch yo YO [
| 1 i

2- tarif. Agor berilgan ikkita fornmda wavkibida ishtirok ctmvehi
clementar  mulohazalwrning  har  bir  givimatlar  satri uchun  bu
formutalarning  qivinatlari bir xif bo'lsa, u holda wlar teng kuchli
SJormwlalor deh ciafadi

3- tarif. Agar berilgun ikkita formula tarkibida ishtirok etivehi
elementar nmilohazalarning  giymatiar  satltaridan hech bo'lmaganda
bittasi nchun bu formudatarning givmeattari har xif bo'lsa, w holda ular
teng knchitimas fornwlalur deb ataladi.

Teng kuchli va teng Kuchlimas iboralari na fagqat formulalarga
nisbatan, balki ixtiyoriy mantigiy muiohazalarga nisbatan ham gqo*llaniisi
mumkin. Ba'zan. wng kuchli va teng kuchlimas iboralari o'mida, mos
vavishda, ekyivalent va ckvivalentmas iboralan ishlatiladi. Ekvivalentlik
wshunchasi ckvivalvasiya wshunchasiga ochangdosh bo‘lgant uchun, ulami
bir-biridan farq qilish maqsadida ko'prog teng kuchlilik iborasidan
foydalanamiz.

Berilgan formulalaming g kuchliligini ifo- 2- jodvat
dalashda “=" belgidan, teng kuchlimasligini [~ x Tvx |
ifodalashda  ¢sa “@"  Dbelgidan foydalaniladi. [0 yp |
Masalan, agar berilgan 4 va B formulalar teng [~ ¢y | ch

kuchli formulalar bo‘lsa, u holda A= 8 dcb, 4 va
B formuialar teng kuchlimas formulalar bo‘lganda esa, AMB deb
yoziladi. Ba'zan, formulalaming teng kuchiiligini ifodalashda “="
belgidan, teng  kuchlimasligini ifodalashda esa “#"belgidan ham
foydalaniladi.

Berilgan Jormulalaming teng kuchli yoki teng kuchiimas bo'lishini
anigtashda, adatda, ular uchun tuzilgan chinlik jadvallarigan foydalaniladi.
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4- misol. ¥ va yva formuialar teng kuchhi  formulalardir,
Haqiqatdan ham, berilgan formulalarda fagat bitla & clementar muolohaza
ishtirok etgani nchun ikkita giymatlar satriga ega chinlik jadyaling tuzamiz
(2- jadvalga qarang). 2- @’rifgh asosan VY=Y, ®

3- Jadval

s | B |

| -

S T o

vo ch ch | TS W
ch 0 1o o t —

ch ch Vil ch | ch L ,|

5- misel. Benlgan YV y va x — y tformuialarni mos ravishda A
va B bilan belgilaymiz: A=Xvy, B=x  y. 3- clinlik jadvalidan
ko'rintb turibdiki, A va B formulalar tarkibidagi x va p clementar mu-
lohazalaming to‘rtala giymatlar satrlari uchun bu formulalarning mos qiy-
matlan bir xil. Demak, 2-ta'nifga asosen A28 .ya'ni Xvy=x—).»

6-misol. 4={xVvX)ay va B=y formulalar berilgan bo'lsin. 4-
chinlik jadvalini zamiz. 4 va B formulalar tarkibida ishiirok etuvehi ¥
va y elementar mulohazalaming to‘rtala giymatlar satrlari uchun bu
formulalaming mos giymatiari bir xil.

Demak, berilgan 4 va B formulalar ekvivalent formulalacdir, ya'ni
(xvX}lay=yv.u

I fadval
x BTN KR oSy X A=(xvX)ay :
yo yo . ch ch 7o
Yo ch ch h ch
ch yo ¥o ch == e =l
ch ch Yo ; ch ¢h =

7- misol. A {(xvX)ay va B=x formulalar teng kuchlimas
formulalardir. Haqiqatdan ham, 5- chinlik jadvalidan ko‘rinib turibdiki,
berilgan 4 va B formulalar tarkibida ishtirok etuvchi x va 3 elementar
mulobazalaming to‘rita qiymatlar satrlaridan ikkitasi (2- va 3- satrlari)
uchun by formulataming mos qiymatiar har xil. Demak, 3- ta'rifga asosan.
berilgan (xv X)A y va x formulalar ekvivalentmas formulalardir, ya'ni
A#EB.m
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I- Jadved
| 8B=x SN (AR | P A=s(xvX)ay
[ T T ¥o

yo <h ch ch ch
‘ ch ¥ yo | ch ¥o
[ ch ch | yo [ ch | ch

Odaida, mulohazalar algebrasida ckvivalensiya bilan teng kuchlilik
orasidagi larqm anglash magsadida, ular oddiy algebradagi, mos ravishda,
tenglama va ayniyat bilan givoslanadi. Tenglamada (masalan, x va y
o‘zgaruvchilarga nisbatan 2x+ y = 10 tenglamada) o‘zgaruvchilanting
ayrim {masalan, x =4, »=2) giymatlari uchun tenglik o'rinli ho'lib,
boshqa (masalan. x =1, p=2) giymatlari uchun bu tenglik o‘rinki
bo'lmasligi mumkin. Shunpa o'xshash, ekvivalensiyada ishiirok etuvchi
(masalan. x, € (x, Ax,) ekvivalensivadagi x,, ¥, va2 x,) o'2ga-
m\chlhmlugo rinlariga qandaydar (masalan, x, =ch, x,=¢h, x;=ch)
giymatlar qo*vganda ckvivalensiya ¢h qivmat qabul qilib, boahqa (ma-
salan, x, = yo, x, =ch. x, = ch ) giymatlar uchun yo giymatga erishishi
mumkin

. Oddiy algebrada ayniyat deb shunday tenglik tushuniladiki (masalan,
o' — b ={a=b)a+b) lenglik), bu tenglik, unda qainashgan barcha
o‘zgaruvchilaming mumkin bo'lpan barcha qiymatlari uchun o‘rinlidir.
Shunga o‘xshash, matematik mantiqdagi teng kuchlilik shunday mu-
lohazaki (masalan, ¥ & y =(x = ¥} A(y —> x) mulohaza), bu muloha-
za, unda gatnashpan barcha o‘zgaruvchilarning mumkin bo‘lgan barcha
qiymatlari uchun to°g' ridir,

Matematik mantiqda formula wshunchasi bilan bir gatorda mantigly
ifoda wshunchasi ham qo‘laniladi. Mantiqiy ifoda shunday murakkab
mulohazaki, uning tarkibida berilgan elementar mulohazalardan inkor,
diz"yunksiya, kon'yunksiya, implikatsiya, ekvivalensiya mantigiy amatlari
bilan bir gatorda mulohazalar algebrasidagi boshqa amailaming ham
chekli kombinatsiyasi va, zarur bo'lganda, mulohazalar ustida mantiqiy
amallaming bajarilish tanibini ko‘rsatuvchi qavslar qatnashishi mumkin.
Mantiqly ifoda tushunchasiga ham formula tushunchasiga matematik
induksiya usuliga tayangan holda benlgan ta’rifga o‘xshash qat'iy ta'rif
berilishi mumkin. Mantigiy ifodalaming teng kuchliligi rsshunchasini ham
formulalar teng kuchliligi tushunchasiga o*xstash aniglash mumkin,

Oddiy algebrada aynan teng giymatga ega ifodalamni bir-biri bilan
almashtirish mumkin bo‘lganidek, mulchazalar algebrasida han mantigiy
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ifoda tarkibidagr qisoiy mantigiy ifodalami gfurmulalarni. molohazalamip
ularga Ieng kuchli botlgan ifodalar {formulafor, maulohizakin)  biten
almashlirish, ya’ni o*roiga go*vish usulidan toydalinish mumkin, Bu esa
murakkab ifodalami  (formulalami,  mulohuszalanm)  seddalashiicish
imkanini beradi.

Yugorida tenglama bilan ekvivalensiya va ayniyat hilan weng kuchhlik
orasida o*xshashlik borligini ko'rdik. Endi tenglik bilan ekvivalensiva
orasida farq ham borligini ko'rsatamiz. Ma’lumki, oddiy algebruda hech
ganday almashtirish yordamida tenufikni antmelik amablar (goshish,
ayirish, ko‘paytinish. ba’tish) vositasida 1fodakab bo*lmaydi. Muiohazalar
algebrasida esa ekvivalensivani boshqa mantigiy amallar vositasida
ifodalash muemkin. Masalan. ¢kvivalensiyvani implikatsiva va kon yunkstya
amallan vositasida ifodalash mumkin: berilgan ¥ va 3 clementar
mulohazalar uchun x ¢ v =(x — v)A{) — x) leng kuchlilik o‘rinliligi
6- chinlik jadvalidan ham ko‘rinib turibdi.

6. jadhal
X R X2V Y2 (xavIa(v— )
yo vo ch chy ch B ch
Yo ch ¢ch | w0 ¥o vo
ch YO yo R R ] wo M )
ch th ch | ch ch ch

Mulohazalar algebsasini oddiy algebra bilan qiyoslashda davom etib,
oddiy algebrada tenglik uchun quyidagi xossalar (aksiomalar} o'rinliligini
eslatamiz:

1) ixtiyoriy a€ R sonuchun @ = a {refleksivlik);

2) ixtiyoriy ikkita a€ R va b€ R sonlar uchun agar @ = b bo'lsa, u
holda b = & bo‘ladi (simmelriklik);

3} ixtiyoriy uchta ac R, be R va c& R sonlar uchun agar a=#8
va & =¢ bo‘lsa, v holda @ = ¢ bo'ladi (tranzitivlik).

Shunga o‘xshash, mulohazatar algebrasidagi teng kuchlilik (ckvi-
valentlik}) ham refleksivlik, simmetriklik va tranzitiviik xossalariga ega:

1) sxtiyoriy X muiohaza uchun ¥ =X

2) ixtiyoriy ikkita X va y mulohazalar uchun, agar x = ¥ bo‘lsa, u
helda y = x bo‘ladi;

3) ixtivoriy uchta x, y va z mulohazalar uchun agar ¥ =) va
Y=z bo’lsa, u holda x =z bo'ladi.

t74



Muamwvneli masala va topshirigiar

1. Quyidagi formulalarning chinlik jadvallarini tuzing:

A X VI, brrarS(yvwvX—2Z); d) (X, AX.)V Xy,

O (V) AFVES T Dix >R lhveax)
ghixvzial(y ->»iu—x)): hy (x =2 p)aly—=22)—> 2,
X=X, =>(.—x), n=3456;

DXVELV.VI, =AY, ALAY, 1=, 2,3,

2. Quyidag teng kuchliliklarni isbotiang:

AN YPEIOY; b} APV IYVIVF=X— ).
dyr=>7F=yoX; etx—2{y—oz)IsxAy—z;
NDxv¥syvy, g} XVI=ypVvy;
hhxv(Xxap)sax; N (xvE) D y=(XAX)V Y,

Davivaz)=(xvi)alxvz),

K XsS(xAPazIv{XAVAI)IVXAVAZIVXAYAZ).

3. Quyidagi formulalami soddalashtiring:

alfx = r) 2, b)x-a(x-y), d) ﬂ?vtqu)-x;
SRER s B A4S IF f) XAV -3()vx= z);
B {XAYAIIVIXAVIVIXATAZIVIXATAZ)IV(IAZ).

Mustogif ishilash nchan savellar

1. Formula tushunchasiga intuitiv ravishda ganday ta'rif beriladi?

2. Formwla tushunchasiga malematik induksiya usuliga fayangan
holda qat’iy ta'rif ganday beriladi?

3. Elementar formula deganda nimani tushunasiz?

4. Qavslarsiz ketma-ket yozilgan mantiqiy amallami bajarish
imtiyoziarini bilasizmi?

5. Qavslar hagidagi kelishuvga ko‘ra ganday qoidalarga amal
gilinadi?

6. Teng kuchli formulalar deganda nimani tushunasiz?

7. Qanday holdr formulalar teuyg kuchlimas bo'ladi?

8. Odatda berilgan formulalarning teng kuch)i yoki teng kuchlimas
bo'lishini aniglashda qaysi usuldan foydalaniladi?
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9. Mantigiy ifoda nima?
10. Ekvivalensiva bilan leng kuchlilik orasida qanday o xshashlik va
l farqlarmi bilasiz?

3.3. Tavtologiya. aynan yolgfon va bajariivvchi lornsulakar

Elementar innlohaia, Farmula. Aywan clin, ayiuan yolg 'on formafalor,
Taveologiva. Bujaritvel formuda. Bajariimaydisan foremda. Mantigiy ekvivedent
Jormulalar. Mantig qormerare. Yechilish muanivmosi. Yeoluvohi nsnd

3.3.1. Tavtelegiva'. Tabiiyki, berilgan formula uning larkihida
qatnashuvchi elementar mulohazalaming mumkin boflgan barcha giyvmat-
far satrlari uenen turli qiymatlar, jumladan, fagat ch yoki fagat yo qiymal
gabul gilishi mumkin,

1- va*eifl. Tarkibidagi elementar muiohazalorning mumkin bo 'fgan
barcha giymatiar sotrlarida fagai ch givmar gabul gituvchi formula
taviologiva deb ataladi.

i~ jacva!
x ¥ =)V | xa(x—oy) xalx=y)—
w_ B o & et | Ty ch
Yo ch ch Yo . ch
ch vo yu s 0 _ch_
\ ¢h - ¢h ch <h ch

Tavtologiys iborasi o'rmida aynan chin yokt doimn chin formula
ibrasi hdm qo*llanilishi mumkin. Taviologiya, ko*pincha, J yoki 1 bilan
'belgllanadl Aynan c¢hin formula, uning tarkibida ishtirok etuvchi
o zgaruvchlla'ming givinatlariga bog'lig bo‘Imay, fagat bitta (ch) qiymat

gabiily

. -Benlgan formula taytelogiya bo'lishi yoki bo‘imasligi, odatda, uning

ahyitiaf jrchbali so3itasida sniqlanadi.

1- 1561 . Dﬁ, s.xA(x—:» y)=»y formula tavtologiyadir. Bu
o shaligin gmh, uchun 1- jadvalni (D formulaning

banydidy ﬁ'm; 'ul‘g#up:r{g Tarkibida gatnashuvchi x va ) clementar
PSR mp.‘gm Bodgad Ranuma, q‘iymatlar gatriatida fagat ch
1) '_ft_" |;|_u . %Wm

'-I "‘ -ty

Qp?ﬁ ?q-glmidag,-tumlgan b lib,



xA(x sy yr=J.n
2- misob. Berilgan B={(Xvy)—>(x—ryI—z formulani
tekshirish uchun uning chinlik jadvalini luzamiz (2- jadvalga garang).

2- jaddval
X | ¥ ] 3] Tvy [ERNEEES RN
Vo ¥a vo | ch ! ch ch ch — Yo
[Bva | vo | chi ] <h.ji “ch ch ch zh
Yo ch ¥ ch | ch ¢h eh i
yo | eh L e [ eh | ch ch ch ch
<h yu ¥a yo | yo yo ch YO
ch | yo | ¢h | yo yo Yo ch ; ol
ch ch yan | yo ch ch ch yo
ch ch ch [ yo ch ch ch ch

2. jadvaldan ko'rinib turibdiki, (X v y} = (x = p}=J , lekin 8

=/ =

Aynat chin Jormulalar mantiqda katta ahamiyalga ega bo'lib, ular
mantiq qonunlarini ifodalaydi. Shu sababli, mantiq algebrasida yechilish
muammosi deb yuritiluvchi chekli migdordagi amal yordamida berilgan
ixtiyoriy mantiqiy formulaning aynan chin yoki aynan chin emasligini
aniqlash masalasi delzarb muammo hisoblanadi. Yechilish muanimosi
fagat mulohazalar algebrasi uchungina emas. balki boshga manligiy
sistcmalar uchun  ham qo‘yilishi mumkin. Yechilish muammosi
mulohazalar algebrasi uchun ijobiy hal etiladi (ushbu bobning 5-
paragrafiga qarang), Tabiiyki, yechilish muvammosini turlt usullar
yordamida hal qilish momkin. Bunday usullarni yechuvchi usulfar deb
ataymiz. Yechuvchi usul iborasi o‘roida yechish protsedurasi yoki
yechish algaritmi iboralari ham geo' lanilishi momkin.

Yechish protsedurasi sifatida chinlik jadvalini qo°llashga asoslangan
usulni olish mumkin, chunki chinlik jadvali har bir muayan formula uchin
yechilish muammosini toliq hal qilish imkonini beradi. Agar berilgan
formulaga mos keladigan chinlik jadvalning oxirgi ustunida fagat ch
be'lsa, u holda bu formula aynan chin, agar oxirgi ustunda hech
bo*Imaganda bitla yo bo‘lgan holda esa formula aynan chin emas bo*ladi.
Tabiiyki, amalda bu usulni har doim ham qo'llab bo‘lavermaydi, chunki u
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quyvidag] asosiy kamchilikka ega. Agac berilgan formulada ma elementar
o*zgaruvchi mulobazalar yatnashsa, u holda bu formnulaning chinlik jadsali
2%1a satrga ega ho'ladi va ¥ oing vewarli katta giymatlarida bu yeclhish
protsedurasini, hattoki, komputer vordamida ham oxiriga  vetkazib
bo‘lmaydi. Lekin, prinsip jihaidan oleanda. “chinlik jadvalini go'tlushga
asoslangan wsul yordamida chekli migdordagi amallar bajavib yechilish
muammosim hal gilish mumkin® degan tasdiq wo'g’ridir. Ushbu bobiung
Keyingi. paragraflarida boshqa bir yechuvchi protseduran: keltivamiz. Bu
yechuvchi protsedura berilgan formulani normal shaklga kelunsh usuliga
dsostapgan. Normmal shakllar matematik mantigning boshaga masalulanda
ham ishlatiladi.

3.3.2. Aynan yolg‘on formulalar. Fonnula uning rkibida ishtirok
ctuvchi clementar mulohazalaming mumkin boflgan barcha giymatlar
satrlan ucnun fagal yo giymat qabul gilishi ham mumkin,

2- ta’rif. Tarkibidagi elementar mdohazalarning mumkin bo’igan
barcha givmatlar satrlarida faqat yo giymat gobul gitvchi formula ayran
yolg‘on (doimo yolg‘on} yoki bajarilmaydigan formula deb atoiadt.

1- va 2- wa'riflardan yagqgol ko'rinib turibdiki, aynan yelg’on formula
taviologiyaning inkoridir, va, aksincha, taviologiya aypan _yolg'on
formu'laning inkoridir. Shuning ucaun aynan yolgon formulani J yuki 0
bilan balxfash joizdir,

Aynan yoig'on formula ham, aynan chin formula kabi, o'z tarkibtda
ishtitok etuvehi o'zgaruvchilaming qiymatlariga bog‘liq emas, u fagat bitta
(yo) giyraal qabul giladi. Berilgan formulaning bajarilmaydigan formula
baNishi. yoki ho‘lmaskigi ham, odatda, uning giymatlar jadvali yordamida

- EWQJI-_-vA ={TV y)ax—> y formula aynan yolg'on formaladir.

Fshinsdintii; Hsokiy, chiniik jadvallari yordamida A formuianing
&Mﬂlﬁ%ﬂ.ﬂ@p&aﬂ— jadvalga ¢pa bo'lamiz.
a ik !

[T . 3-jachat
P T - -
‘ rE O - —
1% ﬁéf;é?.iﬁ:?g | 22y | v ax—y
T 3 = tl g . .1.: '&"ﬂn H .},0 o
_' "l HB — ¥o
Ao ST [ W




3- jJadvalning oxirgs ustuniga ko‘ra (X v y)ax— y = Jn

3- tarit. dgar A va B formidotar wchun A— B formula
taviologiya ho'lsa, v holda B formida A formudaning mantigiy xuiosasi
deb ataladi.

4- ta'rif. Agar A va B formulalar wehun A< B formuia
tavtologiya bo'lsa, « holda beviigan formudalar mantigiy ekvivatent
Jormudalar deb ataiach,

4- misol. 1- misolda H=1A(x— y)—= y formula taviologiva
bo‘lishini ku*rgan edik (1- jadvalga garang). Shu sababli, 3- ta’rifga ko‘ra,
} formula x A (x — 1) formulaning mantigiy xulosasidir,

2- judvalga ko'ra (2- misolga garang) Xv ) va x — y formulalar
mantiqly ckvivalent formulalar bo'ladi hamda, shu bilan birga, x -3 v
formula Ywvy formulaning mantiqiy xulosasidir degan tasdiglar
o'g'ridir.  Albaua, XYv )y formula x— y formulanmg mantigiy
xulosasidir degan tasdiq ham to'g'ri. m

1- teorema. Agar A ve A—B jormulolarning har biri
taviofogiva bo 'Iva. w holda B formmda ham tavialogive bo ladi.

Ishati. 4 va 4 —» B formulalaming har biri tavialogiya bo‘lsin.
Teorema tasdig'iming teskarisini, ya'ni 4 va A formulalar tarkibiga
kirnvehi o'zgaruvchilaming hech bo‘Imaganda bitta giymatiar satrida 8
formula yo giymat gabul gilsin deb faraz gifamiz. U hoida, 4 formula
taviologiya bo‘lganligi uchun, o'zgaruvchilarning o'sha qgiymattar
satr(lar)ida 4 ch giymat gabul giladi. Shu sababli 4 = B formula ya
quymat gabul giladi. Bu esa 4 — 8 formula tavtologiyadir degan tasdiqqa
garama-garshidir. Demak, 8 tavtologivadir. »

2-tcorema. Agar A, formula tarkibiga bir voki ko'p marta kirgan

A formula o'rniga B formulani go'yish natijasida B, formuia hosit

gitinsa, v holda (A & B) = (A, & B)) jormuia taviologiva bo tadi.

Isboti, Agar tarkibidagi o'zgaruvchilaming biror qiymatlar satrida
A va B formulalar turli giymatlarga ega bo‘lsa, u holda o‘sha giymatlar
satrida 4 <> B formulaning qiymati yo bo‘ladi va, nalijada, 4, © B,
formulaning giymati ganday bo‘lishidan qat’i nazar,
(A & B) = (4, & B) formula ch qiymat qabul giladi.

Agar tarkibidagi o‘zgaruvchilarming qandaydir giymatlar satrida 4 va
B formulalar bir xil giymat gabui gilsa, u holda o'sha giymatlar satrida
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A, va B, formulalar ham bir xil qiymat gabul qiladi, chunke teoremaning
shartiga asosan B, fonuula A, lonmuladan .1 formulaning o'raiga B
formulani go'vish natijasida hosil gilingan. Demak. bu holda A & B va
A, © B, formulalarming ikkalasi ham ch givinat qabul giladi. Shuning
uchun (4 € B) —> (4, &> B)) tormula ham ch qivinat qabul giladi.

Shunday qilib, yuqorida quralgan mumkin bo'lgan ikkala holda ham
(A< BY > (A4 © B) lomwula ch qiymat gabul qladi, Demak,
(A & B)— (4, < B) formula taviologiya bo*ladi. m

2- (coremaga ko'ra, agar A, formula tarkibiga bir yoki ko'p mara
Kirgan A formula o'miga 8 fonnulani go'yish natijasida B, formula
hosil gilinsa, v holda 4 va B forrmulalaming mantiqiy ekvivutcntbgidan
A, va B, formulalaming ham mantigiv ekvivalentligi chigadi.

3.3.3. Bajariluvchi formulalar. Endi berilgan formula uning arkilida
qatnashuvchi elementar mulohazalaming ba’zi qiymatiar satrlari ucnun ch,
ba"zilari ucnun esa yo giymat gabul gilish holini qaraymiz.

S- ta'rif. Torkibidogi eleprentar midohazalarning kamida bitta
giymatiar satvida ch qivinot gabul giluvehi aynan chin bo'magan formila
bajarifuvchi formula deb araladi.

5-misal. x= ), xA(x =), ¥, Xvy va x =y formulalac
bajariluvchi formulalardir, lekin x A{x < yj-2 v, (Tv)y) o (x— )

va (XV y)Ax — y formulalar bajariluvchi formulalar emas (1-, 2- va 3-
jadvallarga qarang). m

Muammoli masalu va topshiviglar

1. Quyidagilaming qaysilad aynan chin, qaysilari aynan yeolg'on
formula bo*lishini aniglang;

D XVYDXAY; b) po(p =)

d) (x = y) > (¥ o X); B ((pag) o g)o{g— p)

D p - (P —p)s ez PG> (p=r)
h) (x> Ya(x=F) =X, Dxa{x=2>Ax— ¥y}
Dxvioypay: R{x—= (22> (A o),

Dx=(y—22)2((x> p)—> (x—2).

2. Quyidagi formulalarning har biri bajarifuvchi formufa bo‘lishini
ko‘rsaling:
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a) (v X)A(2VY); by an(hac—2unh),
XA PnE; d ({avb)VcAF)n((avgjvc'AE}.

3. Quynlagi Tormulalami  taviologiyalar, doimo yolg'on va
bajariluvehi formulalar guruhlariga ajrating:

A2y —=IAayvy: b) ub o avanb:

c) (x & y)alayvy); dyanh—=(a=b)

e) xvy— [yl fla—=c)alb—=c)—>{a—h)
g rxvy—s W) XAYAZIVIAVYAIVIAYALZ,

4. Quyidagilami aynan chin va aynan yolg'on farmulalar guruhlariga
ajrating:

gy 2> 2)>((ro22)>(xvy—o2);

by {p, = p )y v Yo (p.v o))

d) (7, = (p: = p) 2 (g 2a) 2 (0 22

(= 2} = (py AP} 2Py A PN

gy XAy Ix: M x—=(xvy);

DX IF2X) PEIDN2xo):

k) (x, Ac.ax dalxy v. vy, — ;] P o /0

e, =2 (% = ... 2 (X 0 (R bV IR

5. Apgar x elemenlar mulohazaning qiymati ch be'lsa, u holda
XAy —z va X — (¥ v =) implikalsiyalarning giymatlarini anigiang.

6. Agar x — ) implikatsiyaning qiymali c¢h bo'lsa, u holkla
x e, ires y -y va (x—))>z implikatsiyalarning
giytnatlarini aniqlang.

Mustaqil ishlash iechan savollar

t. Taviologiva nima?

2. Berilgan formula tavtologiya bo‘lishi yoki bo‘lmasligi, odatda,
ganday aniqlanadi?

3. Qandzy muammo mantiq aigebrasida yechilish muammosi deb

yuritiladi?
4. Yechilish muanunosini haf gilish usuliari nima deb atafad:?
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S. Yechish protsedurasi sifatida  chinlik jadvalim  yo'ilashga
asoslangan usulning asosiv kamchilizl nimada?
6. Aynan yolg'on formula deganda nimani tusbunasiz?

7. Tawvtologiya bilan aynan yolg'op fornmuela orasida qanday
bog'lanish bor?

8. Qanday helda biror formula boshga fonmulaning mantigiy sulosasi
deb atalad;?

9. Qanday formulalar mantiqiy ekvivalent fymulalarc deb ataladi?

1. Agar A va 4 = B formulalaming har bin tavtologiya bolsa, w
holda 8 formula bagida mima devish munkin?

11. Agar A, formula tarkibiga bir voki ko'p marts kirgan 4 formuls
o°miga unga teng kuchli B formulani qo'yish naujasida 8, formula hosil
qilinsa, n holda (A4 < B) 5 (4, <> B)) forimula hagida mima deyish
mumKin?

12, Bajanluvchi formula deganda nimani tushunasiz?

13. Agar x — ¥ implikatsiya ch givinal, X €3 y ekvivalensiya e¢sa yo
giymat gabul gilishi ma’lum bo‘lsa, u holda » —x implikatsiyaning
giymati hagida mima deyish mumkin?

14. Agsr x <> y ekvivalensiya ch qivmat qabul qilishi ma’lum bolsa.

v holda X &3 ¥ va x> ¥ ekvivalensiyalaming qiymatlari hagida mima
deyish mumkin?

3.4, Asosiy teng kuchliliklar. Teng Kuchli formulalarga doir
teoremalar

Asosiy eng kuchlitiklar, Kon Yunksiya, diz ‘yunksiya, inkor umatlari gamashgon
mulohazalar, Kommunativiik, assotsiativiik va distriburiviik gommlari. Qarama-
qarshilik, uchinchisini istisno gilish, idempotentlik va yutilish gonunlari.

3.4.1. Asosiy teng kuchliliklar. Bu paragrafda oddiy algcbrada
ma’lum bo'lgan ayrim ayniyatlarga o'xshash mantigiy teng kuchliliklami
va teng kuchli formulalarga doir ayrim teoremalami Keltiramiz.

Ma'lomki, haqigiy sonlarni go‘shish va ko‘paytirish amali uchun
quyidagi tasdiglar o'rinhdic:

1) ixtiyoriy ikkita xe R va ye R sonlar uchun x+y=y+x
bo‘ladi (go*shishning kommutalivlik qonuni),

2) ixtivoriy uchta xe R, yeR va ze R sonlar uchun
(x+ ¥) +z = x+(v+2) bo'ladi {go'shishning assotsiativlik qenuni);
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3) ixttyoriy ikl xe R va ye R sonlar uchur vy = v bo'ladi
(ko paytirishning kommutativlik gonuni);

4} ixtivoriy uchta x&€ R, pe R va ze R sonlar uchun
(xy)z = x( vz} bo'ladi tko'paytirishning assotsialivlik gonuni);

5) axtiyoriy uwchla x R, vER va ze R sonlar uchun
X(y+z)=xv+xz ho'ladi

(ko' paytirishning vig mdiga nisbatan distibutivlik qonuni).

Mulohazalar algebrasida bu ayniyatlarga o‘xshash, ixtiyoriy mantiqiy
A, ¥ va £ o'zgaruvchiiar uchun quytdagi teng kuchlilikiar orinlidir:

XV PEREVX, {0)
{xviyvi=xviyrvaz), (2)
XAVETVAX, (3)
{(xAv)IAz=xa(vaz), (4)
xAa(rpva)s{xay)vixaz). (3)

Bu teng kuchhiliklarning to*p riligim tekshirish zchun chinlik jadvalidan
foydalanish mumkin. Yugoridagi (1) -~ (4) teng Kkuchhiiklaming
to'g'rihigimi  tekshirishni  o*guvchiga havola qihb, fagat (3) teng
kuchlilikning 1a*g‘riligini lasdiglaydigan chinlik jadvalini keltirish bilan
kifoyalanamiz (1- jadvalga garang). (1) = (4) teng kuchliliklardan ko'rinib
turibdiki, diz'yunksiya va kon'yunksiya mantigiy amallari, oddiy algeb-

. B 1~ jadvat

X ¥ 8 PVE T XAY S A XA(PVZJ (x/\y)v{x/\z) ]
yo yD ol yo Yo yo ¥o Yo yo
yo yo ch ch ¥0 Yo Yo Yo
Yo [2)) 50 ch Yo yo | m;q —= | ¥o
yo ¢y ch ch Yo YO va yo
~¢ch }-o—__\g i 3:n )'o- = i) O yo
ch yo ch ch Vo £h th ch

ch ch yO ch ch yo ch ¢h ;

ch ch ch ¢h ch |7 ¢k ch ch !

radagi gqo‘shish wva ko‘paytirish amallari kabi, kommutativlik va
assotsiativlik xossalariga egadir.

Mulohazalar algebrasida, oddiy aigebradan fargli o'laroq, kon yunk.
siyaning diz’yunksiyaga nisbatan distbutivitk xessasi {(5) teng kuchlihik)
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bilan bir gatorda ctiz'yunksiyaning koo yunksivaga msbatan distributivhik
xossasi ham o'minlidir. Diz'yenksivaning  kon'yunksiyaga nisbatan
disuibutiviik xossasini ifodalovchi

xviraz) @Avy)laixvd) (0)
teng kuchlilikning to"g riligini 2- chinlik jadvali tasdiglaydi.

2=yl

Pl mafE Jresfxv ;»"PEVET ¥vrazn) [ (xvy)alxvz)
ol [wo [ v [ vo T 5o | o

yo | yo | ¢h va va ch vn g —— Yo :

yo | eh | yo | va ch yo vo vo |

vo § ch ch | ch ch ch ch ]

ch {yo | yo yo | ch ] ch | = | = = "I

ch { yo [ ch yu ch | ch | ch e ¥ th

c¢h [ ch | vo O th ¢h . ch ch

ch | ¢h ) ch ch ch ch ch ch o

Shuni ta'kidlash kerakki, oddiy algebrada (6) teng kuchlilikka
o'xshash tenglik ayniyat bo'lmaydi, ya'ni x+ yz = (x + ¥}(x + ) tenglik
ixtiyoriy x€ R, ye R va z€ R sonlar uchun bajarilmasligi mumkin,

Yuqorida ifodalangan o‘xshashliklar asosida kon’yunksiya amali
iborasi o‘mida mantiqiy ko'paytma amali iborasi, diz'yunksiya amali
iborasi omida esa mantigiy yig“indi amali iborasi ham go*[aniladi'.

Mulohazalar algebrasini eddiy algebra bilan qiyeslashda davom ctib
X v=(x > M Aa(y—x) teng kuchlilik o'rinliligini esiatamiz”. Bu
leng kuchlilik berilgan x va ¥ mulohazalarning x <> ) ekvivalensiyasi
ikkita x—y va yp—x implikatsiyalaming {(x— ¥)a{y — x)
kon’yunksiyasi shaklida ifodalanishi mumkinligini angtatadi. Boshgacha
gilib aytganda, ekvivalensiya (<) belgisini implikatsiya (—) va
kon'yunksiya (A ) belgilari vositasida ifodalash mumkin. Oddiy algebrada
esa, hech qanday almashtirish yordamida tenglik (=) belgisini arifmetik
amallar (qo‘shish (+), ayirish ( —), ko‘paytirish { X), bo‘lish (/))
vosilasida ifodzlab ba'lmaydi.

' Ushbis bobming 1- paraipafiga qarang.
* Ushbu bobning 2- pangrafig qarang.
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Endi implikatsiyani boshys mantiqiy amallar vositasida ifodalash
masalasi bilin shug ullanamiz. 3- chinlik jadvalidan ko'rinib turibdiki,
Xy vax vy formulular teng kuchlidar,

1 1 i- jadval
| ¢ [ ; < X . =
. __:l_ X =) xvy
Yo | ¥ eh cli ch
Yo | ch cli ch zh
ch ' wo Yo vo yO
ch 1 ¢ |y ¢h iy

Demak. (1) - (6) teng kuchliliklar gatoriga yana billa
Xy p=XVYy (7)
teng Kuchhlik ¢o‘shiladi. (7) teng kuchlilik implikatsiya (—=3) belgisin
mnkor (=) va diz’yunksiya (v } belgtlart vositasida ifodalash mumkinligini
anglatadi.

Yuqoridagi nuichazalar asosida . —, v, A. — belgilar ishtirok
etgan ixtiyoriy mamtigiy ifodani (fonmutani} fagat v. A, — belgilar
qainashgan teng kuchli mantiqly ifoda (formula) bilan almashtinsh
mumkin. degan xulosaga kelaniz, Ravshanki, bunga o‘xshash xulosani
oddiy atgebrada tasdiglash mumkin emas. ixtiyoriy mantiqiy ifodani fagat
V. A, — belgilar qatnashgan teng kuchli mantigiy ifeda bilan
almashtirish mumkinligi mulohazalar algcbrasining kao‘plab amaliy tat-
biqlarga egaligidan darak beradi.

Manligiy ifodada ishiirok eruvehi v belgini A va = beigilari orqali
hamda A belgini v va — belgilari orqali ifodalash mumkin, Bu tasdiq
ikki karra inkerni o‘chivish qonuni va dc Blorgan qonumlari deb
satuvchi teng kuchliiklorga asostanadi. Ikki karra inkomi o'chirsh
gotunl

TEX, (8)

de Morgan (anunlari esa
YV Y=EIAT, £
TAVYETVY (10)

teng kuchliliklar bilan ifodalanadi. Bu gonunlaming o‘rinliligr esa chinlik
jadvallan yordamida osongina tekshiritadi.

Mantiqiy ifodada ishtirok etuvchi v belgini A va — belgilari orqali
ifodalash uchon

xVYETAT (11)
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va, shunga o'xshash, A belgini v va — belgilari orqali itodalash uchun

A T v T (12)
teng kuchliliklardan foydalaniladi. (11 wva (12) feng  kuchlibktami
isbotiashnt o'quvchiga havola gilamiz.

Shunday gilib. mulohazalar algebrasining ixtivoriy mantiqiy ifodasini
unga teng kuchli va tarkibida mantigiy amal belgilari silfatida faqat A va
— yoki fagat v wva — beluilar qatnashgan mantigiy ifoda bilan
almashtirish mumkin. Shunga o'xshash. mulohazalar algebrasining
ixtiyoriy mantigiy ilodasint unga teng kuchli va tarkibicdi mantigiy amal
belgilari sifatida faqal = va — belgilar gatnashgan mantiqiy ifeda bilan
aimashtirish imkoniyali bothgini ko rsatish mumkin.

Shuni ra’kidlash kerakki, mulohazalar algebrasining ixtiyoriy mantigiy
ifodasini unga teng kuchli va tarkibida mantigiy amal belgisi sifatida
fagatgina Sheffer shmixi bo‘lgan mantigiy ifoda bilan almashtinish
imkoniyati ham bor. Bu lasdiy, mulohazalar algebrasining ixtiyoriy
manligiy ifodasim unga leng kuchli va larkibida mantiqiy amal belgilani
sifatida fagat A va — belgilar gatnashgan mantigiy ifoda bilan
almashtisish mumkinligi hamda

= ax, xay =)
teng kuchliliklarga asaslanadi. Shefler amali ta'rifidan foydalanib, chinlik
jadvali yordamida, yugoridagi ikkita va quyidagi uchla teng kuch-
liliklamning o‘ninliligini osongina tekshirish mumkin:
xvysXF, x> y=xf, reo = FIAF]¥)-

Bu uchta leng kuchlilik oldingi ikkita teng kuchlilik bilan birgalikda
yugorida ifodalangan mulohazalar algebrasining ixtiyoriy mantiqiy
ifodasini unga teng kuchli va tarkibida mantiqiy amal belgisi sifatida
fagatgina Sheffer shtrixi bo‘lgan mantiqiy ifoda bilan almashtirish
mumkinligi haqidagi tasdiqning to‘g‘riligiga yana bir asosdir.

1- misol. (x = yXy = x) = (x & yLymantigiy ifodani tarkibida
mantigiy amal belgilar sifatida fagat A, v va — belgilari gatmashadigan
gilib  almashtirish talab etilgan bo'lsin. Awvvalo, Y« y=
E(x—+y)A(y—=x) teng kuchlilik yordanida < belgisini — va A
belgilatri orgali, (7) teng kuchlilik vositasida — belgisini v va —
belgilan orqali ifodataymiz hamda (8) teng kuchlilikdan foydalanamiz:

(x=2 (=23 FP)=(x=yy=23)3GF =P F V)=

=(Zv PNV > EVIHFV D) =(XV NIV D)V (v X v E).
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Kommutativiik va distributivlik qonunlaridan foydalanib, berilgan
ifoda uchun quyidagi teng kuchhtiikni yozish mumkin:

(X =1y = x) =2 (Yo P)sapyvIpvavayvwviv. s

"Mulohazalar algebrasining ixtiyoriy mantigly ifodasini unga teng
kuchl: va tarkibida manugiy amal belgisi sifatida faqat uchta (masalan, =,
A va V), vo lagat ikKita {masalan, — va A), yoki fagat bitta (masalan,
Shefler shirixi) amal belgisi bo*[gan mantiqiy ifoda bilan almashtinishning
hojati bormi?” degan tabiiy savol tug'iladi. Bu savolga, vaziyatga qarab,
ham salbiy. bam ijobty javob berish mumkin.

Birinchidan, ishiatiiishi ko‘zda tutilgan formulafardan ko'rinib turib-
diki, berilgan mantigiy ifoda zarur almashtirishlar bajarilib, fagat uchta, yo
fagat ikkita yoki faqai bitla maniiqiy amal belgisi qatnashgan mantigiy
ifodaga keltividgandie, u, odwida, dastlabki ifodaga nisbatan ko'p sondagi
uch, yo ikki, yoki bir xil mantigiy amallar gatnashgan ifodaga keladi. Shu
sababli bunday mantigiy ifodani ko‘zdan kechirish giyirlashadi.

Ikkinchidan, bunday almashtirish imkoniyati borligi mulohazalar
aigcbrasining turh amaliy masalalarini ha] etishda katta ahamiyatga ega
ba‘lishiga sabab bo'ladi, jumladan, uning elektrotexnikadagi tatbigida bu
imkoniyat muhim rol o*ynaydi., chunki u yerda ishlatiladigan mantiqiy
ifodalarda faqat uchta v, A, — belgi qatnashadi. Bundan tashgari,
mamiqiy xulosalarning gonuniyatlarini bayon elishdza bu imkoniyatdan
foydalanish mumkin.

To'g*riligini chinlik jadvalidan foydalanib osengina wkshirish mumkin
bo'lgan quyidagi teng kuchliliklardan (qonunlardan) ixtiyonly mantigiy
tfodani kerakli ko'rinishga keltirishda foydalanish mumkin.

YA X = y0 - (qarama-qarshilik qonuni), (13)
xv X = ch - (uchinchisini istisno gilish qanupi), {14)
AN =X, 2 v X =x —(idempotentlik gonunlari}, (15)
raA{xv y)=x, xviay=x (yutilish gonunlari), {16)
xvyo=x, xvch=ch, xach=x, xa yo=yo. (17}

(1)-(17) teng kuchliliklar asosiy teng kuchliliklar deb ataladi.

4.2. Teng kuchli formulalarga doir teorematar. End: leng kuchlt
fonnulalarga doir ayrim teorematami keltiemiz. _
_ l-tearema. 4 va B formulalar teng kuchli bo lishi uclnm A va
B jformulaiar teng kuchli bo 'lishi zarur va yetarii.

Esboci. Berilgan 4 va B formulalar uchun 4= 8 bo'isin. U holda
A va B formulalar chinlik jadvalining ixtiyoriy satrida bu formulalaring
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giymatlari bir xi! bo'ladi. Shuning uchun 4 va B {formulatar chinbik
jadvaiining ixtiyoriy satnda ularning giymatlari ham bir xildir. Demak,
A =B . Xuddi shunga o'xshash. 4 =8 teng kuchlilikdan 4= 5 teng
kuchlilik kelib chigishini ko*rsatish mumKin. s

2- tearema. 4 va B jformmdalen teng kuchii bo'lishi wchun
A © B formula taviologiva ho fishi zavur va verorli

Isboti. 1. Berilgan 4 va B formulalar uchun A =58 ho'lsin. U
holda ekvivalensiya la'rifiga asosan. 4 & B formula chinlik jadvalining
barcha satriaridagi qiymatlari ch bo‘ladi. Demak, 4 ¢<> 8 iormula
lavtologiyani ifodulaydi.

2. A& B formula tavtologiya bo‘lsin. U holda . «» B8 formula
chinlik jadvalining A <> B ustunidagi barcha giymatlar ¢h bo-ladi
Bundan, ekvivalensiya la'rifiga ko'ra, chinlik jadvalining har bir satridag)
A va B formulalarga mos giymatiar bir xil, ya'ni 4= 8 teng kuchlilik
n'rinliligi keiib chigadi. m
__2- misol. De Morgan qonuolari va 2- teoremaga ko'ra
XVYIIAY va XA y<r X vy lormulalaming har bir tavtologiyadir. »

3-teorema. Berilean A va B formuldlar uchun A & B formuda
tavtologiya bo ‘lishi uchun 4 & B forpinda taviologiya bo lishi zarur va
vetarii.

Isboti. 1. Berilgan 4 va B formulalar uchun A <> B tormmula
laviologiya bo'lsin. U holda, 2- teoremaga asosan, A=5B ho'ladi
Bundan, 1- teoremaga asosan, A =B teng kuchlilik kelib chiqad,
Demak, ckvivalensiyaning la'rifiga asosan, A ¢3 B aynan taviclogivadir.

2. Berilgan 4 va B formulalar uchun 4 <2 B tavtologiya bo'lsin
Bundan 4 =B kelib chigadi va, 0‘z navbatida, 4 =8 bo‘ladi. Demak,
A & B fommala taviologiyadic, m

4- teorema. Ixtiyoriy formulaning istalgan gismi o'yniga shu gismi
bilan teng kuchli boshga formulani go'vishdan hosil bo'lgan yangi
Jormula dostiabki formula bilan teng kuchiidir.

ksboii o'quvchiga havola gilinadi, m

3- misol. xvy— =z fomula berlgan bo‘lsin. Bu formula
tarkibidagi x v ¥ gismi o'miga unga teng kuchli bo'lgan X A )y formulani
qo'yish natijasida X A ¥ = z formuda hesil bo*ladi. Bu formulaga (7). (8)
va (10) teng kuchliliklami qo‘liab, berilgan formulaga teng kuchli
xvyvz formuiani hosil qilish mumkin. Berilgan va oxirgi
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forimulalacreeng wng kuchtiligini chinlik jadvali vosttasida ham ku‘rsatish
tourkin. Bu ish o' quvehiga havola gilinadi. m

Muammoli masala va repshiriglar

(1) = (4) teng kuchliliklarning o' g'riligini tekshiring.
(kki karrit inkomi v'chirish va de Morgan gonunlarini isbotlang.

i
2
3. x = p=xay teag kuchlilikni isbotlang,
4
5

{xv 1y — Yvv)ay fomulani soddalashtinng.

X = { ¥ =~ x) formulaning aynan chinligini isbotlang.
6. Quyidagi 1eng kuchliliklami isbotlang:
A AIVI = pv T b) xv{yaz)s(xv y)a(xvz);
d) xvixAay)=ux; {xvii=v=(xAX)VYy:
BlxvalxvPsx: g av(Xayisxvy,
b (xvdalzvi)=xzvyzvarvm;
NDxyva=(xv(rv)(xvnirvi:
DX Ax,ruAax, dysy —=2(x, 20>, > M.
7. Quyulagi formulalami soddalashtiring:
al{(x > Ay 2)o(z o),

) (¥vF - (z=yvFvailalrvi— (k2 1)y,

d) (YAXAT 2 ¥yAT D 2)vav(rAaz)V{PAaz);

) (XA(PVID¥VINVIPATAFIVEV{VA x—/\—%)

8. Agar /  aynan volg'on formula  bo'lsa. u  holda
XA Y — F =x— v bolishin isbot qiling.

9. {11} va {12} teng kuchliliklami isbotlany.

10. Barcha asosty mantigiy amallami quyidagi amallar orgali
ifodalang:

a) diz'yunksiva, ken'yunkstya va inkor;

b) kon'yunksiya va inkor;

d) diz’yunksiva va inkor;

e) implikatsiva va inkor.

11, 4- teorcmani isbot giling.

12. xv y~=3z va xv pvz formulalaming teng kuchliligine chinlik

jadvat: vositasida ko'rsating.
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Mustaqgil istilash uchyen savoliar

1. Asosiy teng kuchliliklar deganda pimain mshunas)z”?

' 2. Oddiy algebrada ma'lum bo'lgan ayniyallarga o'xshash ganday
' manliqiy teng kuchliliklarini bilasiz?

3. Mulohazalar algebrasidagi diz'yunksivaning kon*yunksiyaga nis-
batan distributivlik xossasipa o'xshash oddiy slgebrada vigtindming ko'
paytirishga misbalan distributivhik gonuni bormi?

4. Nega &, =, vV, A, — belgilar ishtirok etgan ixtivoriy maniiqiy
ifedani {formulani) faqat v, A, — belgilar qalnashgan reng kuchli
mantigiy ifoda {formula) bitan alinashtinsh mumkin?

5. 1kki karra inkomi o'chirish gonunini ganday isbotlash muomkin?

6. De Morgan gonunlarini bilasizimi?

7. Nima uchun mulohazalar algebrasining xtiyoriy maniigiy ifoda-
sini 2nga teng kuchl) va larkibida mantiqiy amal belgisi sifatida fagatgina
Sheffer shirixi bo‘lgan mantiqiy ifoda bilan aimashtirish mumkin?

8. Qarama-qarshilik, uchinchisini istisno qilish. va yutilish qonun-
larini jsbotlay clasizmi?

9. Teng kuchli formulalarpa doir teoremalarning isbotlarini bila-
sizmit?

3.5. Formulalarping normal shalkllari
Tavtologiva. dynan yolg 'on formula. Elementar kon vunksive va diz yunksivalar,
KNSh. DNSh. Kon ‘yunktiv va diz ‘wunktiv hadlar.

F5.1. Elementpr kon*ynnksiva va clementar diz’yunksiya tushun-
chialgri. Tairli amaliy masalalami yechishda mantiq algebragining ahami-
mlghad;r Jumladan, koniakt va rele-kontaktli sxemalar bilan bog‘lig
gibisfida, diskret mavisbda ish ko®ryvchi texnikaga oid
f‘s?ﬁ“[a_ Yﬁmda matematik dasturlashning tutli masalelarini yechishda
HHNG-G

g _g » Psfladi, Manfiq plgsbrasidan, foydalanib amaliy
qili5haa ésd manllqu formulalarnmg normal shaklfari

& —» bc ﬁmrmlam
: Uﬁhhu—pamgmfda
AT w shakilati

- _-—‘.".
1

' [
BN =
R, w
, L

A



i

SN

TV T, XV p 2 TAT.
x>+ yrE YV, Xy xAT
(XV)A(xVY), 1))

N CS XA PIVITA ) [

A a3

2V [(yAZ)=E(x¥ ypIA{xYZ)

Ya{yvay=(xA PIVIXAZI).
Formulalaming normal shakllarini o'rganish jarayonida (1) leng kuch-
liliklardan tashqari asosiy teng kuchliliklar qatoriga kiruvchi xv y= yvx,
YAY=Erax, (xvitvz=avi(yvz), (xay)az=xa{yaz) teng
kuchliliklardan, ikkt karra inkorni ©'chirish qonunidan, yutiiish
qQonuniarini ifodalovchi X A(XYV ¥)=X va XVXYAYSXY teng kuch-
liliklardan.
ArA=A. Av A=A ArS= A AVJEJ’.} o

And ad, Avd=d Av A=t ANA=D
teng kuchliliklardan ham foydalanamiz.
Faraz qilaylik, @ - ch yoki yo qiymat qabul giluvchi qandaydir
paramelr bo*lsin. Quyidagi belgilashni kiritamiz:
x? = xopax oM
Ravshanki,
x, agar o =ch bo'lsa,

a

=) {T agar 0 = yo be'lsa,

hamda faqat va faqat x =0 bo‘lgandagina x” ch giymal qabul qilagi.

1- ta'rif. Berilgan elementar mulohazalar (o'zgaruvchilar) yoki
wlarning inkorlari kon'yunksiyvalaridan tashkil topgan formula shy
o0 ‘zgarirvehilar elementar korn'yunksiyasi, bit o zgaruvchilor yoki ularning
inkorlari diz yunksivalaridan tashkil topgan formula esa shu o ‘zga-
ruvehilar elementar diz'yunksiyasi deb ataladi.

Tabiiyki, elementar kon'yunksiya (¢lemcatar diz'yunksiya) tarkibida
faqat hitta a‘zgaruvchi ishiirok etishi ham mwnkm. She sababli, bitta
(masalan, x) o'zgaruvchining o'zi yoki uning inkoridan iborat x yoki X
ko'rinishdagi  ifodalar elementar kon'yunksiya ham, elemcntar
diz'yunksiya bam bo'la oladi.
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Umuman olganda. berilgan sia v x.....x

o zgaruvchiiar elementar
kon'yunksivasi

4

X AR A A (3}
ko‘rinishdagi. bu 0'zgaruvchilar elementar diz’yunksivasi esa

Lo T VIRV {4)
ko'rinishdagi formuladir. Bu yerda o, (7 =1.41) ¢l yoki yo giymat qabul
giluvchi gandaydir paramcimi ilodalaydi hamda - [\t - v, O zgarnv-
chilar orasida bir xillari bo'lishi ham mumkin.

3.5.2. Formulaning norma! shakllari. Formulanmg narmal shakllar
quyidagi ta'rif asosida anmiglanadi.

2- ta’rif, Berilgan formulaning koem'yunktiv nermal shakli deb
unga teng Ruchfi va clememar diz vunksiyolaming kon yunksivalaridon
tashhil topgan formulaga, diz’yunktiv normal shakii deb esa nnge leny
kuchli va elementar kon'vunksivalarning diz vunksiyalavidan  tashkil
topgan formulaga oviitadi

“Kon’yunktiv normal shak!™ iborasini, gisqacha, KNSh, “diz’yunktiv
normal shak{" iborasini esa, DNSh deb yozamiz,

(3} formula DNShning kon'yunktiv hadi, (4) formula esa KNShning
diz’yunktiv hadi deb ham yuritiladi.

1- va 2- ta'riflarga ko'ra, teng kuchli almashtirishlar bajarib, mantig
algebrasining ixtiyoriy formutasi uchun turli KNShlar va DNShlar topilishi
mumbkin.

__I- misol. Disttibutivlik va idempotentlik qonunlariga asoslanib,
XAPA(x = z) formulaning kon'yunktiv npormal shakllari, masalan,
(RVIAEVI), (xvyviAEVI) va (xvEAEVIAEVT)
formulalar, (xv ¥)A(xvz) formola uchun esa diz'yunkliv normal
shakllar, masaian, xv yz va xv xzVv yz formulalar bo‘lishiga ishonch
hosil gilish glyin emas. w

I- teorema. Mantig algebrasining ixtivoriy formudasini KNShga
keltirish mumkin.

Isboti. Mantig algebrasining ixtiyoriy formulasini tahlil gilib, agar
berilgan formula KNShda bo'lmasa. u vaqgtda quyidagi ikkita hollardan
biri ro*y benishini ta’kidlaymiz:

a) berilgan formuladagi elementar mulohazalur fagat =, A va Vv
belgilar bilangina birlashtirilgan bo‘lsada, ~ belgilar ¢ng so'nggi
amallami ifodalamaydi:

192



b) berilgun furmula tarkibidagt elementar mulohazalar ==, A va Vv
balgilurdan tashgari — vasyoki < belgilar bilan ham birlashtirtlgan,

a) holda. diz'yonksiyaning kon'vunksiyaga nisbatan distributivlik
xossasini itodalovehi av (hacy=(avbIalave) teng kuchlilikdan
faydalanib, ((1)ga qarang) berilgan formulani unga teng kuchli formulaga
keltiramiz.

b) helda, ¢1) teng kuchlifiklardan foydalanib, berilgan fermulaga teng
kuchlr va tarkibidagi clementar mulohazalari fagat =, A va v belgilar
bilangina birlashtirifgan formulani hosil gilamiz. Agar hosil qifingan
formula KNShda bo'lmasa, v vagtda u, albatta, a) holda ifodalangan
shaklda bo‘ladi. a) hol uchun ifodalangan jarayonni chekli maria
qo'lagandan so'ng (zarus bo'lsa (2) teng kuchliliklardan ham [eydalanib)
berilgan formuulaga teng kuchli KNShdagi formulani hosil gilamiz. m

Tearemaning vuqorida kellirilgan isboti konstrukiiv xususiyatga ega,

ya'ni bu ishotdan mantiq algebrasining berilgan formulasi uchun KiNShni
hosil qilishda algoritm sifatida loydalanish mumkin,

2- misal. Ushbu ({xv p)a(xXv¥))vixa(¥vy)) formulaning
biror KNShini topish talab etilgan bo'lsin. Berilgan formuleni £ bilan
belgilab (1) va (2) formulalardan foydalansak, quyidagilarga ega bo‘lamiz:

P=(((svIn(Xvval(xvy)alXvylvizvy)=
={(xv)vI)A((XvyIVI)IA
A({av IV VINANX Y FIV{TY )=
S(XVXV AR VIVIIALVIVYVIIA(XVIVYVY)=
s{xvyallvFiialivia(Tvd)=
s{xvINaJASAT=xvy.

Demak, P =xv y . Berilgan formulaning topilgan KNShida x va y
o‘zgamivchilaming bittagina elementar diz"yunksiyasi bor, ya'ni berilgan
formula uchun KNSh bittagina x v y diz'yunktiv haddan iboratdir. w

3- misol. QO=xvyedxa)y formulani KNShga keltirish
maqsadida 2- misoldagidek ish yuritib,

Q=(xv v (xaAl(xv Y)v(xay)=
=(vyIvix ) (R PIVEVI)=
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SNV IVIIAQRVYEVIRATVIV FIA(YVYIVI)NE
={(xvIIAlxVv ARV ¥IAIV =X VIA(XV V)
teng kuchliliklargs cga bo'lamiz. Shunday ilib, (v v pIAa(y v )
formula berilgan O formula uchun KNSh bo'lib. u ikkita vv ¢ va A v ¥
diz"yunktiv hadlaning kon'yunksiyasidan iborawdir. =
2- teorema. Montiqg afpebrasiming fornudasi sevrologive bo lishi
wchun wning KNShidagi barcha elementar diz vunktiv hadiaride kamida

bittadan elememar mulohaza o 'zining inkori bilan birga qatnashishi zarer
va velarii.

Ishorti. |. Mantig algebrasining £ formulasi
P=AAnA. A .AA, (3)
ko'rinishda berilgan bo'lib, uning KNShidagi barcha A, (/=1,n7)
elementar diz yunktiv hadlarida kamida bittadan clementar mulobaza bilan
birga bu mulchazaning inkori ham qatnashsin. Faraz gilaylik, £
fonnulaning 4, (7 =1,7) hadida gandaydir x, elemnentar mulohaza bilan

birga uning X, inkori ham gatnashgan bo'lsin. U holda xvXx=J va
JvA=J leng kuchliliklarga asosan barcha i=ln uchun A4 =.

o‘nnlidir. Demak, agar barcha i =1.n uchun A, hadlar tarkibida kamida

bita elementar mulohaza bilen birga bu tmulohazaning inkori ham
gatnashgan bo'lsa, u holda P=J AJ A..AJ =7, ya'ni P taviologiya
bo'ladi.

2. Mantiq algebrasining (5) ko‘rinishda ifodalangan / formulasi
taviologiya bo'lsin. Teorema tasdiy'iga teskari tasdiq o'rinli deb faraz
gilamiz. Ya’m, P formula tarkibidagi 4, (i =|,#) clementar diz’yunktiv
hadlardan hech bo‘lmeganda bittasida hech gaysi bir elementac mulohaza
o°zining inkori bilan birga qatnashmagan bo'isin. Berilgan P formulaning
KNShidagi hech qaysi bir elementar mulohaza o*zining inkort bilan birga
qatnashmagan biror A4, (1<#'<n) elementar diz'yunktiv hadini tahlit
gilamiz. Bu fonnuiada hech qaysi bir elementar mulohaza o'zining inkori
bilan birga qatnashmaganligi sababli 4. formula uchun tuzilgan chinlik
jadvalining shunday satri topiladiki, unda barcha elementar mulohazalar yo
qiymaiga ega bo'ladi va A, formula tarkibidagi barcha diz'yunksiya
amallarini bajatish natijasi ham shu satr uchun yo bo'ladi. Shuning uchun,
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kon'yunksiya amatining ta’rifiga ko'ra, 7 fortla uchun ezilgan chinlik
Judvahining o'sha sawtdagi qiymal yo bo‘ladi. Bu esa teorema isbotining
£ formula taviologiva bo'lsin® degan shartiga ziddir. »

2- tearema herilgan larmula 1aviologiva yoki laviologiya emasligini,
chinlik jadvaliga murcjaat qilmasdan, aniglash imkonini beradi. Shuning
uchun 2- {corema chinlik alamati deb yuritiladi. Chinlik alomatiga ko'ra,
berilgan formulaning taviologiya bo'lishi voki bo'lmasligini aniglash
uchun, uni KNShga keltirish kerak. Agar formulaning KNShdagi barcha
clementar dizyvunksivalar ifodasida hech bo'lmaganda bilta elementar
mulohaza o'zining inkori bilan birga qatnashgan bo'lsa, v holda bu
formuta tavtologiva, aks holda esa tavtologiya emasligi aniglanads.

4-misol, 2-tcoremadan foydalanib xAX > pAF va XAXA()A) > 2)
formulalaming  tavtologiya bo‘lishi  voki  bo'lmasligini  tekshiramiz.
Besilgan formulularmi, mos ravishda, £ va O bilan belgilab, {1} va (2)
formulalardan fovdalansak. quyidagi KNShlarga ega bo*lamiz:

P=xaAXvyap=Xvxvyvy,

C={(ivx)alva¥vIi)={Xvi)a(¥yvrvz).
Bu lormulalarning KNShlarida kamida bittadan elementar mulohaza
o‘zining inkori bilan birga gatnashgani uchun berilgan formuialaming har
bir) tavtologiyadir. m
3- teorema. Mantiq algebrasining ixtiyoriy formulasini DNShga

keltirish muonkin.
Ishoti. 1- teoremaga ko'ra mantiq algebrasiming ixtiyoriy formu-

lasini gandaydir 4, A 4, A...A 4, KNShga keltirish mumkin, bu yerda

A (i= m) ~ elementar dizyunksiyalar. Ravshanki, elementar dizyunk-

siyning inkori clementar konyunksiya be'ladi. Shuning uchun berilgan
formmlaning inkori -
AnA A A, =Avd.v....vAd,

DNSheta bo~lad, bunda ;1 (i = l_m ) — elementar konyunksiyalar, &

4- tcorema. Manig algebrasining formulasi aynan yolg ‘on bo 'lishi
uchun uning DNShdugi barcha elementar kon'yunktiv hadlarida kamida
hittadan efementar mudohaza o zining inkori bilan birga qutnashishi zaruir
va vetarii.
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Isboti. |. Mantig alzebrasining £ tormulusi P =4, v A, v..vd
ko'rinishda berilgan beo'lib, uning DNShidagi barcha o (i=1n)
clementar kon'vunkuv hadlarida keoida Dbittadan elementar mulohsza
bilan birga bu mulohazaning inkori ham gqatnashsin. Berilgan £
formulaning A, [i’*l_—n} hadida gandaydir x, elementar mulohuza bilan
birga uning X. inkori ham gatmashgan bo'lsin deb faraz gitaylik. U holda
xax=J vaJaA=J teng kuchliliklarga asosan barcha f = 1.» uchun
4 =J o‘rinlidir. Demak, agar barcha i 1.7 uchun 4. hadiar tarkibida
kamida bitta elementar mulohaza bilan birga bu mulohazaniny inkort ham
Jatnashgan bo'lsa. u holds P=JvSv. .Jv EJ‘, yani # aynan
volg on bo'ladi.

2. Mantig aleebrasining £ formulasi synan yolg'on bo'lsin. U holda
P formulaning inkon doimo chin bo'ladi. Shuning wchun, 2- teoremaga

asosan, P formulaning KNShdagi barcha clementar diz’vunksivalwridy
kamida bitadan elemenar mulaha.za bilan birga uning inken ham Iop!la(h

Demak. £ =P fopmulaning DNShdagi barcha kon'yunktiv hadlarida

kamida bintadan elememar mulohaza o'zining inkori bilan  birgs
gainashadi. s

4- worema berilgan formulaning doimo yolg'on boclisth  yoki
bo'Imasligini, chinlik jadvaliga murojaat gilmasdan, aniglash imkonim
bergani nchun, uni yolg‘onlik alomati deb atash mumkin.

S misol. Berilgan

PlxaXay)v(rayaz)vixaraXazAal)
formulaning doimo yolg*on formula ho‘lishini ka‘rsatamiz.

Hagiqatdan ham, £ formula DNShda yozilgan bo‘lib, uning
tarkibidagi 1- elementar kon’yunksiya ifodasida x , 2- ifodasida y ., 3-sida
esa X va z elementar mulehazalar a'zlarining inkorlari bilan birgalikda
qatnashganlari uchun, yolg‘onlik alomatiga asosan, P=.J . a

5- teorema. Mulohazalar afgebrasining ixtiyoriy fornndasi uchin
yechilish muammupsi doimo ijobiv Il bo'ladi.

Isboti. Agar mulohazalar algebrasining berilgan formulasi KNShda
bo'lmasa, vni KNShga keltirgandan so‘ng, 2- teoremaga asosan, bu
iormulaning 1avtologiya bo'lishi  yoki bo‘lmasligi aniqianadi. Agar
benlgan formula tavtologiya bo'lmasa, uni DNShga keltirib, 4- teorema
asostda, formulaning aynan yolg‘on bo'lishi yoki bo‘lmasiigi aniqlanadi.
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Agar tekshirilayotgan formula doimo chin va doimo yolg'on bo‘lish
shartlarini qanoatlantirmasa. u holda u bajariluvchi formula bo*ladi.
Demak. mulochazalar algebrasimng berilgan tormulasi taviologiya, aynan
yolg'on yoki bajariluvchi formula bo*lishini chekli sondagi qadanilar
Jarayonida aniqlash mumkin. Shuning uchon mulohazalar algebrasining
ixtiyoriy formulasi uchun yechilish muammosi doimo ijobiy hal bo*lade. &

Muammoli masala va topsiuriglar

1. Quyidagi formulalarning har biri uchen kamida ikkitadan KNSh
vit DNSh 1oping:
aavibve = avd): b) X >'yVv EX —>Va;

D{xeF) 2 (TAPVY: ¢) x(x & ¥);

NDixeoz)2{ya2)3{xvyaz),

N{xvyya(rvo)aizvi)altvi),

2. Chinlik alomatini go‘llab ushbu bobning 3- paragralidag: -
topshiriqda ifodalangan formulalardan qaysilari tavtelogiya bo’lishini
aniqlang.

3. Yolgonlik alomatini go‘llab ushbu bobning 3- paragrafidagi |-
topshiriqda ifodalangan formulalardan qaysilari aynan yolg'on bo'lishini
aniqlang.

4. Chinlik va yolg'onlik alomatlaridan foydalanib ushbu babning 3-
paragrafidag: 3- topshirigni bajaring.

Mustagif ishiash uctun savoliar

1. Formuialamning normal shakllarini o‘rganish jarayonida gaysi leng
kuchliliklardan feydalaniladi?

2. Tlementar kon'yunksiya va elementar diz’yunksiya deganda
nimani tushunast2?

3. Formulaning kon'yunktiv normal shakli bilan uning diz'yunktiv
normal shakli tushunchalari orasida ganday o'xshashlik va farg bor?

4. DNShning kon'yunktiv hadi ifodasida bir xil o‘zgaruvchilar
bo‘lishi mumkinmi?

5. KNShning diz'yunktiv hadi ganday aniqlanadi?

6. Mantiq algebrasining berilgan formulasi KNShga ganday
keltiritadi?

7. Manliq algebrasining formulasi tavtologiya bo‘lishi uchun qanday
zarur va yetarli shartlar bor?
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B. Maniiq algebrasining yanday toruwdasim DNShea  keltinsh
mumkin?

9. Mantig algebrasining fonuulusi doimo yolg'on ho‘lishi uchun
qanday zarur va yelarli shantlar bor?

10. Yechilish muammosi ganduy sharlarda ijobiy hal boladi?

3.6. Formulalarning mukammal normal shakilari

Taviofogiva. [ynar vols 'nn formeda. Flementar kon vienbsiya v
diz "yunksivedar, KNSh, DXSh, Ko virkioe va diz vinktiv hodlar. Ta g vi va to lig
elementar kon vunksiva va diz vawbisivaler. MENSh. MDNSh. Forondam
MRNShga, MDNShya keleivish algoriten, 10 Tigg MKNSh va MDNSh.

3.6.1. Te'g'ri va to'lig clementar Kon‘yenksiya va diz'vunksiyalar.
Yuqorida teng kuchli almashuoshlar bajanb, mantig algebrasining
bedlgan formulasi uchun turli KNShiar va DNShlar topish mumkinbig
hagida ma'lumot berilgan edi. Formulalar uchun wurli KNShlar va
DNShlar orasida muayyan shanlami gancatiantiradiganlari  muhim
hisoblanadi. Quyida shunday shakllar o' rganifadi.

1- ta rif. Agar elememtar kop vupksiva (diz'yunksiva) ifodosida
ishtirak etinchi haor bir elementar mulohaza shu ifodada fagat bir maria
uchrasa, u hoida bu ifoda to'g*ri elementar kon'vinksiya (diz'yunksiva)
deb ataladi.

1- misol. Berilgan avbve va avdv f elementar diz'yunk-
siyalar o' g'ri elementar diz’yunksiyalar, @abde va @ecd elementar kon®-
vunksiyalar ¢sa 10" g'ri ¢lementar kon’ yunksiyalardir. Lekin, avuv v e
va uvitvevn elemenwar diz’yunksiyalar ifodasida 1 c¢lementar
muiohaza bir martadan ortiq qatnashganligi sababli, ulaming hech bir
10°g'ri elementar diz’yunksiya bo'la olmaydi. x, elementar mulohaza
X, X, %, X, ¥4 X,X,X.x,X, ¢lementar kon'yunksiyalar tarkibida bir martadan
orliq gamashganligi sababli, bu ifodalaming hech gaysisi to'g'rl clementar
kon'yunksiya bo‘la olmaydi. m

2- ta'rif. Agar berilgan elememtar mulohazalarning har biri
elememar kon'vunksiva (diz vnksiya)  ifodasida  fagat  bir  mutra
gamashsa, bu ifoda shu elementar mulohazalarge uishatan to'lig
elementar kon yunksiya (diz’ynnksiya} deb atatadi,

2. misol. Ushbu x,x,x;,, XX,X,TX, va Xxo.x, elementar
kon yunksiyalaming hech gaysi biri x,,x,,x,,x, clementar mulohazalarga
nisbatan to'liq elementar kon'yunksiya cmas, lekin ulaming birinchisi
X, %,,%; clementar mulohazalarga nisbatan, oxirgisi esa ¥,.X,, ;. %;
elementar rmulohazalarga nisbatan 10°liq elementar kon’yunksiyadir.
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Berilgan avbvdve elementar diz'yunksiya a,b,c,d elementar
melohazalarga nisbatan 10°lig chementar diz'yunksiyadir, x, vy, v,
elemeninr diz'yunksiyn esa x,,x,.x, elementar mulohazalarga nisbatan
0hq  elementar  diz'yunksiya bo'lsa-da, uw X, x,,x,,¥x, elementar
mulvhazalarga nisbatan to*liq elementar diz’yunksiva bo‘la olmaydi, m

- ta'rif. Adgar fornmlaning KNShi (DNShiy ifodasida b xil
elementar diz yiaksivator (hon yunksivalar) bo'fmasa va barcha efemen-
tar diz vanksivedar (hon vanksiyedar) fo g 'vi humda ifodada qatnashuvehi
barcha clementar mudohazalurga nisbatan to'lig bo fsa, u holda bu jfoda
mukansnal fon vunktiv normal shakl (mukanmal diz'yunktiv nermal
shaki) dvb aralods.’

4- ta'rif, Berilgan x|,x,,...,X, clementar nudohazalarga nisbatan
fomadaning MENShidagi har biv x0 v X35 v v X3 had diz’yunktiv
konstitupent, wning MDNShidugi har bir X' AXS A AXS had esa
kowvienkiiv konstituyent deb ataladi.

4- 1a'ritda yerda @&, (7 =1,n1) ch yoki yo giymal gabul giluvchi para-
metrni ifodalaydi va x,,%,,....X, o*zparuvchilar orasida bir xilari yo'q.

3- misol. Tarkibida fagar bitta asosiy mantiqiy amal qatnashgan
formulalarning mukammal nonmal shakllari (MKNShlari va MDNShIlari)
I- jadvalda keltinnlgan.

Yugoridagi tasdigning to'g'riligini tekshirish o‘quvchiga havota
qttinadi.

1- jadvaldan ko‘rtnib turubdiki. X formutaning MKNShi ham,
MDNShi ham uning o'zidan iborat; x A y formulaning MKNShida uchta
fxv y, xvy va xvy) diz’yonktiv konstituyenilar bar, uning MDNShi
esa billa kon’yunktiv konstituyenidan (shu formulaning o'zidan) iborat; va
hokazo. m

{+ jedval
~Amal_|______ MKNSh | MDNSh
X X X
AP (v ARV I A(x V) YA
XVY XV (XA y)vV(TAYV(XAT)
R 1 vy (xAVV(XAYIV(EAT)
YOU | (Tvy)avF (xAVIV{TAP)

' “Mukammal kon"yunkiiv normal shakt” iborasini, qisgacha. MKNSh, “mukammal diz’yunkiiv
notmaf shakl” iborasini ¢5a. MDNSh deb vozamiz
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t- tcorema. Elemeimar nmivhozalarning toviologivadan  forgli
ixtiyoriy formulasini MANShga keltivisiv nremikin,

Teoremaning quyidagi konstruktiv isboti taviologiyadan fargh
ixtiyoriy mantigly formulani MKNShga Keltirishi algorvitmi silatida
ishlatilishi momkin.

1. Berilgan formulani KNShga kelticamiz,

Buning uchun formulani fagat kon'vunksiyi. diz’vunksiya va inkor
mantigiv amallari orgali ifodalaymiz (bunda inkor amali faqatgina
o*zgaruvchilarga nisbatan qo*llanilgan bo'lishi kerak). Formuluni KNShga
keltirish jarayonida, vaziyatga qarab, zarur qoida va genunlardan
foydalangan holda mumkin bo'lgan soddalashtirishlarm bajaramiz.

2. Agor KNSh ifodasida binadan ka'p bir xil elemenac iz yunksiyatar
1opilsa, u holda A A4 = A teng kuchhilikdan foydalanib, ulardan fagat
bittasini berilgan formulaaing ifedasida qoldiramiz. !

3. Apar KNSh ifodasidagi barcha elementar diz’yunksiyalar to'g'n
elementar diz' yurksiyalar bo'lsa, v halda algoritmning 4- bandiga o'tamz,
aks holda barcha elementar diz'vunksiyslami to'g'si  elementar
diz’yunksiyalarga aylantiramiz.

Buning uchun, vaziyatga qarab, quvidagi tkki jarayon go‘llanilishi
mumkin:

a)} agar biror elemeniar diz'yunksiya ifodasida bironia o‘zgaruvehi
o‘zining inkori bilan birgalikda qatnashgan bo'lsa, u holda xvX=..
AanJ=A4A va JaAd=A4 teng kuchliliklarga asosan bu elementar
kon’yunksiyani KNSh ifedasidan olib tashlaymiz; .

b) agar qandaydir elementar diz'yunksiya ifodasida biror o'zgaruvcht
bir necha marta qatnashgan (barcha hollarda yo inkor ishorasi ostida yoki
barcha hollarda inkor ishorasi ostida emas) bo‘lsa, u holda x v X=X teng
kuchlilikka asosan ulardan fagatgina bitasini elementar diz’yunksiys
ifodasida qoldiramiz.

Natijads, barcha elementar diz’yunksiyalar lo‘g'ni  elementar
diz’yunksiyalarga aylanadi. _

4. Agar KNSh ifodasidagi barcha elementar diz’yunksiyalar to'lig
elementar diz’yunksiyalar bo*lsa, u holda aigoritmning 6- bandiga o‘tamiz,
aks holda barcha elementar diz’yooksiyalami to‘liq elementar
diz’yunksiyalarga aylantramiz, Agar KNShdagi biror elementar
diz'yunksiya to'liq elementar diz’yunksiya bo'lmasa, ya'ni biror
diz'vunktiv had ifcdasidagi elementar mulohazalardan ba’zilari (yoki
ulaming inkorlari) lepilmasa, u holda bunday elementar diz'yunksiyani
quyidagi usul yordamida to'liq elementar diz’yunksiya holiga keltramiz.
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Masalan. rarkibida a,b,¢,...,4, v,...,= elementar mulohazalar ishtirok
ctgan. 1aviologiyadan targli, F=avbvev..vuv v, vz clemenlar
diz"yunksiva ifoduswda [agat ¥ ozgaruvchi voki uning inkeri ¥ yo'q deb
taraz qilavlik Ul halda x AX=] va AvJS=4 teng kuchlliklardan
foydalanib  /*  clementar  diz'yunksiyani  ikkita to‘liq elementar
diz’yunksivalar kon'yunksiyasiga kelticamiz:

F=(avbvev..vuvyv.vz)v(xaX)=
={avhVIV. . VUVIVIV. .. VI]A
Alavhbvev. . vuvIviv..v2),

Agar Iwcor elementar diz'yunksiya ifodasida mrta o'zgaruvchilar
gamasinnayotgan bo'lsa, u holda bu jarayonnt har bir o°zgaruvchi uchun
iva'ni, # marta) yoki 47 ta o'ggaruvchilar uchun birdaniga qo‘llash
natijasida biua to’liq be'lmagan elementar diz’yunksiya o‘mida unga teng
kuchli 2" ta w'liy elementar diz’yuoksiyalar kon'yunksiyalariga ega
bo'lamniz.

5. Agar 4- band bajarilishi natijasida KNSh ifodasida bir xil elementar
diz'yunksivalar paydo bo‘lsa, u holda algontmaing 2- bandiga o‘tamiz.

6. Algoritm wgadi.

Demak, tormulani MKNShga keltirish algoritmini go‘llash natjjasida
berilgan KNSh ifodasida bir xi! clementar diz'yunksiyalar qamashmaydi
va barcha elementar diz’yunksiyalar to'g'ri va to'lig bo'ladi. 1- ta'rifga
asosan bunday KNSh MKNShdir. »

4- misel. Fonnulani MKNShga keltirish algoritmidan foydalanib
X, ¥, z va u elementar mulohazalaming A=(X = X)A(} > ¥)A
A(z e u) formulasini MKNShga keltiramiz. Dastlab, algoritmning -
bandiga ka‘ra, berlgan 4 fonnulani KNShga keltiramiz. Buning uchun,
avvalo, ¢ b=avh va aeb=@vdalavd) teng kuchli-
liklacdan foydalanib 4 formulani faqat kon’yunksiya, diz'yunksiya va
inkor mantiqiy amallari orqali ifodalaymiz:

A= (Fv)Ia(FviIa(Zvu)alzvid)).

Hosil bo'lgan formulaga X = x teng kuchlilikni go'llasak, 4 formula
(xvx)a(yvy)a{Zvu}a(zvid) KNShga ketadi.

KNSk ifodasida barcha elementar diz’yunksiyalar turlicha bo‘lgarlig:
sababli algoritmning 2- bandini bajarishga hojal yo'q.
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KNSh ifodasidagi 1- va 2- elementar diz'yunksivalar to*g'ri elementar
diz'yunksiyalar bo’Imaganligi uchun algoritmning 3- bandida ifedalangan
jarayonlami bajarishga o'tamiz. KNSh ilodasidagi hech gaysi clemientar
diz'yunksiya ifodasida birorta ham o‘zearuvchi o'zining skori bifan
birgalikda gatnashmaganliai sababli 3- bhanddagi a) hol bu ycrda o'y
bermaydi. KNSh ifodasidag 1- elementay diz'yunksivada v, 2+ clementar
diz'yunksiyada esa ¥ ikki marla gamashgani uchun b) hokda bayon qi-
lingandek igh yuritib, A4 formula nchun barcha elementar iz’ yunksiyalati
to'g'ri elementar diz'vunksiyalardan iborast YAV A(SvulAalzvi)
KNShni hosil gilamiz. Ushbu bobning 5- paragrafidagi 2- teoremaga
asosan, A formula (avtologiva cmas.

Algoritmning 4- bandini bajaramiz. Ko rinib uribdiki, KNShdagi 1-
elementar diz'yunksiyada v, - va i, 2- clementar diz'yunksiyada x, 2
va #, 3- va 4- elementar diz’yunksiyalarda esa x va ¥ o‘z.garuvchxtaf
yoki wlaming inkorlari yo'g. Shulami e'tiborga olib, KNSh ifodasidagl
to'rtala elementar diz'yunksiyalarmi to'liy  clementar diz‘ylmksiyal.ar
shaklipa keltinish magsadida 4- bandda itodalangan jarayonni go*laymiz.
Natijada 1- elementar diz’yunksiya { X ) uchun

x=xV(rAF)E(xV ) A (5 v )=
s{xv yIvizaZ)Aallxv¥iivizaZ))=
s(xvyvaialxvyvIalavyvota(xvivvi)=s
=((xvyvavaara{xvyvI)vaau)a
Af{xvivaivina)DAallxv pvZ)vtan))=
s(xvyvIvEIA(XVEVIVE)A
A{xvrvIvula{avyvIvi)a
Alxvyvzvula(xvyvzvi)a
AXVYVIVIIAIXVY FVIVE),
2- elementar diz’yunksiva ( ) uchun'
Ve(xvivovula(xvyvzvit)a
AMXVIVIVUIA{XVIVIVU)A
AlXvivzvulA(XvYyvIvi)a

Bu yerda va keyingi clemeatar diz'yunksivalar ochun oralik teng kuchliliklamni mshicib
qoldirdik.
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AXVEVIVRIA(XVIVIVE),
3- elemenmar diz yunksiya { 5 v 1) uchun
IVUuS(XV IVIVEIA[XV IVIVE)A
ALYV YVIVERIA(XVY YV I Vi)
va 4- elementar diz yunksiya ( z v 7 ) uchun
v s(XVEVIVEIA(YVYVIVEH)A
AXvrvzvuIA(XvIvzvEr)
teng kuchhliklarga cga bo'lamiz.

Topilgan barcha KNShlar x, y, - va « elementar mulchazalarga
nisbatan to'liq KNShlardir. By KNShlami o‘zaro solishtirib, ulaming
tarkibida bir xil eiementar diz'yunksiyalar bor {masalan, - va 2-
KNShlardagi xv yvzvu elementar diz'yunksiya} be'lgan vaziyat ro'y
berganligini  aniglaymiz. Shuning  uchun, algoritmiing 5- bandi
bashqarishni uning 2- bandiga o'tkazad:.

Algoritnuiing 2- bandini bajarih, 4 formula uchun

(¥vivoviaAlxvIvIvE)A(XVYVIVUE)A
AlxvevIvitalxvivevida(xvyvzvila
AXVIVIVIIA(XVIVEIVIDA(TV PV IVIIIA
AXVIEVEIVHIAYYIVvZVHIA(TVIVZVR)A

AXVIVIVHIA(YVYVZIVEH)
KNSh ifodasiga ega bo'lamiz.

Algoritmning 3- bandi boshqgarishri uning 4- bandiga, 4- bandi esa 6-
bandiga o'tkazadi, chunki oxirgi KNSh ifodasidagi barcha elementar
diz'yunksiyalar to‘g'ri va to'lig elementar diz'yunksiyalardic. Sunday
qilib, berilgan A4 formula uchun oxirgi formula MKNShdir. #

Ravshanki, agar formulaning MKXNShi tarkibida gainashuvchi barcha
ifodalardagi A belgi o'miga v belgi va, aksincha, v o‘miga A qo'yilsa,
u holda MDNSh hosil bo'iadi. Xuddi shuningdek, agar formulaning
MDNShI tarkibida qainashuvchi barcha ifodalarda shunday o‘zgartirishlar
bajarilsa, u holda MKNSh hosil bo*ladi.

2- teorema. £lementar muiohazalarning aynon yolg ‘on bo ‘Imogan
ixtiyoriy formulasini MDNShga keltirish mumkin,

Isboti. Elementar muiohazalarning aynan yolg'on formulasidan
fargli berilgan formulasini A bilan belgilab, avvalo, 4 formulani
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MKNShga keltiramiz. A =4 teng kuchlilikdan foydalanib, A  for-
mulaning MKNShi tarkibida gotnashuveh barcha ifodalardagi A belgi
o‘rniga V belyi va, aksincha. v o'miga A hamda elementur mulohazalar
o'ninlariga mos ravishda ulaming inkorlar, va. aksincha, efementar
mulohazalamning inkortari o°rinlariga mos rovishda ularning o'zlari
go‘vilsa, u halda 4 formulaning MDNShi hosil bo'ladi. m

$- misol. 2- weoremadan foydalanib, 4- misolda MKNShI topilgan
A=s(X =2 )A(y 2 Fia(z ) formulami MDNShga Kkeltiramiz.
Ushbu bobning 5- paragraltdagi 4- tcorcmaga asoslanib, berilgan 4
formulaning doimo yolg'on emasligiga ishonch hosil qgilish giyin emas.
Awalo mantiqiy formulani MKNShga kelurish afgoritmidan foydalanib

S(X XAy ¥)Alz - a) lormulani MKNShga keltiramie:

ZEJ[ DAVYDJFVIOON=ax V}:l‘v FORYS 178
sxvivavin=(XvyvIvin)(Ivyvvuvine=s
S(XvevIvIxvyvovulXvyvIvie v rvievu)=
s(xvyvAXvevevuXvevIviixvyvg)=
=(¥YvyvIvulivyvivi).

A tormulaning topilgan MKNShi tarkibida qatnashgan barcha A
belgitar o'miga v belgi va, aksincha, v o'miga A hamda y . = va u
elementar mulohazalar orinlariga mos ravishda ¥. T wva ir . shunga
o'xshash, ¥, = va i inkortar o‘rinlariga mos ravishda x, v, 2 va u
qo‘yilsa, u holda A formulaning MONShi x)z¢r v xyzu hosil bo'ladi.

§- ta’rvil. Agor formulaning MKNShi (MDNShi)  ifedasida
gatnashuvehi barcha elementar mulohazalardan tuzish wnnnkin bo'lgan
barcha elementar diz'vunksiyalar fkon'yunksiyalar) sive ifodada ishtirok
etsa, u holda bunday MKNSh (MDNSh) to'liq MEKNSh (MDNSH) deb
ataladi.

6~ misol. Ushbu (xv ¥)(xv ¥)(xXv ) formala x va y elemen-
tar mulchazalarga nisbatan MKNShda bo'lsada, u to‘ligg MKNShda ecmas.
X va y elementar mulohazalarga nisbatan to'liq MKNShi ifodasi
(xv ¥)(xv ¥)X Vv y)(Xv}y) ko'rinisbga ega.

MDNShdagi xyzvxyzZv Xyzv xyz formula x. ) va = elemeniar
mulohazalarga nisbatan to'}iq MDNShda emas, lekin xyzVXyzVvyzV
Vxyz VX 2VXz VozVXyz formula bu elementar mulohazalarga
nisbatan to‘liq MDNShdagi formuladir. =
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Muammali masala va topshiviglar

1. 3- misoldagi teng kuchliliklarning 10°g'nligini tekshiring.

2. Ushbu hobning S§- paragrafidagi 1- topshingda ifodalangan
formulaliming har bir wchun MKNSh va MDNShini toping.

3. Quyidagi formulataming Lar biri uchun MKNSh va MDNShini
toping:

a) a(be — ab); by x— yz, A (x D Y)2XyVvY;
xyeary): Dla—-b—=b—a), gilxvIi)e vz,
hy (ab = He) > (abe © a); i) (a-> b)— (be = ai):

DEXAVI=(zv X))o {(xvi)=(ZAx).

Mustaqif ishlush wchun savelfar

k. To'e'ri clementar kon'yunksiya va to'g'nt elemeniar diz'yunksiya
deganda nimalami wshunasiz?

2. Berilgan elementar kon'yunksiya (diz’yunksiya) to'liq elementar
kon’yunksiva {diz*yunksiya} bo’lishi uchun qanday shartlar bajarilishi
kerak?

3. Formulaning muokemmal koa'yunktiv normal shakii deganda
nimani tushenasiz?

4. Formulaning diz’yunktiv normal shakli bilan uning mukammal
diz’yunktiv normal shakli orasida qanday farq bor?

5. Qanday vaziyatda mantiqiy formulani MKNShga keitirish
algoriiming qo*llash mumkin?

6. Formulani MKNShga keltirish jarayonida agar qandaydir ele-
mentar diz'yunksiya ifodasida biror o'zgaruvchi bir necha marta
gatnashgan (barcha hollarda yo inkor ishorasi ostida yoki barcha hollarda
inkor ishorasi ostida emas) bo‘lsa, u holda nima gilinadi?

7. Formulani MKNShga keltirish jarayonida agar elementar diz’-
yunksiya ifodasida biror o‘zgaruvchi yoki vning inkori topilmasa, u holda
bu o'zgaruvchini formulaning tarkibiga qanday qilib kiritish mumkin?

8. Nima uchun formulani MKNShga keltirish algeritmining 3-
bandida agar KNSh ilodasidagi barcha elementar diz’yunksiyalar to'g'n
elementar iz yunksiyalar bo'lsa, u holda algoritmning 6- bandiga
o‘tilmasdan uning 4- bandiga o'tiladi?

9. Qanday qilib berilgan formulaning inkori uchun aniglangan
MKNShdan uning MONShi topiladi?

£0. To'lig MKNSh va to')ig MDNSh deganda nimani tushunasiz?
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EEhRvE sxyvay FoeFvE =sxyviy,
SR vi Sxpvyy, L=l viBxyvIy,
FReEvER=gviy, fysFvF siyvay,

Chintik jadvalining bitta satrida 0 va wchia satrida 1 jovlashgan
ustunlari C, =4ta (3- jadvalga qarang) bo’lgani uchun. bu ustunlarga mos
keluvechi MDNShga ega F, /=11 14. formulalarni tiklaymiz. Bu
formulalami, 7. /=1, 4. kon yunktiv konstituyentlardan uchtadan olib,
ularning  diz'yunksiyalari sifatida ifedalash mumkin. Aear  chinhk
jadvalidagi qandaydir ustunning barcha satrlarida 1 qiymat jovlashgan
bo'lsa (bunday ustun bina, chunki C; =1). u holda bu usunga mos

I jaedvarl

R R LR R A | B LA
0 0 0 0 o 1 0 1 t B
0 1 0 0 1 T 0 ol 4 I
) 0 ¢ 1 o | o 1 1 g omm
i 1 1 0 o ile 04 | | ) | o

B SAR V& = xp VY Y X,
Fo=FvFvF =V JvEy,
LV e vy VI Y,
FusEflvEvE sxypvIyviy.
formula (F,) tavtologiya bo‘ladi. F,, formula 7, F,, F va
kon’yunktiv konstituyentlar diz'yunksiyalan sifatida ifodalanishi mumkin:
Fas MV E N FEVE =xyvxpVXyVIy.
Bu formula ikki elementar mulchazali 1o°lig MDNShdan iborat.

Shunday qilib, ikkita elementar mulohaza uchun berilgan chinlik
jadvallari asosida MDNShdagi mos formulalarni topish masalasi hai
gilind;.

Ikkita elementar mulohaza uchun beriigan chinlik jadvallan asosida

MKNShdagi mos formulalami lopish masalasini hal gilish o*quvchiga
havola gilinadi'.

! By ishni chinlik jadvalidag: barcha satrlarida | giymatlar joylashgan dstunni whhl gitishdan
boshlash tavsiya gilinadi.
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Endi rarkibida uchta (#=3), masalan, x, p va z elementar
mulohazalar ishtirok eigan chinlik jadvali asosida mos formulalarini topish
masalasini bat qilish bitan shug'ullanamiz. Bu yerda ham MDNShdagi
formulalar tiklanishi kerak deb shart qo'yamiz.

n=3 bo'lganda berilgan chinlik jadvalidagi giymatlar satrlari
2" =2" =81ta bo'lpani uchun, bu jadvalning giymatlari furlicha bo‘lgan
barcha ustunlari 2% =2 = 2* = 2561adir. # =3 bo'lganda ham, chinlik
Jadvahidag gandaydir ustunning barcha satrlanida faqat () giymat joylashsa
{bunday ustun hitta; C; =1), bu ustunga mos formula aynan yolg‘on
ho‘ladi. Qolgan 255 ta ustunga mos formulalami (uch argumentli
funksiyalarni) . = G,(x, ), =1, 255. deb belgilaymiz,

Dastlab. chinlik jadvalining yettita satri<la O va bitla satrida 1 qiymatga
cga ustuniaring {bunday ustunlar Q=3ta) garab chigamiz (4~ jadvalga
qarang). 4- jadvalga mos G, i =1, 8, {formulalarni MDNShdagi formula
sifatida tiklaymiz. L

4- jadvaldagi G, (i=1, 8) ustunning {9 —1)- satrida | giymat va qol-
gan satrlarida 0 giymal joylashgani uchun, bu ustuant ifodalovehi formula
uch o'zgaruvchili kon'yunktiv konstituyent sifatida ifodalanishi tabiiydir:

G=xz,CG.=x32, G =xyz, G, =x7.

Gy=Xyz, Gy=0yZ, G, =Xjz, Gy=X)z

- jodval
x [y Tz & .7 [ 7] GEG 6 lcacalicahcs] o
ol o [ 0 T & O T R I Y R RO BT
A R T S R P T A i T T [T T T
(o SRR Y IR T ] ¢ 0 %Mo" [Tok[Saipiisle o |id
0 i ™ a1 0| o D =, 407 % 0% | sl woblscalso
1 0 (Ul | 1 i 0 0 1 o FOE T T
1 oRlls] ] ] 0 )0 Q Tl M I R S L )
e i 0 1M} 0] v 1009 | R0 L[ Rosaa R Ia0=IND
HETS T o Tolo ] 0 JFo°| o T ol 0T oFl gE

Tarkibida x, y va z o‘zgaruvchilar qatmashgan chinhik jadvalining

oltita satrida 0 giymat va ikkita satrida | giymat joylashgan bo'lsin.
Chinlik  jadvalining bunday shartni qanoatlantiruvchi  ustuntari
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.3 -7 o .
s =——=281a bo'lishi ravshan. Bu uswnlarpa mos MDNShdagi G, .

(=9 36, foonulalami &, =1, 8, kon yunktiv konstituyentlar juftiar
diz’vunksiyasi sifatida ifodalash mumkin:
e =G VG =yavge, G, 506, v, =02 v aps,....
Gy=0.vG, =Xz viyr.

Chinlik jadvaliniog beshia satrida 0 va uchta satrida | joylashgan
usturlari
o 8'?“6
C, = ~

ST 56ta. Bu ustunlarga mos MDNShdagi G, .7 =37, 92,

formulalar
G, i= I,—S . kon'yunktiv konstituventlardan uchtadan olib, ularhing
diz'yunksiyalari sitatida tiklanishi mumkin:
G, =G, vG,vG, =xzvgIvayz,
Gy=GvG.v(, =0zvxyzvayz,

I3l

G=C, vl vo, =XyIviyzviyz
Shunday usulda davom etib. qolgan G,, i =93, 255 | formulalar G,.

’

i=1, 8, kon yunktiv konstituycntlardan 4 ladan, S tadan, & tadan, 7 1adan

va 8 wdan olib, ularning diz'vunksiyalari kombinatsiyalari sifatida tikla-
nishi mumkin. Tabiiyki, chinlik jadvalidagi biror ustunning barcha saulari-

da faqat | giymat joylashgan bo‘lsa (bunday ustun bitta, chunki C; =1
bu ustupga mos formula (uni G,,; deb belgilagan bo'lsak) tavtologiyadir.

G,;; formula 8a G, i=1, 8, kon'yunktiv konstituyentiar diz'yunk-
siyalag sifatida quyidagicha 10°lig MDNShda ifodalanishi mumkin.

Demak, uchia elementar mulohaza uchun ham berilgan chinlik
iadvallari asosida MDNShdagi mos formulalarmmi topish masalast hal
qilindi. Shunga o*xshah, uchta efementar mulohaza uchun, berilgan chinlik
jadvali asosida MKNShpa ega mos formulatami tiklash masalasi ham hal
gilinishi mumkin®,

" Bu iskni bam chinlik jadvalidegi barcha sardarida | giymatlar joylashgan ustunni Izhli
Qiltshdan boshlash maqul.
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Yugorida bayon qilingan usuldan foydalanib #ta X, %,,..X,

l

tlementar mulohazalar uchun 2"ta satrga cga chinlik jadvallari asosida
MDNSh va MDNShdagi mos formulalami tiklash masalasi yechilisht
mumkin;

G SHOEVXEVIVIZVIZVIYZVI)ZVINZ.

3. Jinfval

1A - l . G
! ! & A, A, 4, Ay 1A
L 0 ] ; G 9 ]
¢ a [ D 0 | 1 0
T 1 b A I 0 0 |
@ | 1 { 0 ] I I

| 0 0 [ i 0 0 = g :

o D TR 1_ 0 e
Bk g 028 5l 0o F arl ewd PO
i bl "] "o+ (g e I B

1- misol. Berilgan 5- chinlik jadvaliga asoslanib A, = A (x, y,2).

i =1, 8, frormutalarnmi MDNShda yozish talab etilgan bo'lsin.
Izlangan formulalami yugorida bayon etilgan usuldan foydalanib (4-
Jadvalga qarang} quyidagicha tiklayiniz:
A 2G,vG,vGE vG =ZVvIPIVIEZVIFZ,
A, =G VvGVvGEvGviG = 2V APZV XYZVXYZVXVZ ,
A, =G vOvGvG, =092V yZvIZVIYZ,
A,=26G,vGvG, vG, =T vpzvIyzvIyz,
A =G vE VO vG v O, Sxpzv Xz VvIYZVIYZVIyZ.m
2- misal. 5- chinlik jadvaliga asoslanib A, i=1, 5, formulalarni
MENShda tiklash talab etilgan bo‘lsin. Dastlab, 6- chinlik jadvalini tuza-
miz. 6- jadvaldagi vetrita satrida 1 va bitta satrida 0 giymaiga €ga ustun-
larga mos B,, i =1, 8, formulalami MKNShdagi formula sifatida tiklay-

miz. Bu jadvaldagi 8, (i = L_8) ustunning { - satrida 0 qiymat va qolgan
satrlarida 1 qiymat joylashgani uchun, bu ustunni ifodalovchi formula uch
a'zgaruvechili diz’yunktiv konstituyent sifatida ifodalanishi mumkin:
B =xvyvz, B,=xvyvi B =xvyvz, Bi=xvyvZ,
Bi=Xvyvz B =sXvyvi,B8,=Xvyvz, By=sXvyvi.

211




fi- ;}m‘l w2l
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INIRIRIRON] 0 5 0 [# | L 1 1 ] q =l
| s inca; 0 | 0 I T ] 1 | 1 L Fal

Endi 4. i=15. formulalammi 5- chinlik jadvaliga asoslanib
MKNShdagi formula sifatida tiklash gqulay:

ASB.AB AB AB =
SV IVIIA{XVIVIIA(YV PVIIA{(Y V¥V ),

A =B ABAB. =(xvyvI)A(xvIVIIA(EVIVI).
A=BABABAB =
=(xvyvz)Ia(xvyvzIa(Xvyvaia(Xvyvi),

A =B ABAB B =
=(XVYVIIA(XVIVIARY WAV IV,
A=2B AB AB =(xvivIIa(Xvyva)alXvyvz).n
3.7.2. Teng Kuchlimas formulalar sani. [ndi ta elomentar

mulohazalaming o'zaro teng kuchlimas, ya’ni har xil formulalari sonini
topish masalasim qaraymiz,

Agar berilgan formuls tarkibida fagat bitta (inasalan, x) elementar
mulohaza ishurok etsa, w holda bu fopmula nchun fuzilean chinbk
Jadvalining bir-biridan farqll mumkin bo* Igan qumatlar salrlan ikkita
bo*ladi. §humng uchun #=1 bo'lsa jami 4 ta (C'+Cl+C; =
= 2% =27 = 2% turli formulalar bor, Binta elementar mulohaza uchun bu
4 1a turli formulalaming tavtologiya va aynan yolg*ondan farqli bo'tganlari
(ya'ni, 2 tesi) bajariladipan formulalardir,. Ulami MDNShda ham
MKNShda ham, tavtologiyani MDNShda, aynan yolg‘on formulani esa
MKNShda ifodalash mumkin.

O*zgaruvchilar soni #=2 bo'lganda chinlik jadvalidagi giymatlar
satrlari 2" =2% =413 be'ladi. Yuqgorida qaralgan chinlik jadvali asosida
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tarmulans tiklash masalasim hal gilish jarayonida barcha mumkin bo'Igan
imkoniyatlar uchun chinlik jadvalining ustunlari tekshirilgan edi. Bu 16 ta
ustunning hech gaysi ikkitasi bir xil bo'lmaganligidan, ularga mos ikkita
farmuls ham o'zaro teng kuchli emas. Shuning uchun, umimiy sont
C,+Ci+Cr+Cl+Ci=2'=0" = 27" bo'lgan ikki o'zgaruvchili trli
formutalar baor.

IkKita elementar mulohazalar uchun bu 16 ta turii formulaning tav-
tologiya va aynan yolg'andan farqli bo'lganlari (ya'ni, 14 ta bajariladigan
formula) MDNShda ham MKNShda ham, taviologiyva MDNShda, aynan
volg*on formula esa MKNShda ifodalanishi memkin,

O'zgaruvehilar soni =23 bo'lganda ham chinlik jadvali asosida for-

mulani tiklash masalasini bal gilish jarayoniga tayanib uchta elementar
mulohazaning 256 ta teng kuchlimas formulasi borligi, 256 esa

3

Y €y =2"=2" =27 ko'rinishda ifodalanishi mumkintigini ta'kid-
L

laymiz.

Uchia elementar mulohaza uchun bu 256 ta turli formulaning 254 tasi
(bajaritadigan formulaiar) MDNShda ham, MKNShda ham, taviologiya
MDNShda. aynan yolg‘on formela esa MKNShda ifedatanishi mumkin.

Umuman olganda, matematik induksiya usulidan foydalanib (I bobga
garang) quyidagi tasdigni isbotiash mumkin,

Teorema. nta elemenar muiohazalar uchun temg kuchlimas
formulalar soni 27 ga teng

1sboti o'‘quychiga havola gthinadi

Tarkibida ¢ ta elementar mulohaza ishtirok etgan 27 1a urli formu-
lalardan (2% —2) tasi bajariladigan formulalardir, Ular MDNShda ham
MKNShda ham, taviologiya MDNShda, aynan yolg‘en formula esa
MKNShda ifodalanishi mumkin.

3.7.3. Formulani gatorga yovish. Yuqorida keltirilgan mulohaza-
lardan nta x,x,,.,x, o‘zgaruvchilarga bog‘lig, aynan yolg'on bo'l-
magan ixtiyoriy 4= A(x),x,,..,X,) formulani (f‘unksiyani) MDNShda

o P e MM v N e 1
( “.12 xn) Al:ﬂhd':.-.d,]'! ! : " ()

yozish momkinligi kelib chigadi. {1) teng kuchlilikning o'ng tomonidagi
(tagide A4(g,,0,,..,6,)=]1 yozilgan) v belgi n o‘zgamvchili
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Muamniofi masalfa va topshirighar

1. Ikkita elementar mulohaza uchun berilgan chinlik jadvallari
asosida MRKNShdagi mos formulalarni lrk]ang

2. 5- chinltk jadvaliga asoslanib A, = A (x,).2), J—| 5, formu-
lalarni MDNShda va MKNShda yozing

3. ‘Tarkibidagi o‘zgaruvchilarning fagat va laqgal bittasi ch giymatli
bo‘lgandagina ¢h giymatga, golgan hollarda esa yo giymaiga enshadigan
R = R(x, ¥, z) funksiyaning chinlik jadvalini tuzing va bu jadval asosida
R tunksiyant MDNShdagi va MKNShdagt formuls sifatida tik!ane -~

4. Rerilgan 7- chinlik jadvaliga ascslanib O =0.(x,), 2}, i=1. 6,
(ormulalarni MDNShda va MKNShda yozing. 9

5. s argumentli leng kuchlimas funksiyalardan (2% —|)uwsi
MDNSh va bittasi MKNShda bo'lishini isbotlang.

7~ jadval

L x [ [z [ ow e cnon | RoiiNCEaNe

= | TFoat |- ot ] T ket Weal
Ly ] 4] t [ ] 0 i 0
}71 D | B ksl 0 ] 0 0
L L [y - 0 0 3 I I
]_»0:"" A T 0 0 | 0
0 ] 0 0 I i i} 0 t
L o ¢ [ ] 0 1 L | t
otaal . o i 0 0 0 Q 0 1

Mustagil ishiash uchun savollar

1. Berilgan chinlik jadvaliga asoslamb formulani liklash masala-

sining mohiyati nimada?

2. Chinlik jadvaliga asoslanib formulani tiklash masalasini hal
qilishda topilishi kerak bo'lgan formmlaga go‘yilgan sharining qanday
ahamiyati bor? ) dendl

3. Berilgan x),X,,...,x, o‘zgaruvchilar funksiyasi deganda niman:
lushunasiz?

4. it elementar mulohazalar uchun teng kuchlimas formulalar soni
ganday aniglanadi?

5. Qanday lasdlqla:ga asoslanib » o'zgaruvchili teng kuchlimas
lormulalardan (2° —1) tasi MKNShda va bittasi MDNShda bo'ladi dcb

aytish mumkin? ,
6. Funksiyaning qatorga yoyilishi deganda nimani tushunasiz?
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3.8. Formulaning chinlik to*plami

Efementar mrlohaza. Formuda. Mantiqiy amatior. Chinlik to ploi.
Mulohazalar algebrasi. To 'plumiar aleebrasi.

3.81. Formulaning chinlik to*plami tushunchasi. Ma'lumki,
berilgan #1a o'zgaruvchi elementar mulchazalar uchun barcha bir-biridan
fargli mumkin bo'lgan qivmatlar satrlari kombinatsiyalari 2" ta (ushbu
boboing !- paraymafiga qgarang). Tarkibids #ta o'zgacuschilar ishlirok
etgan formula shu 21 givmatlar satrlarining bir gqisnuda |, golgan
yismida esa 0 givimaim qabul giladi,

L- ta’rif. Berilgan formudu tarkibidagi elememtar malohazatarning
givmatlaridan gandaydir tartibda tuzilgan va shu fornndaning 1 qivimatiga

mos keluvelii barcha koriejlar to ‘plami formulaning chinlik to'plawi deb
aialadi.

Ravshanki, tarkibidagi o'zgaruvchilsming soni qanday be‘lishidan

qat't nazar, aynan yolg'on formulaning chinlik to'plaini bo'sh (&)
1o‘plamdan iboratdir.

nta elementar mulobazalaming mumkin bo‘lgan barcha 2 ta teng
kuchlimas formulaiaridan C;. = 2"tasi qiymatlar satridagi #1a qiymat-
lardan faqat bittasi 1, qolgan {7 —1)tasi esa 0 bo'lganda | giyvmat qabul
giladi. Shuning uchun, bunday formulalaming har biri bir elementli chinlik
to‘plamiga ega.

Xuddi shuningdek, nmta elementar mulohazalarning mumkin bo'lgan
barcha teng kuchlimas formulalaridan C';, 1asi giymatlar sawridagi »ta
qiymatlardan fagat ikkitasi 1, qolgan (7 — 2 )iasi esa 0 bo*lganda | giymat
gabul giladi. Shu sababli, bunday formulalaming hkar biri uchun chinlik
1o‘plami ikkita kostejdan tashkil topgan bo'ladi.

Shu usuida davom etsak, 212 teng kuchlimas fonnulalardan C :
wsiing har bin uch elementli chinlik 1o plamlga C . lasining har biri 10* rt
elementli chinlik to‘plamiga, va hokazo, C;,' —Z”tasmmg har biri
(2" —1) elementli chinlik to‘plamiga, biua (€, =1} formula csa 2"ta
elementli chinlik to'plamiga egaligiga ishonch hasil gilamiz.

Tarkibida »nta elementar mulohazalar ishlirok etgan aynan chin
formmulaga mos chinlik to‘plamimi universal to'plam (/) deb olsak,
tarkibida shu elementar mulohazalar qameshgan mumkin bo'igan barcha
formulalaming har biriga mos chiolik to'plamlar ¥ to'plamning gism
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w'plamlaridan  ibosat va bu U universal to'plam gismlari  soni
CAC, + ot 4CE4CE =27 bo'ladi

Shunday qilib, tarkibida »ta clementar mulohazalar ishtirok etgan
mumkin bo'fgan barcha formulalar bilan ularing chinlik to'plamlari
orasidla o zaro bir qiymalli moslik o‘malildi. Demak, barcha o'zaro teng
kuchli fortnulaiarga tagat bitta chinlik to*plami mos keladi.

I- misol. lkkita (n1=2) x va ) elementar mulohazalaming
XA(¥— v)— v fonnulasi aynan chindir (ushbu bobning 3-
paragrafidagi 1- misolga garang). Shuning uchun berilgan {ormulaning
chinlik to'ptami 2" = 2° =4 elementti {(0,0),(0,1),(2,0),(1,1)} universal
to'plamdan iboratdir. &

2- misol. Tarkibida uchta x, y va z elementar muiohazalar
qainashgan xi= {ormula qiymatlar satrlarining faqat bittasida (2niqrog'i,
L0, satrda) I qiymal, golgan ycttitasida esa O giymat gqabul qiladi.
Shuning uchun, xyz formulaning chinlik w'plami {(1,0,1)}, ya'ni bina
(1.G.1) konejdan tashkit topgan bo'ladi. m

3- misel, Ushbu xyzvXyZvxy: formula tarkibids uchta kortej
bo'lgan {(1.1.1),(0.1,0),(1.0,1)} chinlik to'planiga egadir. m

Agar qandaydir A formula P chinlik to'plamiga ega bo'lsa, u holda *
A formula P to‘plamda chin qiymat gabul giladi" (yoki, qisqacha, ** 4
fornula P to‘plamda chin} deb han yuritiladi. Shunga o‘xshash, * 4
formula P to‘plamda yolgion™ deyish mumkin, bu yerde P=U\P,
ya'ni P to‘plamning to'ldiruvchisi. Agar A formula F to'plamda chin
bo'lsa, v holda A4 formula P ro'plamda chin, P to'plamda esa yolg‘on
bo'ladi. Xuddi shn kabi, aynan chin J tormula ¥/ universal to‘plamda
chinva I/ =& to*plamda yolg'on qiymat qabul giladi. Aynan yolg‘on J/
formula esa, aksincha, & to'plamda chin va @ =U to'plamda
yolg'ondir.

Formulalar bilan chinlik to‘plamiari orasidagi yuqorida ifodalangan
bog'lanish mulohazalar mantigiga oid masalani to‘plamlar nazariyas
masalasiga va, aksincha, to*plamlar nazanyasidagi masalani mulohazalar
mantigiga doir masalaga ko‘chirish imkoniyatini beradi.

3.8.2. Asasiy mantiqiy amallarning chinlik to‘plamlari. Chinlik
lo'plamlari mos ravishda 4 va B bo‘lgan P va ¢ formulalar berilgan

bo'lsin.




Kon'yunksivaning chinlik te*plami. P va O formulalar PAQ
kon'yunksivasining chinlik to'plami A[)B bo'ladi. Haqiquidan ham,
kon'yunksiya ta'rifiga asosan. PAQ formula P va @ formulalarning
ikkalasi ham chin bo'lgandagina chindir. Shuning uchun, PaA@
formulaning  chinlik w'plaai A va & to'plamlaming  umwmiy
clementlaridan tzitzan A8 kesishmasidan iboral bo'ladh. Demak,
mulohazalar mantiqidagi kon yunksiva amabiga (A belgiga) to'plamlar
nazarivasidagi kesishma amali ([} belgi) mos keladi (1 bobaing 2-
paragrafidagi 2- shaklga garang).

4- misal. C=xzT va D=Enovafviizr formulalarning  chinlik
1o'plamlad, mos ravishda, R={{1,0,1}} va § ={(1.1.0),(0,1,0).¢1.0,1)}
bo'lgani uchun (2- va 3- misollarga garang) C A D) kon'vunksiyuning
chiniik 1o°plami RN S ={(1,0,1)} bo'ladi. m

Diz'yunksiyaning chinfik to*plami. £ va Q@ lormulalor Pv QO
diz’yunksiyasining chintik to'plami AUB bo'ladi. Hagatdan ham,
diz’yunksiya la'nfiga asosan, Pv (2 formula P va O formulalarning
kamida bittasi chin bo‘lgandagina chindir. Demak, A4lJ B 10‘plamda
Pv(Q fommla chindir. Shunday gilib, PvQ formulaning chinlik
to‘'plami 4 va £ 1te'plamlarning barcha clemcut-
U laridan, ulami (akrorlamasdan, wzilgan A Us

2 birlashmasidan iborat bo'ladi. Demak, mulohazalar

A mantigidagi diz'yunksiya (V) amaliga to‘plamiar

1 nazarivasidagi birlasbma (UJ) amali mos keladi {1
£+ shat! bobning 2- paragrafidagi |- shakiga garang).

5- misel. 4- misolda aniglangan C va D
formulalar  diz'yunksiyasi CvD uchun  chinlik  to'plami
RUS = {L1LD),(0,1,0).(1,0.1)} bo‘iadi. m

Implikatsiyaning chinlik to'plami. /> va @ formubalar P =0
implikasiyaning chinlik to‘plamini topamiz. P formulaning chinlik
to‘plami A va @ [lormulaning chinlik to'plami A bo‘lgani uchun,
P> O=PvQ teng kuchlilikka ko‘ra, # — ¢ formulaning chinlik
to‘plami AUB bo'ladi. i- shaklda tasvirlangan I/ to‘plamning bo'yal-
niagan gismi 2 - () implikatsiyaning chinlik to*plamiga mos keladi.




6- misel. 4- misolda aniglangan C va £ formulalar tarkibida
uchtadan x. v va z clementar mulohazalar qatnashgani uchun, € —
implikulsiyasining chinlik to*plamini topish magsadida, dastlab

U= 4L, 0),.(L0,1),(0,0,0),(0,1,1),(0,1,0),(0,0,1),(0,0,0)}

universal  wo'plamni  wzamiz. € tormulaning  chinlik  to’plami

= {_(I,f},l)} bo lgani uchun C formulaning chinlik to”plami

R=U\R = {{1,1,1),(L5,0),{1.0,0),(0,1,1). (0,1.0),{0,0,1), {0.0,0) }

bo‘ladi. Endi R to'plam bilan B formuianing S = {(L1,1),{0,1,0),(1.0,1}}
chinlik to'plami birlashmasini aniglasak, RUS=¥, ya'mi €5 D
formwulaning chinlik to*plami universal to'plamdan iborat bo‘ladi. Bu
yerdan C— D=9z o OpvaEvoz)=S xulesani hosil qilamiz. m

Ekvivalensiyaning chinlik (o‘plami, # va 0

4 P
lormulalar P <> O ckvivalensiyasming chinlik to’p- (U"\" 3
A&

latnini aniglash uchun P& O=(PvOIa(Pv Q)
teng kuchlilikdan loydalananiz. Yugorida qilingan
Aulosalarga  ko'ra P2 @ formulaning chinlik
w'plami (4UBIN(AUB) boladi. 2- shaklda tas- S
virlangan {7 to'plamning bo‘valinagan  qismi

£ & O ekvivalenstyaning chinlik 1¢*plamiga mos keladi.

7- misol. 4- misolda aniglangan C va D formulalar C &3 D ek-
vivalensiyasining chinlik to‘plamini topamiz. 6- misolda R (JS =¥ bo*-
lishi anmiglangan edi.  H={000} va IS ={(1,1,0),(1,0,0),(0,11),
(0,0,1),{0,0,0)} to'plamlar yordamida RUS = {(1,1,0),(1,0,1),(2,0,0),
(0,1.10.(0,0,1),(0,0,0)} 1o'plamni topamiz. Demak, {(1,1.0).(1,0,1),
(L0, 0,(0,1.1),(0.0,1).{0,0,0)} to'plam C & D ekvivalensiyasining
chinlik to*plamidir. m

3.8.3. Chinlik to'plami tushunchasining qo'lanilishi. Chinlik
to'plami tushunchasidan foydalanib inulohazalar algebmsi  bilan
matematikaning boshqa sohalari, jumladan, 1o*plamlar aigebrasi orasidagi
bog‘lanishlarni  ifodalash mumkin, Mulohazalar algebrasidagi A
(kon'yunksiya), v (diz’yunksiya) va — {inkor) manligiy amallerga, mos
ravishda, to‘plamlar alpebrasidagi [ (kesishma), U (birlashma) va
(to‘ldirish} amallari to*g‘ri keladi. Mulohazalar algebrasidagi | va 0
o‘zgarmaslarga (konstantalarga) to‘plamlar algebrasidagi & va &
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{universal va bo'sh) to*plamlar mos keladi. Demak, mulohazalur
algebrasidagi biror ifodada (lasdiqda)  belgisini (1 belgisiga. v ni U ga,
inkor belgisini to‘ldimvchi belgisiga. Ini & ga. Omi Qga (= =ga)
almashtirsak. to'plamlar algebrasidagi iloda (tasdiq) hosil bo‘ladi va,
aksincha almashtirishlar bajarsak, to'plamlar algehrasidag:  ifodadan
(tasdiqdan) mulohazalar algebrasidagi ifoda (tasdig) hosil bo™ladi.

6- misolda chinlik to'plami  tushunchasidan  foydalanib
N o(xvavizvasi=J teng kuchlilik o'rinli botlisht ko'rsatilgan cdi.
Yugoridagi xulosalar asosida, mulohazalar aigebrasining to'plam
algebrasidagiga o'xshash tasdiglarini keliirib chigarish mumkin. Bunday
o'xshashlikiarning ayrimlanni keltiramiz. N

8- misol, 4 va B8 formulalar uchun AvAvB=J teng
kuchlilikning o'rinli bo*lishini ularga mos 2 va  chinlik to'plamlanidan
foydalanib ishotlaymiz. Av Av B formulaning chinlik  to'plami
PUPUQ=UUQ=U.Shusababli, AV 4V B tavtologiyadir. m

I- teorema. Agar chinlik to'plamlari mos ravishda £ va O
bo‘lgan 4 va B formulalar uchun 4 — B=.J teng kuchlifik o'rinli
bo‘isa, uholda P ¢ O bo‘ladi.

{sheti. Ma'lumki, 4A-2 B formulaning chinlik to'plami_ ¥
universal to‘plamning PUQ qism to'plamidan iborat. PUQ =P 0 (1
bobninig 2- paragrafidagi 10- topshiriqga qarang} ho‘lgani uchun
A->B J shanga ko'ra PAQ=U be'lishi kerak, Bundan P\Q =¥
yoki PAJ = kelib chigadi. Buesa P c Q ekanligini bildiradi. Demak,
A= B taviologiya bo‘lishi uchun A formulaning chinlik to‘plami B
formula chinlik to*ptamining qism to*plami bo'*lishi shart. =

2. teorema. 4 va B jformulalar teng kuchfi bo'lishi uchnot
A & B formuia wavielogiva bo'lishi zarur va yetarfi.

Isboti. A va B formulalaming chinlik to‘plamlar, mos ravishda.
£ va O bo'lsin.

a) 4 va B formulalar teng kuchli, ya'ni A=28 bo'lsin. U holda
P ={) va, shu sababli 4 & B ekvivalensiyaning chinlik 1o0°plami

PUOINPUQ) = (PUPIN(PUP) =UNU =U
bo‘ladi. Bundan A ¢> B formulalaming taviclogiya ekanligi kelib
chiqadi.
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)] A B formula  faviologiva  bo'lsin. 1) holda
Ao B=(d— BYa(B > A)=J teng kuchlilik o'rinli bo'lgani uchun,
kon'yunksiya ta'rifipy asocsan, A > B8=J va B=4d=J teng
kuchliliklar o'rinlidir. 1- tememaga ko'ra, PCQ va Qg P, ya'ni
0 P bo'tishi kelib chigadi. Bu, o'z navbatida, A va 8 fonnulalaming
mantiqiy ckvivalentligini tasdiglaydi. a

Muanunoli masala va topshiriglar

1. Ushbu bobning 2- paragrafidagi 1- topshirigda ifodalangan for-
mulalaming chinlik to'lamlarini tuzing.

2. Ushbu bobning 2- paragrafidagi 2- topshiriqda ifodalangan teng
kuchlilikiami chintik to*plami tushunchasidan foydalanib isboulang.

3. Chinlik o plami tushunchasidan foydalanib to‘ptam algebrasining
sizga ma'lum be'lgan tasdiglandsn bir nechasini kellinb chigaring
{isbotlang).

4. Quyida berilgan formulalarning chinlik to'plamlarini toping:

a) d=ayvaapvar,: by B={xvy)¥vyH{Xvy);

d) C=apzv Dz v xyz;
e) D={xVv yvEINIVYyVZIXVYVI),

D E=xT e XTvay: g2) F(xe yialxyvip)
B G=xpy—(r—>¥). NS=xvy—=(xey);
Di=sxvyr-:z, kY M=(x—oz){(y22)2(x>p).

5. 4- \opshiriqda berilgan formulalardan foydalanib Av 8, AvC,
AvD, AvF, AAB. ArC, AAD, AAF, A8, A=C,
ASD, A F. CoD, CTF, C—2 BDNGCIEE CreAts
FoE, ADBSC, ASF->C, ESCEEY B
G->3B, EOF, (A60FA2C, (AF)SD, deoFaE.
GCoC, CGoD, GoF, JoB, J2C, JoD, JoF,
LB, Lo5C, LoD, LeaF, M2B, MSC, M D,
MOF, ESF3l, MsJoG (LOBE)M, (AGDF,
Aea Mo J >/ formulalaming chinlik to’plamlarini toping.

6. fi=xyvzi va fo=x(xyviz vywiz) funksiyalarga teng kuchli
funksiyalamt toping.
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Mustagil ishiush uchien savoltar

serpsianing chinlik o plami deganda niman; tushunasiz?
Tafkimida mia eizmemar mulohazalar ishtirok eigan formulaga

p 122 nechis chinlii to”plami mos keladi? ‘
zrcha o'zaro eng kuchli formulalargz nechia chinlik to’plami

4. Nz uchun mulohazalar mantigigs oid masalani 1o plamlar
saszmyas masalasige va, aksincha 1woplamlar nazarivasidagi masalani
sriiohazaiar manuqi masalasiga ko'chirish mumkin?

5. Kon'vunksiva, diz'yunksiva, implikatsiva va skvivelensiyaning
ctanir w'plamlan ganday aniglanadi?

6. Implikatsiva amalini bajarish natijasida wavtologiya hosil bo'lishi
“hiun mos chinlik to'plamlan qanday shartga bo vsunishlari kerak?

7. Berilgan ikkita formula mantigiy ekvivalent bolishi uchun
ulamning ekvivalensivasi taviologiva bo'lishi zarur va yetarhitigi chinhik
10" plamlaridan fovdalanib ganday isbotlanadi?

3.9. Mulohazalar algebrasi funksiyalari. Bul algebrasi

Funksiva. Funksivalar teng kuchlitigi. 0 va 1 saglovehi funksiyalar. n
argumentli funksivatar soni. Bir rangli superpocisiva. Bud algebrast.

3.9.1. Mulohazalar algehrasida funksiva tushunchasi. Oddiy
algebradagi funksiva tushunchasiga o'xshash. mulohazalar algebrasida
ram funksiya wshunchasi' kiritilishi mumkin, Ushbu paragrafda
mulohazalar algebrasining funksiya tushunchasini chugurrog o' rganamiz.

Ma'lumki, vddiy algebrada funksivaning qiymatlari turli usullar
vositasida, masalan, jadval yordamida berilishi mumkin. Mulohazalar
algebrasida ka'pchilik tushunchalarni ifodalashda chinbik jadvallari qulay
vosita hisoblanadi. Chinlik jadvallarida fagat ikkita o*zgarmas (0 va 1)
ishtirok etadi. Shu wfayli £, = {0. 1} deb belgilaymiz.

1- ta’rif. Argumentiari va o'zi L, to plamdan givmatiar gabul
giluvehi funksiva mulohazalar algebrasining funiksiyasi deb atatadi.
Argumentian  X,x,....x, bo'lgan  f funksiyani. odatdagidek,

fAx,%,,...,x,) shaklda belgitaymiz. f(x,,x,,...,x,} funksiya I- chinlik
jadvali vositasida berilishi mumkin.

* Ushbu bobnin ¢ 7- paragrafiga qarang

I
[
(%]




Bu jadvalning har bir satrida / Runksiyaning x,x,,.., X, 0 zganv-
chilari (¢, .¢¢,,....¢, ) giymatiari va funksiyaning bu givmatlar kortejla-
riga mos keluvehi /(o 6., ) givmatlarn joylashgan bo'lib, bu yerda
o, € £, { j=1a) Malunki, 2w o'z2garuvehili f{x,,x.,...,X,) funk-
siyaning chinlik [advalida 2"ta qiymatlar satri bo’lib, baccha teng
kuchlimas funksiyalar soni 27 ga teng.

Mulohazalar algebrasida quyidagilar asosiy clementar funksiyalar
deb yuritiladi: {- jadval

Mxy=x. foln)=X. v [ RN o
fix.vy=xay, filx.)=xvy, (010 5 £(0,0,..0)
L y)=s—y, 1 ]9 - 10] f.0,..,0) |
fl, 1 =xo v, " . s J
o (X0 . YR r_ Fjd | £{LL..,0)

i :

oy L O [ri-1t] san-h

- ta'vif. Agar f(x,~¥,,..x,) funksiva nchun f(0,0,.,0)=0
bo'fsa, « hotda u O saqlovchi funksiya, f(1,),..,1}=1 bo'iganda esa 1
saglovehi funksiya deb ataladi. _
“0 saglovchi funksiya” iborasi o‘mida “yolg'on giymat saqlovehi
funksiva™, “1 saglovchi funksiya” iborasi o'mida esa “chin qiymal
saglovehi funksiya™ iborasi go*lfanilishi ham mumkin. 7t argumentli 0
saglovehi funksiyalar soni 2° ' ga, 1 saglovchi funksiyalarning soni ham

2% 7' pa teng bo'lishini isbotlash giyin emas.

3.9.2. Funksivalar teng kochliligi. Mulohazalar algebrasida teng
kuchli {ormulalar tushunchasi kirtilgan edi. Bu yerda ham » argumentli
funksiyalar \eng kuchliligi tushunchasini kicitish mumkin.

-ta’rif. [/ vo g finksiyalar mulohazalar algebrasining funk-

siyalari, X,,X,,...,x, o'zgarnvehilar esa wlarning hech bo “imaganda bitta-
sining argumentlari bo'lsin. Agar X,X,..,%, argumenilarning barcha

givmatiar satriari wchun f va g funksiyalarning mos giymatiari bir xil
bo'lsa, 1 holda f va g funksivalar teng kuchli funksiyalar deb ataladi.

Agar berilgan funksiyalar teng kuchli bo'lmasa, u holda ular teng
kuchlimas funksiysalar deb yuritiladl

S0
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Berilgan /' va g tunksiyalarming tenp kuchliligi /=g shaklda
yoziladi. Agar f va g funksiyalar teng kuchlimas funksiyalar bo'fsa, u
holda f ™ g yozuvdan foydalanilad),

4-ta’rif. Agar [(x,x.,....x,) funksivamng qandmdiv x_argument-
RO | e ot el e ) B S, D, X x, ) Shard
goigan X Xy, X, _,X |....X, d@rgumentiaraing mmkin bo gan ixti-
yoriy givmatiarida bajurilsa, « holda x, wning sexta argumenti,
Xy Xy Xisyy Xy een X, @rgumentlaming munkin bo 'gan givmatiaridan
hech  bo'lmasa  bittasi  wchun A TR R o |
J X X 0, X0 X)) shart bajarifgande esa x| iming muhin
argamenti deb atoladi,

1- misal. Berilgan f(x,¥) =xv{xy) funksiya uchun ) soxta
argumentdir. chunki f(x,0) = f(x.1) shart x argumentning ixtiyariy (0
yoki 1) giymatida bajariladi. Lekin, x o‘zgaruvchi f(x, y) funksiyaning
muhim argumentidir, chunki  f(0,y)=0#= /(1,y)=1 shart y
o‘zgatuvchining barcha (G va 1) qiymatlarida o'rinlidir. m

Mulohazalar algebrasida o'rinli bo'lgan qonun va qoidalariga
asoslanib, funksiyaning giymatini o'zgartirmasdan, wning argumentlari
safiga istalgancha soxta argumentlami kiritish va bu safdan istalgancha
soxta argumentlami olib tashlash mumkin.

3.93. Funksiyalar superpozitsiyasi. Endi formula tushunchasini
funksiyalar superpozitsiyasi tushunchasi bilan bog’liq holda o' rganamiz.

D = 3@ (X5 Xz e Ky, 1P (X313 X0300000 X, Dovne s (Xpps X eens X))
miulchazalar algebrasi funkswalarmmg chekli sistemasi bo’Isir.

5 ta*rhf. Quyidagi ikki usulning biri vositasida hesil gifinadigan W
funksiyaga & sistemadagi  @.Qs,....,Q, funksivalarning elementar
superpozitsiyast yoki bir rangli superpozitsiyasi deb araladi:

a) biror ;€ @ funi.nyanmg X, argumentini gayta nomtash usuli
ya'ni @;(xﬂrxp: 3 X g2 VX it e ) bu yerda y o'zgaruvchi, x
o zgaruvchilaming birortasi rian mos tushishi mumkin,

b) biror @, € D funksiyaning biror X, argumenti o iniga boshqa

@ (X1 X nyes X op VE P funksivani qo vish usuti, ya'ni

Q,(xﬂ,x_ﬂ,. ’x;r—l’vl‘( m]* mzl L ,xﬂ]!xﬁ“a-":xjk))'

5- ta'rifda keltirilgan usullardan birortasini berilgan @ sistema
funksiyalariga qo'ltash natijasida hosil qilingan yangi funksiyalar @'

st
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sistemasini bir rangli superpozitsiyalar sinfi deb, @ sinli
funksiyalariga qo’llash natijasida hosil gilingan funksiyalar &'
sistemasini ikki rungli superpuezitsiyalari sinfi deb, va, hokazo, k rangli
superpazitsivalar &'’ sinfi deb ataluvehi sinflarni hosil gilamiz.

Umaman olganda, @™ = @y,

1-izoh, 5- w@arilning a} gismiga asosan bir xif chinlik jadvaliga cga
bo'lib, lekin o'zparuvchilaming  belgilanishi  bilan  farq  qgiladigan
funksiyalar bir-birining superpuzitsiyas: bo’ladi.

2-tzoh. 5~ @rilinng a) qisniga asosan biror x| o'zgaruvchini shu
funksiyaning boshga x, (i # k) o’zgaruvchisi bilan qayla nomlasak,
natijada o’ zgaruvghilari soni kam funksiyaga ega bo’lamiz. Bu holda x
va x . o'zearuvchilar aynan tenglashtirildi deb aytamiz. Masatan, x v y
va xa) funksnalamlags y ni x bilan gayla nomlasak. u vaqlda
¥vx=1rx va x AX =0 funksivalarni hosi] qtlamiz.

3- izoh. S- ra'rifhing a) qismiga asosan agar @ c @' bo'lsa, u
holda @' < @' va, umuman, ¥ £5 bo'lganda @' g &' boladi.

6- ta'ril. X, X, X). XVE¥, X2V, XV asosiy efemeniar
Sunksivalarning superpozitsivasi vositasida hosil gitingan ifoda formula
deh atalads,

3.9.4. Bul algebrasi, Ushbu bobning 4- paragrafida mulohazalar
algebrasidag) asosiy teng kuchliliklami ke'rib o'tgan edik. Endi bu teng
kuchlttiklardan foydalanib, mantiq fanini formatlashtirgan va matematik
mantiqning aksiomalar sistemasini yaratgan ingliz olimi Jorj Bul
(kitobning kirish gismiga va | bobnring 2- paragrafiga qarang) nomi bilan
ataladigan algebrani o'rganamiz.

Muiohazalay algebrasida

T (N
teng kuchlilik o‘rinli bo’lishi o‘rganilgan edi. Mulohazalar algebrasining
asosiy leng kuchliliklari tarkibiga kiruvchi

TAVEPAX, (2)
(xa¥)az=xa(rac), (3)
.I'V"P E)"V.r, (4l
(xvy)vz=xvi{yvaz), ($)
sa(pvz)={xayiviraz), (6)
xviyaz)s(xvy)alxvse), N
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teng kuchliliklar esa mantiq algebrasida kon'yunk-
siya va diz’yunksiya amallariga nisbatan kommu-
tativlik va assotsiativlik gonunlani handa diz'yunk-
siyaga nisbatan kon'yunksiva wva kon'yunksiyaga
nisbatan diz yunksiyaning distributivlik gonuni o'rin-
it bo'lishini bildiradi.

Ma'lumki, sonlar algebrasida kon'yunksiyaga
nisbatan  diz'yunksivaning distwibutivhk  qonuni
o'rinli emas. yuqorida ifodalangan boshga barcha
gomunlar esa amal qiladi. Shuning uchun muniig —r
algebrasi formulalari usiida xuddi sonlar algebrasi e
formulalati ustidagi kabi (kon'yunksiyaga nisbatan diz yunksiyaning
distributivlik gonuni ham o‘rinliligini e’uborza olgan holda) qavslami
ochish, qavslarga ofish, umumiy ko'paytuvchini yoki go'shiluvchini
gavslardan tashgariga chigarish amallarini bajarish mumkin.

Bundan tashqari. mantiq algebrasida, sonlar algebrasidan  fargli
o’larog,

XVP=TAY, (8)

XAP=XV T, {9y
xa{xvy)=x
teng kuchliliklarga asoslangan almashtirishlami ham bajarish mumkin, Bu
holat turli yo'nalishlardagi umumlashtirishlami bajarish imkonini beradi.
Masalan, quyidagi umumiashtirishni keltirish mumkin.

Bo'sh ba'lmagan M to’plamda “=" (tenglik) tushunchasi hamda
ikkita binar “4” (qo'shish), * -  (ko’paytirish} va bitla unar *“=—" (inkor)
amallari aniglangan bo’lsin. Bundan tashqar, bu to’plamda 0 va 1
qiymatlar aniglangan va ixtiyoriy tabiatli x, y va z elementlar uchun
quyidagi aksiomalar bajarilsin:

—kommutativiik qonunlari: x-y=y-x, x+y=y+x;

— assotsialivlik qonunlari:  {(x-¥)-z=x-(y z),

(x+y)+z=x+(y+2);

— distributiviik gonualari: x (y+z)=(x-y)+(x-2).

x+(y-2}=(x+y)-{(x+2);

- idempatentlik qonuntar:

X+X=X, (10)
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X X=X, (11
I Aap=123" (12)
Ovxy=yux; (13)

~ mkorni inkar qifish gonuni: (1);

- de Morgan gonunlari: x+v=%X-V, x-p=3+¥;

- yutilish gonunlart: x+(x-¥)=x, x-(x+y)=x.

7- ta’ril. Kon'vunksiya, diz ynnksiva, inkor amallari hamda 0 va !
elementlari aniglangan M 10 'plamda shu mantigiv amatior va 0, !
elementtar uchun (1) -(13) aksiomalar bajarilsa, bunday M 1o plam But
algebrasi deb waladi.

M tw’plamning X, ¥ va z clementlarini mulghazalar deb, “+, = -
va """ amallarni. mos ravishda, diz'yunksiya, kon'yunksiya va inkor
hamda tengiik belgisint teng kuchliltk belgisi deb hisoblasak, mantig
algebrasidag

Y=x.xay=yax, (xav)z=x(}az), xvv=yvr,
(xvyivosxviyvo). xa(yvz)s{xayv)vizaz),

avipaz)s(xvylal{xvz). ;\-/,VE.\'A,F. XAP=TNY,
Xvx=x, XAX =% 1VX=10ax5U00CANIVECERE
(xvyp)ax=z=y, xvX=1xAX=0
teng kuchliliklardan ko'rinib turibdiki, M ta’plam Bul algebrasining
barcha aksiomalarini ganoatlantiradi. Shuning uchun mantiq algebrasi Bul
algebrasidir.

2- misol. M — gandaydir to’plam (masatan. to’g'ri chizigda yotgan
nuqtalar to'plami yoki natural sonlar to’plami) va it,, — M to’plamning
barcha gism 1o plamlaridan tashkil topgan to’plam, ya'ni M to’plamning
buleani (p, =2%) bo'lsin. f,, bulcandan olingan X va ¥
to’plamlarning x[1y kesishmasini x A p orgali, »UJy birlashmasini
xvy orqali, ¥ orgali x to'plamning M to'plamigacha x
to'ldirovchisini, @ orgali @ bo'sh to’plamni va 1 orqalt M to’plamai
beigilab olamiz. U vaqtda pt,, 16'plam Bul algebrasi bo'iadi, chunki Bul
algebrasi ta’rifida ifodalangan barcha 13 aksioma bajariladi, m

3- misol. Mulohazalar 10’plami uchun A, Vv va — amallari hamda
0 va | elementlari aniglanganligi uchun bu to’plam Bul algebrasi bo*lishim
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taxmin qilish mumkin, Lekin bunday bo*lishi wehun quyidagi amghkn
kiritish kerak. 4 va B mulohazalar aynan teng bo'lishi uchun A < B
ckvivalentlik absolyut ¢hin bo’lishi kerak. Ana shunday aniglik kicitilgan-
dan se‘ng mulohazalar 0" plam Bul algcbrasign misol bo’la oladi. »

Muammoli masala va topshiriglar

1. Alx.v.=z.0)=(xv y)zvi) va B{x,v,of)sazv v vl
funksiyalaming teng kuchliligini isbotlang.

2. C(x.).z.7)= xyv =t lunksiyaga teng kuchli birorta funksiya
topitig.

Musraqii ishiash wchun savofiar

1. Funksiva deb nimaga aviiladi?

2. Funksiyalar superpozitsiyasi nitnadan iborat?

3. Asosiy elementar funksivalami bilasizmi?

4. 0 saglovchi funksiya deganda niman wushunasiz?

S. mtaargumentli 1 saqlovehi funksiyalar gancha?

6. Berilgan funksiya bir vaqning o‘zida ham 0 saglovchi, ham 1
saqlovehi funksiya bo'la oladimi?

7. Qanday shariar bajanlsa. berilgan funksivalar teng kuchli
funksiyalar deb awaladi?

8. Fuaksivaning soxta va muhim argumentlari orasida qanday larq
bor?

9. Funksiyalaming elementar superpozitsivasi deganda nimani
tushunasiz?

10. Bul algebrasi deb nimaga aytiladi?

3.10. Mantiq algebrasidagi ikki taraflama qonun

ikki taraflame funksiva. O 'z-n ‘ziga ikki wraflama funksova. Ik teraflama
Qomin.

3.30.1. iKkki taraflama funksiva. Endi ikki taraflama (go'shma)
funksiya fushunchasini kiritamiz. f(x,,x,,..,x,) funksiyaga ikki
laraflama bo'lgan funksiyani topish uchun f f'unksiyaning chinhk
jadvalida hamma o'zgaruvchilami ularping inkoriga almashtinish kerak,
ya'ni hamma joyda | ni 0 ga va 0 ni | ga almashtirisk kerak.

1-ta'rcif. Omyidagicha aniglangan

00 i XX o (5 T 1enm K )
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funksivaga f{(x,x, ...

cayiideuctt.
-1 P T dgar (X, 5wk )= Ll s ?{fl,f:,,..,.?a]
mpnosahat  bajarilsa, w  holda .

- . =g i~ jadval
S,y X)) o'z-o'tiga fkki TR TN
taraflama funkyiya del watads. ST T ;“:t::i;;ma

Ta'rnlpa asosan, Cvinsr- 58 =
o B san. ., f\"-) fi{x)=x f{x)=x
ikki taraflama funksiya =T Y
(€l va (&,.... @) qiy- AR fg AL
matlar  satrida  qarama-garsin H{xpy=xy | fi=xvy
(iymatiar gabui giladi. folx,y)=xvy f4 =y I
1- misol. Mulohazalar |
algebrasining  asosiy clementar | f{x,p)=x—>y | fi=y o« |
funksiyalariga ikki tarallama bo'l- el b =
gan funksiyalami topamiz (1- | fi(x,y)=xe&>p | fi=xo v
jadvalga gqarang). Demak. @a'rilga
asosan, f,(x) va f,(x) funk- S =1 =2l

sivalar o'z-o'ziga iKki taratlama
funksiya bo'ladi. »
2- misol.

WX, ) funksivaning ikki raraflama fanksivasi deb

fi=0

Six.v.z)=xyv pzv s funksiyaning o‘z-o‘ziga ikki

taradlama funksiya cknnh;,um isbot qltamm Haqlqatdan ham

)" (X .oy =XPV IE VIZ SXPAJEAIT =

={xrvi(veXavz) =

=flvveb oz ave) s vz avz) =
={pvimirv)=xyviyzvx(xvz)z = xyvysvez
Demak, f(yx.v.z)= f/*{x,».z) ekanligi uichun f o'z-0'ziga ikki

1aratlama funksiyadir. m
Tenrema. Agar Q’»(\',,
bo'lsa, 1 holda B'(x,,....
bo ‘ladi,
Isboti. @ (x,..x)= d’J(x,.

X)) = SO Xy, e
f{f(x“,

=

=f AE - )r"xfm(iul"“jm)] =

29

J( (X,.], 3 Vo ))

xlp. )""‘fa ('le""’ xurp. ))




= T E Ty Yoo D=

nig)

= _?[.71 (-\'u--,‘f’fl,'.- ~~---.-_?r.-.('rml“"-‘tt'-#’».: n =

e R R S I

3.10.2. IkKi taraflama qonun. 1- teoremaning isbotidan ikki taraflama
gonun kelib chigadi.

Ikki taraflama qonuwn. @, Q,.....Q, funksiyalurning superpozi-
sivasiga ikki taraflama bo'lgan fimksiva mos ravishda @, ©. et ikki
tarvaflama  finksivelar superpozishvasiga  teng  kuellidiv, ya'ni agar
A=Clo,0,....0_] formula f(x,,....x } funksivani realizatsiva efsa. u
holda C[ @ €, ... | formuila f(x,,...,x ) fimksivani realizutsiya etadi.

Bu formula A4 formulaga ikki taraftama bo'lgan formula deb
aytiladi vau 4~ deb belgilanadi. Demak,

A = Cloyp1v9,)
Ushbu gonundan o'z-o'ziga ikki taraflama bo‘lgan funksiyalaming
superpozitsiyasi yana o‘z-o0'ziga ikki taraflama funksiya bo‘lishi kelib
chiqads, ya'ni agar @,,@,,..,(, 0'z-0'ziga ikki 1araflama funksiya bo*lsa.

u bolda @ =@'(@,.4.) funksiya ham o'z.0'ziga ikki taraflama
bo‘iadi. Haqigalan ham,

D =@ (@) ) =P (@0, ) =D
Agar funksiya forrmula orgali ifodalangan va bu fornmula oz navbatida
A, V, — mantig amallari orgali ifodalangan bo'lsa, u holda bu
funksiyaga (formulaga) ikki taraflama bo‘lgan funksiyani (fornmulani)
topish uchun Vv belgini A belgiga, Ami  ga, !ni Oga va Oni lga
almashiirish kifoya. Bu prinsipni teng kuchli formulalarga nisbatan
ishlatganda, yana teng kuchli formulalar hosil qilamiz, ya'ni

A, %)= B(%, ury%, ) bo'lsa, u holda A (x....x )= 8 (x,,...x,).

Ushbu prinsipga 1ayanib mantig aigebrasining bir formulasidan boshqa
formulasini, bir teoremasidan boshga teoremasini, bir ta’rifidan esa boshqo
ta‘rifini hosil qilish mumkin.

3- misol. Ushbu bobning 9- paragrafida keltirilgan (2), (3). (6}, (8).
{10), {12) teng kuchli formulalarga ushbu prinsipni qo*llasak. (4). (5, {7),
(9), {11). (13) teng kuchli formulalar kelib chigadi. m
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Muntiy  algebrasida  elementlari  #11a  argumentli o'z-o'zipa  ikki
tatulaonae Junksivabirdan iborat bo'lgan to'plamnt S bilan belgilaymiz,
aning elementlari soni 2° 7' pa tengdir.

Fndi o'z-o'ziga ikki taraflama bo'lmagun [lunksiyalar hagidagi
lemymani ke*nib chigaylik.

Lemma. Agar @ (x,,....x, )& S bo'lsq, u holda nndan argument-
farining o'rniga ¥ va X funksivalarni go'vish usudi bilan biv argumeniti
o'z-0'ziga ikki tarafluma bo'lmagan funisiya, ya'ni konstantani hosit
gilish niorkin.

Isboti. @(x,,..x )25 bo'lgani uchun, shunday (e,....x,)
givmatiar satri topsladiki, @@, ,....&, ) = @(¢,,....2&_ ) bo'ladi.

@Exy=x" (i=1n) funksiyani kiritamiz va @,(x) = @(@,(x),....@,{x})
deb belgilab olamiz. U holda quyidagi natijaga ega ba'lamiz:

@(0) = @(p,(0). .0, {(0)) = (0" .0 ) =(&,..... 7, ) =
Pty ) = (19 14 Y= @), .9, (1)) =¢(1). m

3.11. Mantiq algebrasidapi arifmetik amallar, Jegalkin ko*phadi

Arifmerik amatior Jegatkor ko ‘phadi. Mantiqiy amoltarni arifmerik amaflar
orqali ifodatash, Chizigli funksiya,

3.11.1. Mantig algebrasidagi arifmetik amallar. {0.1} Bul algeb-
rasidagi kon'vunkstya amali oddiy arifmetikadagi O va | sonlar ustidagi
ko'paylma amaliga mos keladi. Ammo 0 va | sonlarini qo‘shish natijasi
{0,1} 10'plam doirasidan chetga chiqadi. Shuning uchun 11 Jegalkin' 2
moduliga asosan go*shish amalini kiritdi, x va » mulohazalarni 2 moduli
bo'yicha qo'shishni x+ y deb belgilaymiz. 2 moduli bo'yicha qa‘shish,
odatda, chinlik jadvali bilan beriladi (i- jadvalga garang).

Chinlik  jadvalidan  keo'rinib turibdiki, I- jadval

XY+1r=x©y bo'ladi. Mantiq algebrasidagi | X | Y [ X+Y
ko'paytma va 2 moduli bo‘yicha qo‘shish mantiq g ‘!’ ?
amallari uchun kommu-tativlik, assotsiativiik va Y 1
distritintivlik qonunlari o'z kuchini saglaydi. 1[I 0

/ Jugalkin lvan Iva:;ovich Ofcranxsm JMeas Haauomny 1869-194%) - sover matermatigr. I |
Jegalkin XX asming 20- yillari boshida MDUda birischi bo*lib matematik mantiq bo'yicha
ilmiy seminar tashkil cigan
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Bul algebrasidagi asosiy mamtigiy amallarni Kiriudgan  arifimetik
amallar orgali quyidagicha ilodatash muikm.

X=X+ AP=ay; v y=xr+a+H;
X2 v=x+y+lix e v=x+ v+l

2 moduli bo'yicha go'shish amalining ta'rifiga asosan x+xv =0 va
X=X (x"=x)

3.11.2. Jegalkin ko‘phadi. Mantiq algebrasidagi istalgan futksiyani
vagona anfmetik ko'phad shaktiga keltirish mumkm. Hagigqatan ham, biz
oldinpi paragraflarda isralgan {unksiyani kon'yunksiya va inkor mantiqly
amallar orqali ifodaiash mumkinhgini  ko'rean  edik.  Yuqorida
kon'yunksiya, diz'yunksiya va inkor mantigiy smallarai arifetik amallac
orqalt ifodaladik. Demak, istalpan funksiyani arifmetik ko'phad shakiiga
keltirish mumkin,

I- ta’rif. le X X, +a  Ko'rinishdagi ko'phad  Jegalkin

ko'phadi deb wataladi, bu yerda hamma x,  o'zgaruvchilur hivinchi

darajade qamasiadi, (i ,..,i,) givinatiar satrida hamma i, I har il
botadi. ae £, =1{0. 1},

2- ta'rif. x +x +..+x +a ko'rinishdagi funksiva chizighi
Sunksiya deb ataladi, bu verda ae £, =10, 1}. Chizigli funksiyaning
ifodasidan ko'rinib turibdiki, # ta argumentli chiziqli funksiyatar soni 2
ga teng va bir argumentlj funksiyalar doino chizigti funksiya bo*ladi.

Jegalkin ko'phadi ko'rinishidagi har bir funksiyaning argumentlan
soxla emas argumentlar bo‘ladi. Hagigatan ham, agar x; shunday

argument bo'lsa, u holda ixtiyoriy f{x,,...x,) [unksiyani quyidagi
ko*rinishda yozish mumkin:
R e L oy X ) W (X e X, )

Bu yerda ¢ funksiya aynan Oga teng emas, aks holda x, argument f
funksiyaning (ko‘phadning) argumentlari safiga qo'shilmasdi.

Endi x,,...,x, argumentiaming shunday qiymatlarini olamizki, @ =1
bo'lsin. U holda 7 funksiyaning qiymati x, argumentning giymatiga
bog'lig bo®ladi. Demak, x, soxta argument emas.

Mamig algebrasidagi hamma n argumentli chizigli funksiyalar 10“pla-
mini L bilan belgilaymiz. Uning elementlari soni 2" pa teng bo'ladi.

Teorema. Agar f(x,..x,)&L boisa u holda wndan

argumentlari o 'raiga 0 va 1 konstantalarni hainde x va X funksiyalarni,
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avrim hotde {0 wstiga =7 inkor amafini go'yish wsufi bilan  x x,
funksiveni fiosit gitish munikin,

3.12. Mantiq aftgebrasidagi menoion funkstyalar

Monoron frodisive Qtviatiar satrninng oldin kefisti. Monoton funksivalar
superpozitsivast KNSh (DNSh) ko rinishidugr fimksivaning manoton funksiye
ba “fixf sharts.

3.12.1. Tartiblash. (<1 munosaban orgali }0,1{ to'plamini tartib-
laxhtiranuz. o ~ (&, ..., ) va § =(8,..... 8, } qiymatlar satrtaci bo"[sio.

1-ta'rif. Agar o, £ tengsizfik hech ho ltmaganda bine § neinot
bujariisa yoki € va B givmeilar sarlari usta-ust tishsa, w holda @
wivmnatlay satri 8 givinetfar satriden efdin kefadi deb aviamiz yvo o < f3
Shaklda vozamiz,

2-tatcifl. dgar ¢ < f punosabordan fia,....a,) < f(B,,....8,)
tengsizliknng  bajaritishi kelib chigsa, w holda  f{x .., x,} fisksiva
#onaton funksivi Job ataladi.

ta'wift dvor @ =< B munosabardan 1(Q) 0> f(B.. B,)
tengsiztilning baparlishe kelib chigsa, u holda f(x,...,X, ) nomonofon
funksiya deb ataladi.

Asosiy  elementar mantigiy funksivatardan 0. 1, x, x)¢, Xvp
funksivalar monaton, ¥, x-= ), xe&p, x+) funksiyalar esa
nomonoton tfunksivalardir.

E- teorema. Monoton furksivalarning superpozitsivasidan hosil
gifingan funksiva ham monoton funksiya bo Tadi.

Isboti. @ monown {unksiyalar sistemasi bo‘lsin. Shu sistemadagi
funksiyalar superpozitsiyasidan hosil gilingan funksiya monoton bo'hishini
isbot gilish kerak. Matemauk mduksiya usulini gqo‘llaymiz. Baza: 9 rangli
superpozilsiya uchun bu tasdigning to‘g‘riligi ravshan, chunki @
sistemadagi hamma lunksiyalar inonoton funksiyalardir.

Induksion o'tish. & rangli superpozitsiya uchun teoremadagi tasdig
to'g'ri bo'lsin. Bu tasdigning & +1 rangtt superpozitsiya uchun ham
tog'riligini isbotiaymiz.

O Vi )y W{V,on ¥, yE @ bo'lsin. U holda

IP(""I FEEG: | x4—| T y'l x|~| presy -x; ) )
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funksiyalarming monoton ckanliging ishotlash kerak. Bu yerda v ova ¥
o‘zgaruvchilar v o'zgarevehilaming birortasi bilan mos kebshe nuunkin.
¢ [unksiyaning monolonligidan @, ... | 1. ¥, e X ) funksivoniog
monolon funksiva ekanligi kelib chigadi. £ funksivaning monctonhgini
isbotlaymiz. Buning uchon F  funksivaning ikkita 3 va "
laqgqaslanadigan qivmatlar sutnm Ko'rib chigamiz:

Y Thid {al ] =|B alivaN"‘!(.[;.‘ﬁl ..... ;3_1. } 3

AL,
va ¥'<¥" bo'lsin, U holda F(Y') < F(P') borlishim kocsatish kerak.
Ma lumki,
F(y)=¢(3"},buyerda j=i bo'lganda 8, '=or ", § =y (fi"}.
F(y")=¢(&"), buyerda j=i bo'lganda 8, “=ct". 6. "=y(B").

W menoton funksiya va ¥'< 7' munosabatdan f'< B kelib chiggani
uchun 8'< 0" bo'ladi, ya'ni 9(&")=F(y) S(d'")=F(y"). chunki
¢ monoton funksiyadir.

(X5, Xig o Vo Xy e s X ) F (X0 X, [TETRURE S SRR ) L= '
ekanhgldan {k+1) rangh superpozusrya uchun teoremadagi lasdiq
isbotlandi. &

Kon'yunksiya va diz'yunksiya monotoa funksiya bo‘lganligi uchun, 1-
teoremaga asosan, ulaming superpozilsiyasidan hosil qilingan funksiya
ham monoton bo*ladi.

2- teorema. Ager f(x,,...x,)é M bo'lsa, u holda undan

argumentlari o'rniga 0, ! va x ,ﬁmkuyam go 'vish usuli bilan X fiunksivaii
hosil qifish mumkin.

Muamnioli masale va topshiriglar

1. Mulohazalar algebrasining asosiy elementar funksiyalariga ikki
taraflama bo'lgan funksiyalami toping.

2. Hamma ikki argumentli o‘z-o‘ziga ikki taraflama bo'lgan
fonksiyalari loping.

3. 7nta argumentli 0'z-0'ziga ikki taraflama bo‘lgan funksiyalarning
senint aniglang,



4. [ =(FTvyT)xyvxZ) va @=(xv V)zfvX funksiyalarga tkki
taraflama bo'lgan funksiyalarni 1oping.

5. Quyudagi formulalarmi Jegalkin ko'phadi ko'rinishiga keltinng:

a) X =5 ¥ ¢ 2, b) XV VTV KT« ONECITE

) yvyve i) Xyvysvaz,g) HZVIPZVIYZVIYZ,

6. Funksiyaning Jegalkin ko'phadi ko'rinishidagi ifodasi yagona
ckanligim isbotlang.

7. Chizigli funksiyalarning gaysilari o'z-o'ziga ikki taraflama
funksiya bo' ladi?

8. X¥wvazwvyr=xp+ 3o+ )z ekanligini isbotlang.

9. Jegalkin ko'phadi ko'rinishidagt funksiyaning hamma argu-
mentlait soxta argumentlar cmasliging 1sbotlang.

10. Nol (bir) saglovehi monotn funksiyalar aynan birga (nolga) teng
ckanligini isbotlang.

11, Lkki argumentli harmma monoton funksiyalami toping.

12. Quyida Kkeltirilgan funksiyalaming qaysi birlari monoton funksiya
ckaniigini aniglang:

ayxvvrzrvaz, bx-—o((x—o ), d]IV};HfVF,

¢l v vyearxV, axyvaviz, h) xyv yzv xz.

13. Aynan konstanladan (0 dan yoki | dan) farq qiluvehi funksiya
monoton bo'lishi uchun uni kon'yunksiya va diz"yunksiya superpozitsiyasi
orgali ifodatash yetarli va zarurligini isbotlang.

14. Manoton lunksisyaga ikki taraflama bo'lgan funksiya monoton
ekanligini isbot qiling.

15. Fagal va (agat yo kanstantalar, yoki o*zgaruvchilar ustida inkor
amali bo‘lmagan KNSh va DNSh ko'rinishida ifodalangan funksiyalar
inonoton bo'lishini ko'rsating.

Muszaqil ishtash nchun savollar

1. ikki taraflama funksiya va 0'z-o'ziga ikki taraflama funksiya
deganda nimani tushunasiz?

2. Mantig algebrasidagi ikki taraflama gonun qanday ifodalanadi?

3. Mantiq algcbrasidagi arifimetik emaliami bilasizmi?

4. Jepgalkin ko‘phadi nima?

5. Mantiq algebrasidagi monaton funksiyalar deganda nimani
tushunasiz?

6. Chizigli (unksiyalaming qaysilart menoton funkstyalar bo'ladi?
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3.13, Funksional yupiq sinflar. Post tcoremasi

To lig funksivalar sistemasi. Thki turaflama fimksivatar sistemasining o i
bo 'lish sharti. Yopig siufluy. Xnxusey frendsional, enhsimal fieakscona) 1apig sinf
Post teavemuasi. To plan: vopis i, Post jadval:.

3.13.1.Funksional yopiqg sinflar. Mantiq algchrasining <D= {o, ..., }
funksiyalar sistemasi berilgan bo*lsin,

1- ta'‘vil. Adgar mantiq afgebrasining  istalean  funksivasing
@ = {Q,,.... 0, } sistentudagi fimksivalar superpozitsiyaxi orgali ifodatash
muntkin bo'lsa. u holda D sisterma te'liy funksivalar sistewrasi deb
alaladi.

istalgan Rnksiyani MKXNSh yoki MDNSh ko'rinishida ifodalash
mumkinligidan {x,xVv 3. x} funksivalar sistemasining to'ligligi kelib
chiqadi. {xy,x+ y, |} funksiyalar sistemasi ham to'hg boladi, chunki
istalgan funksiyani Jegalkin ko'phadi ko rinishiga keliirish mumkin.

I- misol. Quyidagilar to'liq funksiyalar sistemasi ckanligini
ishotlaymiz:

a) X, X ; blxvy,x: dxv,x+y, |
e) -fVJ;i ﬂ;: ?) X+, v, l;
i} x+)+z, ), 0, 1. X—=)y.x. j)x=—y, 0.

) XV y=xy, ya'ni diz'vunksiya amalini kon'yunksiya va inkor
amallari orqali ifodalash mumkin. Demak, {xp, ¥} Tunksiyalar gisiemasi
otliqdir;

b) xy=Xv ¥ eckanligi ma’lum. Demak, istalgan mantiqiy funksiyani
diz’yunksiya va inkor amaliari orgali ifodalasa bo‘ladi. Shuning tichun
{xv y, X} funksiyalar sisternasi to'ligdir;

d) mantiq algebrasining ixtiyoriy funksiyasimi yagona Jegalkin
ko‘phadi ko‘rinishiga keltirish mumkin bo‘lgani uchun {xy, x+y, i}
funksiyalar sistcmasi to'ligdir. oy -

¢) va f) mantiq algebrasidagi istalgan Funksiyani y{x,y}=xy va
©(x, y)=xv y Shefier funksiyalari orqali ifodalash mumkin, Haqigatan
ham, X =@(x, x),

Xvy =;3—y=tp(x,y)= e(plx, ¥}, o{x, ¥))

va

xy =@(X, ¥) =(p(x, x),¢(y. ¥))
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asosiy mantiqiy amafbami Sheffer funksiyasi orgali ifodalash mumkin.
Demak, {xv 1} va {xy} lunksiyalar sistemalari to'ligdir.

g) xvy=xp+x+y bo'lgani uchun xvy+ix+y)=x¢ bo'ladi.
L+ v 1) 10°lig sistema ckanligi d} bandda isbou gilingan edi, demak,
W+ v xv o 1 sistema to°ligdir.

Xuddi shunday qolgan h), i} va j) funksiyalar sistermalarining
to’ligligin ban ishot qilish inumkin. Bu ish o' quvchiga havola gilinadi. w

I- teorema. Adgar ®={¢....0,} f mkwym‘m sistentasi to'lig
hoisu. w holdu wnga ikki taraflanta hu Toun @ = {(P, . } funkstyatar
sistesnast ham ro Tig botadi

[shoti. @' sistemaning to‘lighigini isbotlash uchun istalgan
Sx ox,)) funksiyani " sistemasidagi funksiyatar superpoznswasr
oryali 1rodalqsh mumkinli2ini ko'rsatish kerak. Buning uchun avval £
funksivam =10,,...,@, | sislemadagi funksiyalar orqali ifodalaymniz
{d sislcma to'liq bo‘lgani uchun bu prutsedurani bajarish mumkin).
Keyin ikki taraflanra qonunga asosan ikki taraflama  funksiyalar
superpozilsiyasi orgali / funksiyani hosil qpiamiz. m

2- misol. Quyidagilar to'liq funksiyalar sistemasi emasligini
isbotlaymmiz:

2) %, ; b} Xy, XV y; d) x+y, X

8) X¥V MZIVXZ X, ) xpevezvaz, 0,1,

a) ¥=ux+1 bo'lgani uchun {X, 1} sistemadagi [unksiyalar bir
argumentli  funksiyalar bo'ladi. Bizga ma'lumki, bir argumeatli
funksiyalarning superpozitsiyasi natijasida hosil gilingan funksiya ham bir
argumentli {funksiya bo'ladi. Natijada, bu sistemadagi funksiyalar orgali
ko'p argumentli (unksiyalarni itodaiab bo'lmaydi. Shuning uchun {X, [} -
10'liq funksivalur sistemasi emas.

h) {xy, xv v} sistemadagi funksiyalaming ikkalasi ham monotondir.
Manatan funksiyalaming supecrpozitsiyasi orgali hosit qgilingan funksiya
ham monoton bo‘lishi isbotlangar edi. Demak, bu ikkala funksiyaning
superpozitsiyast orgqali monoton bo‘lmagan (unksiyalarni ifodalash
mumkin emas va natijada, {xv, ¥V y} - 10'liq funksiyalar sistemasi emas.

d) {x+y, X} sistemadagi funksiyalar chizig!i funksiyalardir. Shuning
uchun bu funksiyalar orqali chiziglimas funksiyatamni ifodalab bo‘lmaydi.
Demak. {x+ p, X} —t0'lig funksiyalar sistemasi emas.
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e) {xvv vz vz, X} sistemadagl funksivalar o'z-o'zigy 1kk lucaflama
funksiyalaedir. Bu lunksivalarning supapositsiyasidon hasil quhingan har
qanday funksiya ham o‘z-0'ziga kK taraflama funksiva bo'ladi. Demak,
VOV yz vz, XY —to'liq fanksiyalar sistemasi emas,

0. {xwvizvaz, 0,1} sistemadagt funksiyvalarning hatmmasi mono-
ton funksiyalardir. Monoton emas funksiyalar bu sistemadagr funksivalar
orqali ifodalanmaydi. Demak, {xvw yvocwvxz, 0, 1) - wo'lig funksivalar
sistemasi emas. m

2- misol rahtilidan quyidagi xulosa Kkelib chigadi. Berilgan @
funksiyalar sistemasining w'hq cmasheini isbotlash uchun sistemadag!
funksiyalaming shunday umumiy Xususivatini topish kerakki, bu xususiyut
funksivalar superpozitsiyas: natyjasida saglansin, Hagigatan ham, u halda
bunday xususiyaiga cga bo lmagan funksiyani @ sistemadagi funksiyalar
superpozitsiyasi orqali hosil gilib bo® Imaydi.

Funksiyalaming bunday xususivatlann tekshinish uchun odaida
funksional yopiq sinf ushunchasidan foydalantladi.

2-ta'rif. Agar A sistemadugi funksiyalar superpozitsivasidan hosil
baigan funksiva ham shic sistemaning elementi ba'lsa, v hotda haorday
sistema superpozifsivaga nisbatan yopiq sistema deb otalady.

3- ta’rif. Manrig aigebrasining superporzitsiyaga nisbatan yopiy
bo'lgan har ganday funksiyalar sistemasi funksional yvpiq sinf deb
ataladi.

Ravshanki, muayyan xususiyaiga ega bolgan funksiyalar sistemasi
funksional yopig sinfoi tashkil etadi va, aksincha, ma’'lum {unksional
yopig sinfga kiruvchi funksiyalar bir xil xususiyaiga ega bo‘igan
funksiyalardir. Quyidagi funksiyalar sistemasi funksional yopiq sinflarga
misol bo'la oladi:

a) bir argumentti funksivalar sinfi;

b) mantiq algebrasining hamma funksiyalan sinfi:

d) L - chizigli funksiyalar sinfi;

e} § —o'z-0'ziga ikki taraflama funksiyalar sirfi;

f) M - monoton funksiyalar sinfi;

g) P, - nol giymatni saqtovehi funksiyalar sinfi;

h) P, - bir giymalni saglovchi funksiyalar sinfi.

4- ta’rif. BRo'sh sinfdan vua mantiq algebrasining hamma
funksiyalari to'plamidan farq giluvehi funksional yopiq sinf xususiy
Sunksional yopig sinf deb ataladi.
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Shunday qilib. funksivaiar sistemasining ta'liq bo'lishi uchun bu
sistemada har qanday xususiy funksional yopiq sinfga kinnaydigan
funksiva topilishi yetarli va zarurdir.

S-ta'reif. O'z-0'sidan va mamiq algebrasining hamma funksiyalari
sinfidun (P dan) furg qrluvehi funksional yopiq sinflarga kirmavdigat
xusnsiy finksional yupig sinf maksimal funksionat yopiq sinf deb ataladi.

Mantiy algebrusida hammast bo'lib besina maksimal funksional yopiq
sinf mavyud. Bular quyidagilardic: £, A, M, S, L.

13.2. Post' teoremasi. C. L. Post tomonidan funksiyalar sistemasi
to*hgligining yetarhi va zarur shanlazi topilgan.

Post teoremasi. ®={p, .. @, | funksivalar sisicmasi fo'lig
baotishi nchwn bu sistemada F,, B, M. S5, L wmoksimal funksionat
vopig sinflmming har biriga kirmaydigan kemida bitna funksiya maviud
bolishi  yerarli va zavne (ya'ni ® =, ..., | finksivalar sistemasi
fagae By, P, M, S. L maksimal furksional yopiq sinflardan
birortasining hem gism to plawmi bo imaganda va fugat shundagina to'lig
sistena bo “laclty.

Isboti. Zarurligi. ® = {,.....@,} 10'liq sistema (ya'ni [®]=F,)
va F maksimal funksional yopig sinflaming birortasi bo'lsin deb faraz
gilamiz. U vaqida 7' sinfing yopigligini hisobes olib, A [P g [F]=F
munosabatni yozish mumkin, ya'ni £ = . Ammo bunday bo'lishi
mumkin emas. Demak, & ¢ F munosabat bajarilmaydi.

Yelardiligi isbotini o'quvchiga havola etamiz. m

Natija. Mantiq aigebrasidagi har ganday funksional yopig sinf F,
A, M., S. L maksimal funksionat yopiy sinflardan birertasining qism
fo’'plami bo ‘ludi.

Amalda berilgan @ ={@,,..,¢,} funksiyalar sistemasining to’lig
yoki to'liq emasligini aniglash uchun Post jadvali deb atatuvchi jadvaldan
foydalaniladi. Post jadvali quyida keltirilgan.

' Past (Post Emil Leon, 1897 (Polsha) — 1954) — AQSh matematigi, mantigchisi.
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Jadvalning xonalariga o'sha satrdag) funksiva  funksional yopiq
sinflarning elementi bo'lsa “=" ishora, bo'lmasa """ ishorasi Go* vilads.
Post jadvali Dd=1Q,.....p. 1 sistema by funksi-

T T v valar sistemass botiishi uchun. Post teore-
N A | L | M v

! masiga asosan, jadvalning har bir ustu-
P [ nida kamida bita =" ishorasi bo‘lishi

0, 1 yetarli va zarmur,

i ®={p,..p ) funksiyalar sistemass
> to'lig bo'Imasligi uchun £,, £. A7, 5.
?. - L maksimal funksional yopiq sinilardan

birartasining qism to’plamt ho'lishi. va'ni Pgsl jadvalining bicor ustunidagi
barcha ishoralar "+ bo'lishi kerak.

Funksiyalar sistemasiming 10'ligligi tushunchast bilan sinfnng (to'p-
lamning) yopig“i tushunchasi 6'zaro bog'langan.

6-ta'rif. A bilan P, (n ta argumentli mantiq algebrasining hamma
Sunksivatarini o'z ichiga olgan) to'plamning bivar gism to'plamini
belgilaymiz. A to’plam funksiyalarning superpocitsivasidan hosit gilingaon
hamma Bul funksivatari to'plami (A to'plam funksiyalori  orgafi
ifodalangan hamma bul funksiyalari to'plamiy A to'plamning yopig'i deb
avtitadi va | A) kabi belgitanadi.

i- peaihr!
Bl P, S o La M
a) 0 . I + +
Xy TE =) _ )
x+y+z = - . + -
bl 1 ~ 3 o
Xy _ + - — +
ety 8 L, g + " ] [
o] Fpvervim_ | - | - | 7| -
e} Qs o + - - * +
] : + . .
x+y = T + ]
N (] + . - + L "!
1 - fis - ™ s
Xy & - - - +
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I-misol. . 4=1F, bo'lsin.uholda [4]= £ bo'ladi.

2. A=il,x, +x.} bo'lsin, u holda 4 to'plamning yopig‘i barcha
chizigh lunksiyalar to*plamidan (ya'ni, L w'plaindan) iborat bo*ladi. m

Toplam vopip'1 quyvidagt xossatarga ega:

DAz A.

2) [[A]]= [4]:

3)agar A, € A, bo'lsa, uholda [A4,] 2[4, ] bo'ladi;

H A UA] D[4 |U[4.]. =

7- ta’rifl. dgar [A]l=A bo'lsa. u holda A to'plam (sinf)
Sunksinnal yapiq sinf deh atatodi.

d-misol. ), A =7, funksienal yopiq sintdir.

2. A= {1, x; +x,} funksional yopiq sinf emas.

3. £ funksional yopiq sinfdir. m

Osongina ko'rish mumkinki, har qanday [A] funksional sinf yopiq
sinf’ bo'ladi. Bu hol ko pgina funksional yopig sinflami topishga yordam
beradi.

To'plam yopig'i va yopiq sinf tilida funksiyalar sistemasining to*liqligi
ta'rifini (avvalei ta'rifga ekvivalent ba'fgan ta’rifnt) berish mumkin.

8- ta’rif. dgar [A)=P, bo'lsa, u holda A funksiyalar sistemasi
to'liq deb ataladi.

5-misol. Quyidagi funksiyalar sistemalarining ('liq emasligini Post
jadvati vositasida isbot gilamiz (1- jadvalga qarang).

a) d, =10, o, x+ y+2}; by ®, ={l,xy, x=y+2}:

P, ={Xyvizvyz}; e) B, ={0,1, x + y};

H o, =1{0,1,xpy}.

Post jadvalidan ko'rinib tribdiki, yuqorida keltirilgan barcha
funksiyalar sistemnalari to*liq emas, chunki har bir sisterna uchun jadvalda
bitta ustun fagatgina “+" ishoralaridan iborat. Shuni bam ta’kidiash
kerakki, har bir sistema uchun bu ustunlar har xil.

Demak, Post teoremasi shartidan £, F,. M, §. L maksimal
funksional yopiq sinflaming kirortasini ham olib tashlash mumkin emas.
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Bu xulosadan, o'z pavbatida, P,

ve 1. M S 1 maksimal funksional
yopiq sinflaming birortasi ham boshgasining qism 1w plami ho'la olmaslig

kelib chiqadi. w
Muamooli mesaln va topshirigfar

1. Quyidagi funksiyalar sistemalarining har biri funksional yopig sinf’
bo'lishini isbot qiling:

4) bir argumentli funksivalar;

b) mantig algebrasining hamma funksivalari;

d}y x+ p+z,20,0,1; @) X oy X ) x— 3.0,

oL, hy S M, A, k) £

2. Apar @={p,,.,¢,} va F={/.. f‘ funksional yopiq sinf-
lar bo‘lsa, v holda @) F va @ ={p,.. ,(pn} ham {unksicnal yopiq
sinflar bo‘lishini, ®UJF esa funksional yopiq sinf bo'lnasligini
isbotlang.

3. Quyidagi maksimal funksional yopiq £,,£,5,L,Af sinflaring
har biri boshqasining gism vo*plami bo'lmasligini isbotiang.
" 4. Har ganday xususiy funksional yopiq sinl £,/ S, L, M mak-
sigal funksional yopiq sinflardan bironiasining gism 1o‘plami bo'lishini
ishetiong,

5. Nol saglamaydigan funksiya yo nomonolon [unksiya, yoki o'z
5ol ZJ,ga :;kka 1araflama bo‘lmagan funksiya ekanligini isbotlang.

Posy teoremasining ishotini, keltiring.

Mustagl] ishlash wchun savellur

'hq;uﬁ-mkslyalar sistemasi deb mm.ig.a aytilagi?
";509’6(1 Siaflar va sususly furksional yopiq sinfke bit-
qitadadi



IV B80OB
MULOHAZALAR HISOBI

Ushbu bobda mulohazalar hisobining simvollari, formulasi, aksiomalar
sistemasi, keltirib chigarish goidalari, tformulalar majmuasidan formulani
kettirib chiqansh qoidasi, deduksiya va umumlashgan deduksiya feore-
malari, ayrim mantig onuniarining isbott, mulohazalar algebrasi va mu-
lohazalar msobr arasidag munasabatlar, mulobazalar hisobida yechilish.
zidsizlik, to-liglilik va erkinlik muammolari kabi masalalar bayon etilgan.

Mulohazalar hisobi aksiomatik mantigiy sistema bo'lib, mulohazalar
algebras: esa uning interpretatsiyasidir (taiginidir).

Rerilgan aksiomalar sistemasi negizida qurifgait aksiomatik nazariya
deh, shu aksiomatar sistemasiga ravanib isbotlanuvchi hannna teoremalar
mafmuasiga avtitady.

Aksiomatik nazariya formal va farmalmas nazariyalarga bo*linads.

Formalmas aksiomatik mazariya nazariy-io‘plamiy mazmun bilan
to'ldirilgan bo'lib, keltirib chigarish tushunchasi aniq berilmagan va bu
nazariya asosan fikr mazmuniga suyanadi.

Qaralayoigan akswomalik nazariya uchun quyidaz shartlar bajarilgan
bo*lsa, ya'nt:

I') nazariyaning tili berilgan:

2) fermula tushunchasi antqlangan;

3) aksiomalar deb ataluvchi formulaiar ta‘plami berifgan;

4) bu nazariyada keltirib chigarish qoidasi aniglangan bo‘lsa, farmal
aksiomatik nazariya aniqlangan deb hischlanadi.

4.1, Mulohazalar hisabi formulasi

Midolhazatar hisobi, Mantiqiy bog ‘tovchilar. Simvollar. Fornmila. Qisniy
forimudo. Isbotanevchi formula Aksioma,

4.1.1. Mulohazalar hisobining simvallari. Har ganday hisobning
tafsifi bu hisobning strnvallart tafsifidan, formulalar va keltirib chigarish

formulalari ta’rifidan iberat.
Mulohazalar hisobida uch kategoriyali simvollardan iborat alifbe

gabul gilinadi.
Birinchi kategoriya simvollari: X, y,2,...,X;,Xs,... Bu simvollarni
o‘zgaruvehilar deb ataymiz.

243




baglovchilardir. Birinchisi — diz'yunksiva yoki manoaly  qo'shish
belgisi, ikkinchisi - kog'yunksiva yoki mantigiy ko'payuna belgtsi,
uchinchisi — implikatsiva belgisi va toninchisi — inkor belgisi deb araladi.

Uchinchi kategoriyaga qavslar deb ataladigan ( , ) simvollar kiritiladi.

Mulohazalar hisobida boshyga simvollay yo'y.

4.1.2. Mulohazslar hisobi formutasi tushunchasi. Mulohazalar
hisobining formulasi deb mulohazalar hisobi alifbosi simvallanining
muayyan ketma-ketligiga ayliladi.

Formulalarsi belgilash uchun jotin alifbosining bosh liarRacadan foyda-
lanamiz. Bu harflar mulohazatar hisobining simvollari qatoriga kirmaydi.
Ular faqatgina formulalaming shartii belgilari bo'lib xizmat qiladi.

+ ‘Endi mulohazalar hisobi formulasi tushunchasi ta‘rifini keftramiz,

1- ta’rif. Mulohazalar hisobi formslasi tushunchast gquyidugicho
aniglanadi:

1) har qanday x,v.2,... o'zgarnvchilarning istalean biri formuladiv,

2] agar A va B ning har biri formula ho'lsa, u holda (A~ B),

' CANGB), (A— BY va A ham formuladiv.

! 3) boshga heck ganday simvollar satri formuta bo lo olmaydi

. Ofzgardvolilami elementay Tormulglar dely ataymiz

' 1> -misol. Formmula ta’rifining 1) bandiga ko'ra X,),2.-

. o‘2gaiuvshilaming har. biri formula bo'ladi. U vaqlda ta’rifning 2) bandtga

; UvEhE | 1:_\}‘*5 (xv ¥), (x = y), ¥ ham formulalacdir. Xuddi shu
g 3. (AT — ) (Ga¥) = (¥ = =) bam formulales

gﬂa@mﬁmula bo“li clmiaydi:

o %Wﬂ @:‘yya ‘1"'-)'}“. (X._/\_}?)——)'E. L
e ol ’3“3'0?” yizmiy formulasi teshunchest

Ikkinchi kategeriva simvollari: v, A, —. — . Bular manfigiy

shiosrratvningial giem i forradadir;
it d,-','s’h‘u Jormmlaning o z:, A formyia
L 7m g qlsmry Jormulalari
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fornadalorning harcha gismiy formulafari A* B formdaning qismiiy
Sorandalari bo ladi

Z-misel. ((xVv))—{Z - y)) formula uchun;

({xv ¥) = (T = ¥}) ~ nalinchi chugurlikdag gismiy formula,

(xVv ¥). (£ = ¥) ~ birinchi chuqurlikdagi qismiy formulalar,

X, ¥.(Z = y) ikkinchi chuqurlikdagi gismiy formulalar,

Y. & —uchinchi chuquilikdagi qismiy formulalar,

z —to'rinchi chuqurlikdagi gismiy tormula bo‘ladi. m

Formutalami yozishda ayrim soddalashtirishlarni gabul gilamiz. Xuddi
mulohazalar algebrasidagi kabi qavslar hagidagi kelishuv va mantigiy
amallarm bajarish imtiyozlari (Il bobdagi 2- paragmaiga garang) bu yerda
ham o‘rinli deb hisoblaymiz. Bu kelishuv va imiiyozlarga binoan. masalan,

((xv ¥IAaz). (x A ¥) va ((x Av)—= (2 A?)) farmulalamni mos ravishda

YV VAZ, YAV Va XA P Il ko'rinishda yozish mumkin.

4.1.3. Isbotlanuvchi fermula tushunchasi. Endi mnlohazalar hiso-
bida isbolanuvehi formulalar sinfini o‘rganamiz. I[sbotlanuschi (ormuia
tushunchasiga ham fonnula tushunchast ta'rifiga o'xshash ta’rif beriladi.

Avval dJastlabki isbotlanuvchi farmulalar (aksiomalar), undan keyin
esa keltirib chigarish qoidasi aniglanadi. Keltirib chigarish goidast orqali
mavjud isbollanuvehi formulalardan yangi isbotlanuvchi formulalar hesi)
qilinadi.

Dastlabki isbotlanuvchi formulalardan keltirib chigarish goidasini
qo‘llash ye'lt bilan yangi isbotlanuvehi formulalarnt hosil gilish shu
formulalami aksiomalardan keltirib chigarish deb ataladi,

4.1.4. Mulvhazalar hisobining aksiomalar sistemasi. Mulohazalar
hisobining aksiomalar sistcmasi X{ aksiomadan iborat bo'lib, ular 1ot
suruhga bo'linadi.

Birinchi guruh aksjiomalari:

i x> {y—2x).

L (x=0-22)>2(x—>y)-o{x-> ).

Ikkinchi guruh aksiemalari;

AT — W

Ll X ARV

I (Zox)=>{z=2p)>(E-3xAp)).

Uchinchi guruh aksiomalari:

L LR NG




Ms y=>xv .

M (x ==z} {(y=22)>(xyvy— ).
Ta'rtlnchi gurnh aksivmalari:
WVi{xo>v)=(ry—Xx).

1V S—)- X.

IV ¥ = x.

4.2. Keltirib chigarish qoidalari

Keltirib chigarish. O'rnigu qo vish, xulosa qoidalari Aksiomalar sistemost.
Ishotluash.

Bu paraorafda mulohazalar hisobida keltirib chiqarish qeidalari deb
ataluvchi o'miga qo'yish va xulosa qoidalari bayon gilinadi.

4.2.1. O'rniga qo‘vish qoidasi. Apar 4 mulohazalar hisobining
isbotlanuvchi formulasi, x o ‘searuvchi. B mulohazalar hisobining
nmyony fonmulasi bu'lsa, v holda A formula ifodasidagi hamma X far

o‘rniga B formulani qo‘vish natijasida hosil gilingan formula ham
isbotlanuvchi formula bo‘ladi.

A formuladagi hamma x o‘zgaruvchilar o'rnipa B formulani qn‘}'isf}
operatsiyasini (jarayonini) o‘rniga go‘yish qoidasi deb aytamiz va uni

quyidagicha belgilaymiz': i( A)-

O'miga go'yish qoidasiga quyidagi anigliklami kiritamiz:

£ :

a) agar A faqat x o'zgaruvchidan iborat bo'lsa, u helda j’ () ©'rmga
qo'yish B formulani beradi:

b) agar A formula x dap fargli ¥ o'zgaruvchidan iborat bo'lsa, u

a

vaquda j.[ Ay o'miga go'yish 4 ni beradi:

d) agar 4 o'miga qo'yish aniglangan formula bo'isa, u holds A
formutadagi x o'rmiga B formulani qo'yish natijasida o‘rniga qo'yish-

B ]
ning inkori kelib chiqadi, ya'ni J-(A) o‘miga qo‘yish J(A) ni beradi.
Hd L

' Bu yerda maternatik analizdagl integral belgisi ishlaulisada, waing ma’nosi o*zgacha.
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¢y agar A va A, lormulalarda o’miga qo'yish aniglangan bo‘lsa, u
a 8 ]
holda I(.ff, % A4,) o'tniga qo'yish J(/Ir)*j(flz) ni beradi.
Agar A isbotlanuvehi formwla bo'isa, u holda uni I-A shakida
yozishpa kelishamiz. U holda o'rniga qo'yish qoidasini quyidagicha

. : : i -4 . ,
sxematik ravishda ifodalash mumkin: | va um “agar A isbotla-

o
{4

nuvehi formula bo‘lsa, u holda j(_ A) ham isbotlanuvchi formula bo'ladi™

deb o giladt.

4.2.2. Xulnsa qeidasi, Agar A va 4 — B muiohazalar hisobining
isbhotlanuvchi Tormulalars bo'lsa, u holda B ham isbotlanuvehi formula
bo'ladi. Bu qoida xutosa qoidasi deb yuritiladi ve sxematik ravishda
quvidagicha yozladi:

A -4 8
- B

I-ta'rif {isbotlanuychi formula ta‘rif).

@) henr gonday aksioma ishotlanuvehi formuladir:

b)Y isbotlanwvehi fornndadagi x o 'zgavuvchi o'vmiga ixtivoriy B
Jormudani go vish natifasida hosil bo lgan formula isbatlamivchi formula
holadi;

d) A va A= B isbotlantivchi formulafardan xulesa goidasini
go ‘flash natijasida olingan B formula isbotlanuvehi formudadir;

e) Mulohazalar hisobining  bashga  hech  qanday  formulasi
isbatfanuvehi formula emas.

2- ta'rif. fshotlumevehi formulalorni hosil gilish jarayoni isbot
gilish (isbotlash) deb vtaladi.

1- misol. ]-A ~> A bo'lishini (implikatsiyaning relleksivligini)

isbotlaymiz. Buning uchun I, aksiomadan foydalanamiz. Bu yerda IU 5)
o'miga qo‘vishni bajarish natijasida
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l—(.Y—)(_r—).‘r)}—)((x—)_r] = (x — X)) (n
kelib chigadi. I; aksioma va (1} tormuilaga xulosa goidasini qo*lab
1—(1—))-‘]-&(1 -3 X) (2]
formulani hosil gilamiz.

{2) formulaga nishatan 1(2] 0'tnigd Qo' vishni bajarish natijasida
[-(x =Ty > (x5 x) (3
isbotianuychi (orrnulaga ega bo'lamiz.

TV2 aksioma va (3) formulaga nishatan xulosa goidasini go'lash
natijasida

l-x = x (4

isbotlanuvchi formulaga kelamiz. Nihoyat, (4) formuladagi ¥ o'zgaruvchi
omiga 4 formulani qoysak l—A—-)A tsbotlanishs kerak bo'lgan
formula hosil bo‘ladi. m

2-mlsol. |—xVv y— X Ay ekanligini isbollaymiz. Haqigatdan ham,
Il; aksiomaga nisbatan ketma-ket ikki marta o‘miga qo'vish usulini
qo‘llaymiz: avval xni X pa va keyin yni ¥ ga afmashtiramiz. Natijada
quyidagi ishotlanuvchi formulaga ega bolamiz

-2z 3 (z>TAF). (5)

vy

(5) forrnulaga nisbatan j {5) o'rniga qo'yishni bajarib, quyidagini
hosil qilamiz: l-—((.\:v P {(xvr o> T = (xvy XAV

Endi XVy—o X, (6)

Xvy—y (7
formulalaming isbotlanuvchi ekanligini ko'rsatamiz. Buming uchun [V,

Xy
aksiomaga nisbatan J‘(I"ﬁ) o'miga go'yishni bajaramiz. Natijada
¥
l—[x—) XV)')%{W'—) xX) (8
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formuliga cga bo'lamiz. {8) formula va Tll; aksiomaga nisbatan xulosa
qoidasing  (shlatih, (6) formulaning isbatlenuvchi formula ekanligiga
ishonch hosil gilamiz. Xuddi shu kabi (7) formulaning ham isbotlanuvchi
formwula ekanligini ko*rsatish mumkin.

(6) vt (5) formulalarga xulosa goidasini go‘llasak.

— (XY = Pl {XV y = FAT) (9)
1sbatlanuveli foymula kelib chigadi.

(7Y va {9) formulalarga xutesa qoidasini qo‘llab, berilgan

—XV Y=YV formulaning isbotlanuvchi ekanligini hosil qilamiz. @

4.3, Keltirib chigarish goidasining hosilalari

Foornnda HosHaviv yoidalar. Bir raq:da o+ e Go :via.‘b, murakkab xulosa,
stltogizm, kontvpozisiya. ikki kavvalik inkomni tushirish goidotori.

O miga qo'yish va xulosa qgoidalari singari keltinb chigarish
goidasining hosilaluni ham yangi isbotapuvchi formulalar hosil gilishga
tmkon varatadi.

4.3,1. Bir vaqtda o*rniga qo‘yish qoidasi,

Ta’rif. Agar A(x ,X.,.,x,) — isbotlanuvchi jormula va
B, B......B, mulohazalar hisobining ixtiyoriy formulalari bo 'Isa, u holda
A Jormuluming X, X.,..X, o‘zgarnvchilari o'rniga bir vagtda mos
ravishda B, B.,...B, formudalarni qo'vish natifaside C isbotlamevchi
Sormudani hosil ¢itish bir vagtda o'rniga qo'yish qoidasi deb ataladi.

Z,,Z4y 25, O'zparuvchitar 4,B,,8.,..,B, formulalardagi boshqa
o'zgaruvchilardan farg qiluvchi o'zgaruvchilar va 2z, 2z, (4, j=1n)
bo*lsin. U holda A (ormulaga # ta o*riga qo'yishni ketma-ket bajaramiz:
avval x, o‘miga z,ni, keyin X, o‘miga z,ni va hokazo x, o‘miga z, ni
qo‘yamiz. Natijada quyidagi isbotlanuvchi formulalarga ega bo'lamiz:

}—}(A} o‘miga qo'yish {- 4, n, [-T(A,) o'miga qo‘yish |- A, ni, va
X 2 5
hokazo I—J‘(A,,_,) o'rniga qo'yish |~ A, ni beradi.
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Bundan keyin A, formulaga nisbatan yana »1a o'miga o yishoi
ketma-ket bajaramiz: avval =, o'miga B, ni. keyin 7, o'miga #.ni va ho-

A‘ -

kazo z_o‘miga B_ni qo‘vib chigamiz. Buning natijasida IJ* 1) o rai-
X :

ga qo'yishdan 1—C1 ni, |_.[(Cl] o0'miga (o’ yishdan |—('3 ni va hokazo

‘si
H(C 1) 0'miga go'yishdan |~ C, ni hosil gilamiz. Demak, €', isbotla-

nuvchi formula 4 formmladagi x,,x.,..,x, o'zgaruvchilar o'tnigs bir
vaqtda mos ravishda B,,B.,..., B, formulalami qo'yish natijfasida hosil
bo‘ladi. Bir vagtda o*miga qo'yish operasiyasini (qotdasini) quyidagicha

—_
ifodalaymiz: J_B'. e
F oo
4.3.2. Murakkab xulosa yoidasi. Bu goidada
|- 4, 2 (4, 5 (4, > (..(4, —» L)) (1)

ko'rinishdagi {formulalarga nisbatan ikkinchi hosilaviy qoida ishlatiladi va
uni quyvidagi tasdiq orgalt izobiash mumkin.

1- teorema, dgar A.A,....A, va

A = (A, (A, o (.04, = L)..)) (2)

isbotlanuvehi formulalar bo'lsa, u holda L ham isboilanuvchi formula
boladi.

Isbotl. Xuicsa goidasini ketma-ket qo‘llaymiz. Agar 4, va (2)
isbotlanuvchi formulalar ho'lsa, v holda xulosa qoidasiga asosan

A, = {4, = (..(4, = L)) (3)

ham isbotlanuvchi formula bo'ladi. 4, va (3) isbotlanuvchi formula
bo*lganligi uchun

Ay =3 (.(4, - L)..) {(4)
formula ham isbollanuvchi bo'ladi. Muhokamani xuddi shunday davom
etiirib, natijada £ isbotlanuvchi formula ekanligiga ishonch hosil gilamiz.
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Murakkab xulosa qoidasini sxematik ravishda quyidagicha yozish
mumkin:
| =yl dy i = A= 4 5 (4, o (4 o (LA, ~ L)) (5)
[- L

4.3.3. Sitlogrizm' qoidasi.
2- ¢corema, jdgar A= B va B = C isbotlanivehi formufalar
bo'lsa. u hotda A — C ham isbotlantivehi fornla bo ‘adl.
Isboti. Veoremani sxematik ravishda quyidagicha yozamiz
|-4—> 8. |-8oC (6)
J— 4-C

I, va |5 aksiomalarga nisbatan
t.8.C BC.A

Juyve fup
bir vaqtda o‘miga qn‘yish qoidalarini qo’llash najasida quyidagi isbot-
lanuvchi formulalami hosil qilamiz:

(B4 B> (4>0), {7)

(B = C) > (4> (8- 0)). (8)
Teoremaning shartiga asosan

- 4— B, (9)

-'B= G (£0)

formulaiar isbotlanuvchidir.
i LO) va (8) forimulalardan xulosa qoidasiga asosan

|-A—= (8> 0C) (1)
formulani hosil qilamiz. U vagqeda (11), {9) va (7) formulalardan murakkab
xulosa goidasiga aspsan |— A — C ckanligi kelib chigadi. m

Agar 4 > B va B — C ishotlanuvchi formulalar bo'lsa. u holda
A= C bam isbotlanuvechi tormula bo'lishini sillogizm qoidasi deb
anymiz.

4.3.4. Kontrpozitsiya goidasi,

' Bu 50'z negizida yunoncha aviioyopic {syllogismas) sa'zi yotadi. u inantiqan kelib chigish
nu'nesinl beradt.

b
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3-tearema. Agar A= B ixbotlanuvchi formuta bo ‘tsa, w hoida
B — A ham isbotlarvehi Jormnfa, vani
|-4— 8

(12}
-8 =4

bo*ladi.
Isboti. IV, aksiomaga nisbalan "f(wl) bir vaqtda o' miga qo'yish

qoidasini go'liab,  |~{4 — B) (B — A) (13
isbotlanuychi formulani hosil gilamiz.
Teoremamng shartiga asosan

|-4—>8 (14)

isbotlanuvehi formuladir. Shuning uchun (14) va (13) formulalardan
xulosa qoidasiga asosan l—(B — A) isbotlanuvchi formula ekanligi kelib
chiqadi. m — <

Agar 4 — B isbotlanuvchi formula bo‘lsa. u holda B — 4 ham
isbotlanuvchi formula bo'lishini kentrpozitsiva qoidasi deb ataymiz.

4.3.5. TkKi karrali inkorni tushirish goidasi,

4-teorema. ) Agar 4 > B isbotlanuvehi formula bo'lsa. u holda
A — B ham isbotlanuvchi formula bo ‘ladi;

2) Agar A — B isbotlonuvchi formula bo'lsa, u holda A— B
Jormula ham ishotlanuvchi formuia, ya'ni

l—.4+§ va1‘j*8 “5)

|-4+ B -4+ 3
bo 'ladi.

A
A
Isboti. [V. va 1V; aksiomalarga nisbatan ](IV?) Vil I(IV;)
z X

o°'rniga qo'yish goidalarim go'llab,
44, (16)
]-E - B (17
isbatlanuvchi formulalami hosil gilamiz.
Teoremaning 1) va 2) shartlariga asosan
—~A— B, (18)
L nasst;, (19
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furmulalar ishotlanuvchidir. Apgar tearemaning 1} shani bajarilsz, u holda
(17) va (18) formulalardan sillogizin geidasiga asesan |—A — B kelib
chigadi. Agar 2} sharti bajanlsa, u holda (16) va (19) formulalardan
|-- 4 — B kelib chiqadi. »

Agar A — B (A — B) ishotlanuvchi formula bo'lsa, u holda
4-> B bam isbotlanuvchi formula bo'lishini ikki karrali inkorni
tushirish (oidasi deb atayniz.

Muammoli masalu vu topshiriglar

1. Quyidagi ifodalaming gaysilari mulohzzalar hisobining formu-
lalari bo*hishini anigliang:

a) (A AP (pvp): B Upvpv(pe)) o b

B (P = v N2 0 A (pAE )P B

D (p, = p)=(p 2 p)> D)

g (py = p;) =2 (g 2 p} (2, ve) 2 P

Dy (s = pIalm 2N =2 (2 (A0

DpAp)— (1:’1 vvmN e (vp v p,).
2. Quyidagi formulalarning hamma qismiy formulalarini toping:

A x> ralxvy); b) (x & y)v{Xy).
A x-o(y—ox); e)ﬁ—)c;
f}a/\m: E) XD YPAZL;

h) xv yz — x; i) mvxﬁ.y;

DUx=2x)A(y—>2) —>(sz); K{xoy=20(x->7->».
3. L=(A>B)>(BoA), Ly=AvEB va L;=4-BvC(C
formulalar uchun quyidagi o*rniga qo*yishlaming natijalarini aniglang:

8. A—d B—+dnB.B
» (L) RN [O7 R B 8 F
A.8 4 AL
ArR AvE 8.4 46304
) J(L): b [W; 9 [
4.8 A8 A8C
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4. O'miga qo'vish goidasini go*llab, quyidagi formulaluming isbot-
lanuvchi ekanliging ko“rsating:

a) (A= B)AB = 8; AABR - AABVC,

d) (4 =B > ({C—HB=3(AvC o8N ) v > CvD;
H(AAB = (C 3B AN = ({AAB =) >(AnB— BAO)).

5. O‘miga qo'yish va xulosa godalarini  qo’llah,  quyidagl
formulalarning isbotlanuvchi ekanligini aniqlang:

a) AvA— A, DA2ArAA: D) AAB>Bnd:
e) AvB—=BvA: DA B(4— ) A4,

6. Keltirib chigarishning hosilaviy goidalaridun foydalanib, quyidags
formulalaming isbotlanuvehi ekanligini ko rsaning:

a) AVvE > AAB; b) A o R,

d}) (A= B)—> (4> 4v B); e =2 A;

DR —F o g (4= B)—> (4 — A):

h{(A-2>B)AB— 4, NDAAB - AVE,

7 Keltirib chigarishning quyidagi hosilaviy qoidalarini isbotlang:
: -4 4 B
1 - b] R . d) ! - 2’ | s

!—AAB -ave I A=B’
—ANB = —A-B8)lr _—al|-
L.-i- = g —| . h) .t.____]__ o | 3 l -
|~ 4 |-4a8 |- 4 —ANB
I— 1]-B |-a.|-2 |- = |- 4 =4
R e N L s
) Tave |-a-B ) |- 4 Py |-
a+8|-4+8 |-A=+B|-#4~8
—— e 0) — — =
- & |- 4

Musragil ishiash uchan savollar

1. Mulohazalar hisobi formulasi tushunchasini bilastzmi?
2. Mantigiy bog'lovehilar deganda nimani tushunasiz?
3. Simvollar nima?
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4. Qismuy [ormula bilan formula tushunchalari bir-biridan nimasi
balan farq iladi?

5. Ushotlimuychi fermula ' pfin hilasizmi?

6. Mulohazalar hisobining aksivimalar sistemasida (tizimida) ganday
aksiomalar bos?

7. Kelirib cluqarish qoidalan degandi nemani tushunasiz?

8.  Keclurib chigarish qoidasining ganday hosilalari bor?

9. Bir vaqtda o'miga qo'yish va murakkab xulosa goidalarini qanday
qo*llash mumkin?

£0. Sillogizm. komrpozitstya va jkki karrali inkomi tushitish
quidalarini brlasizmi?

4.4, Ishptlash tushupchasi

Refrrib chigurish qoidasi. Relrivitr ehigaritadigan formmniafar sinfl,
isborimnvelti formudatar sinfi. {shottash mshunchasi. Keltivib chigarisiming
xossalari.

4.4.1. Formuiani Keltirib chigarish qoidasi. ¥ ={4,,4.,...,4,}
chekli formulalar majmuasi (1o*ptami) berilgan bo'lsin. Bu formulalar
majmuasidan formutani keltitib chigarish ushunchasini ¢*tganamiz.

I- ta*rif. Y Har ganday A g H formulalar majmuasi H dan
keltivilr chigariladigan formuladir.

2y Har qanday isbotlamivehi formuta H dan kettirih chigaritadi.

3) C v U = B lar H forsmialar maimuasidan keftirib chiqarifgan
formudalar bo Isa, u holda B formula ham H dan keltirib chigariladi

Biror B lonnule A {onmulalar majmuasidan keltirib chigariladigan

bo'lsa, uni simvolik ravishda o |— B shaklda yozamiz.

Agar F bo'sh 10'plam yoki elementlari fagat isbotlanuychi formu-
lalardan iborat bo'lsa, u holda # dan kelirib chigariladigen formulalar
sinfi isbotlanuvchi formulalar sinfi bilan mos keladi. Agar fonnulalar
majmaasi ffning hech bo‘lmaganda bitta elementi isbotlanmaydigan
formuladan iborat bo‘lsa, u holda A dan keltirib chiqariladigan formulalar
sinfi isbotlanuvehi formulalar sinfiga nisbatan kengrog bo'lad.

Misol, Av B formula H ={A4,B} formulalar majmuasidan kelti-
rib chigarilishini ko‘rsatamiz. Hagiqatdan ham, A€ H va S/ bo'lgani
uchun fonmulani keltirib chiqarish qoidasiga asosan quyidagilar o‘rinli:

H= A (1)
H|-B. (2)
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4.8.4 B.:

Iy va }; aksiomalarga nisbatan '{(Il,) v J“J ] o'miga ¢oyishlami
bajaramiz. Natijada isbotlanuvehi formulalar hosil bo’ladt. Ular fotmulani
keltirib chigansh qoidasiga asosan f{ dan keltitib chiqgariladi, ya'm

H-A-2 D545 B> (Ao 4a8). (B

R-8—(4— B8) ()
kab1 bo*ladi. 4 — A isbotlanuvehi formula bo'lzan: uchun
H-4- 4. (5)
(5} va {3) formulalardan xulosa goidusiga asosan
H-(A—B)>(4— A1 B) (6)
hosil bo‘ladi. Xuddi shu kabi (2) va (4) formulatardan
Hl-(4— B) (7)
munosabatga kelamiz. (7) va (6) formulalardan xulosa qoidasiga asosan
H-4—>3 AAB (8)
kelib chigadi. U holda (1) va (8) formulalardan
H|-AAB (9

hosil bo‘ladi, ya'ni AAB formula A formulalar majmuasidan keltb
chigishini ko'rsatdik. m

H formulalar majmuasidan birorta ixtiyoriy formulani keltirib chi-
qarishda murakkab xulosa goidasidan ham foydalansa bao‘ladi,

Bu holda (9} munosabatga {5), (7), (1) va (3) mulohazalar yordamida
kelish mumkin.

4.4.2. Keltirib chigarish (isbotlash) tushunchasi,

2. ta’rif. Agar B,,B,,...B, chekli formulalar ketma-ketligining
har qonday hadi quyidagi uch shartning birortasini ganoatlantirsa.
holda bu ketma-ketlit H chekli formulular majmuasidan keltirib
chigarilgan deyiladi:

)} H formulalar majmuasining biroria formulasi;

2) isbotlanuvehi formula; .

3) B,,B,,..B. ketma-kedikning istalgan ikkita oldinma-keyin
keladigan elementiaridan xulosa qoidasiga asesan hosil gilinadi. .

Oldingi paragrafdagi misolda ko'rsatildiki, H ={4, 8} formulalar maj-
muasidan quyidagi formulalar chekli ketma-ketligi keltiritib chiqariladi:
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1. 8. (1> A)>{(4—=28Y>2(434A8)), B—=(A—= B),
A=A (A8)(43AAB), A=B, A4A1B, AAB,

Agar murakkab xulusa goidasidan foydalansak, u holda {ishotlash)
keltirib chigansh formulalari guyidagicha bo‘ladi:

A B A A) (A B) (A2 4 BY).
B—o{(A—B), A—- 4, 4= 8, AAB.

Formulani keltirib chiqarish va formulalar majmuasidan keltirib chiqa-
Lish ta'riflariga asosan kcltirib chigarishning quyidagi xessalari hasil

o'ladi;

1y A dloemulalar mayymuasidan keltirib chigarilgan chekli ketma-
Ketlikning boshlang'ich qismt ham £/ dan keltirib chigariladigan bo’ladi.

2y Agar f{ dan keltirib chigarilgan keima-ketlikning ikkita go‘shni
hadlari (etementlan) orasiga ff dan keltirib chigarilgan birar boshqa
kemma-ketlik qo'vilsa, u holda hosil etilgan yangi formulafar ketma-ketligi
ham {7 dan keltinib chiganilishi mamkin,

Hagigatan  ham, masalan, agar B,,8.,...8.,8 ,..8, va
C..C,,....,C lar #7dan kelirib chiqarilsa, u vagida, keltirib chnqarlsh
ta’rifiga asosan, B8,.58,,...8.C,. GC...C,,8,,..8, ham H dan
keltiril chiqan’]adigan bo*ladi.

3} H formulalar majmuasidan keltirib chiqarilgan formulalar ketma-
ketligining har qanday hadi /{ dan keltirib chiqariladigan formaladir.

4} Agar H < W bo'lsa, u holda # dan keilirib chigariigan har ganday
formuia B ring ham formulasi bo*ladi.

5) B formula A dan keltirib chigariladigan formula bo'lishi uchun
H dan kcltirit chiqarilgan ixtiyoriy formulalar ketma-ketligida bu formu-
laning mavjud bolishi yetarli va zarurdir.

4.5. Keltirib chigarishaing asosiy qoidalari

Isbotlash mshanciasi. Keltivib chigarisiming xossalari, Keltirib chigarishning
asosiy qoidalari Dediksiva teoremasi. Deduksiya umunlashgan teoremasi.
Kon "vunksiyani, diz vunksivani kiritish goidalari.

H va W mulohazalar hisobining ikkita formulalar majmuasi boisin.
Bu majmualamning yig ‘indisini (birlashmasini) A,/ deb belgilaymiz,
ya'mi H W =HUW . W majmua bitta C formuladan iborat bo‘lganda
ham H U{C’} birlashmani A ,C ko‘rintshda yozamiz.
Endi keltirib chiqarishning asosiy qoidalarini o‘rganamiz.
H|-4
H.W|- 4

4.5.1. 1 qoida.




Isboti.Bu qouida bevosita formulalar majmuasidan keltivib chigarish
goidasi asosida hosil bo'ladi, m

G- dp H-C
1.5.2. 1l qoida. - _——
Al- 4

Tsboti. Bu qoidaning shaniga asosan H . C fonnulalar majmuasidan

A formuia keltirib chiqariladi. Shuning uchun #£.C can oxirgi formulasi
A bo‘lpan keltinib ¢higarish mavijud:

RURELBL A (1)

Xuddi shu kabi A formulalar majmuasidan € formulani kelurib

chigarish mumkinligidan H dan keyinpi formulasi € bo'lgan kellirib
chiqarish mavijud:

GRG0 (2)

(1) keltirib chigarishda C formula ishtirok etmagan helda, u fagat H
formulalar majmuasidan keltirib chiqarilgan ketma-ketlikda  bo‘ladi.
Demsk, H dan 4 formula keltirib chigariladi.

Agar (1) keltirib chigarishda birorta formula € bo'lsa (masalan.

formula B)), u holda B,, va B, formulalar orasiga {2)ni go'yamiz.
Natijada quyidagi faqat A dan Keltinb chigarshni olamiz:

ER e G G = O B e Byn A -
Shunday qilib, 7 dan 4 formula keltirib chigariladi. »
H,C-4,W-C
 HWR4
[sboti. H,Cl—A bo'lganligi uchun I qoidaga asosan .7, C1— A.

Qaidaning shartiga binoan W]—(‘ . u holda I qoidaga ko'ra H. W ]-—C e
qoidadan foydelanib H ,W|-A ni toparniz. =

H!—C’—n';l
HC-4
Isboti. C— 4 formula f{ formulalsr majmuasidan Keitirib

chiqariladigan bo‘lgani sababli H ming shunday Keltirib chiqarishi
mavjudki, uning axirida C — A4 tormwuia turadi:

N e L e Ny AL (3)

4.5.3. 111 goida.

4.54. [V qoida.
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Endi ff formulalar majmuasiga C formulani go*shib, &, C formu-

ialar majmuasini hosil gilamiz. (3) keliisb cliganishga C formulani go‘-
shib, nshbu kelurib chiganishga ega bolamiz:
B, By i. B e Gl (4)

Oz navbhatida bu H,C formulalar majmuasining kelurib chiqarishi
bo'ladi. (4)aing oxiriga 4 formulani yozish mumkin, chunki u xuelosa
qoidasiga ssasan € — A4 va £ formulalardan hosil gilinadi.

Demak. oxirgi formulasi A4 bo'lgan #,C formulalar majmuasining
8.B...B_,.C->4,C A4 kelinb chigarishiga ega bo'lamiz. Bu
yerdan H‘(ﬂ|— A ekantigi kelib chigadi. m

H,Cl- 4
H|— C— '

Isboti. Avval f/,C formulalar majmuasining har qanday
By, B, ... B, keltirib chiqarishi uchun HI—C—) B, ning to'g'niligini
matematik induksiya melodidan foydalanib isbot gilamiz.

Baza. k =1 bol uchun tasdig to‘g‘rl. Hagigatan ham, agar 8, formula
H,C ning keltirib chigarishi bo'lsa, u vagida quyidagi uch hel bo'lishi
mumkin:

a) B,€ H ,b) B, isbotlanuvehi formuladir, d) B, formula C ning o'zidir.

a) va b) hollar uchun # dan quyidagi keltirb chigarishni yozish
mumkin: B,. B, - »(C — B,). C — B, . Demak, H|-C — B, .

d) hol uchun H|—C — C bo‘lishini isbotlash kerak.

Ravshanki, C — C isbotlanuvchi formuladir. Shuning uchun uni har
genday majmuadan keltirib chigarish mumkin.

Induksion o'lish. Endi istalgan i (i< £ ) chuquelikdagi har ganday
keltirib chiqarish uchun tasdiq to'g'ri bo'lsin deb hisoblab, uning 4
chuqurlikdagi keltirib chigarish uchun to’g'riligini isbol qilamiz.

B, B,,..,B, lar H,C majmuaning keltirib chiqgarishi bo'lsin, bu
yerda & >1. U vaguda B, formulaga nisbatan quyidagi to'rt hol yuz
berisht mumkin:

a) B,e H,

b) B, isbotlanuvehi formuladir,

d) B, tormuia C ning o‘zidir,

e} B, formula xulosa qaidasiga asosan keltirib chigarishdagi ikkita
undan oldin ketma-kel keladigan formulalardan hosil gilinadi.

4.5.5. V qoida {deduksiya teoremasi).
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kejadi,

Shuning uchun €) holni ko'ramiz. Bu holda B, formula B, va B,
formulalardan hosil qilinib (i< k. j>4). B, tormula B - B

r

[ _ N
\ a), b), d) hollar uchun isbot to*lig ravishda k = 1 holdagi isbotga mas
.

, kd‘rinishni oladi va quyidagi tasdiglar o' rinli bo*ladi:
H-C— B, 5)
| : HI-C—= (B - B,). (6)
- Gufe, 9y . =

|‘ 1» aksiomada j“:r} o‘miga qo'yishni bajarib. quyidag isbot-

: { lanuvchi formulaga egn b lamiz:

' l| l_’—(c_\' B = B)) > {C—>B)—>(C—B)) (7
. _ (6), (5} va (7) ilodalar H dan keltirib chiganladigan 'formuialzl{dif-
i ldrga murgkkal xulosa quidasini qo‘llab, H|- C —B8, i hosil qilamiz.

, Brdli yroumiy; ya'ni H,C|- 4 bo‘lgan holni ko'raylik. U hoidu H,C

TORE: _B{P’BQ"“’BLIJ 4 keltirib chiqarishi mavjud bo'ladi. Demak,
yﬁ%ﬁﬁgﬁigjﬁmﬂﬁﬁazduga asosan M|~ C — A tasdiq to'gridir. m
\ Ii);eﬂuuk&’-'?- tedrémasidan quyidagi muohim ahamiyatga ega bo'lgan

j@ﬁﬂ‘r : 0% (eonmmlashgan deduksiyva teoremasi).

'#;-r — {C.,C.h...‘,cﬁ}]—.A

. - [—i'ﬁ’u (C, = {C, > .(C, 2 A)..N

_"i:@{':"_. 5oy G bo'lsin. Teorema shartiga asosan

' o mingetdgtiligh, H,_ = H,_,,C,., bo'lgani
2 fasdigning to’gniligl kelib chiqadi. Bu

;. begremasini qo'llab, M, b=Co

v A" W

'_._._,.‘,u....—

'y

!
f :-.}:l:.] ]

-



4.5.6. VI qoida. (Kon'yunksiyani kiritish goidasi). 11~ 4 #I= 8

Hl-4 A8
Isbolti. Berilganiga ko'ra
H|-A4, t3)
H\~8. (9)
1A, B} formulalar majmuasidan A A B formulam keltitib chigarish
mumkinligi. va'ni $4, B}!—AAB (16)
ekanligini ko‘rsatgan edik.
Keltinib chigarishning 1 goidasiga asosan
H AB-AAB, (1)
ff, A|- B. {12}

Kellirib chigarishning 11 goidasidan foydalamb, (11) va (12) muno-
sahatlardan

H,A-AAB (13)

hamda (8} va (13} dan H'—A A B lan hosil gtlamiz. ®
4.5.7. VI goida {Diz’vunksivani Kiritish qoidasi).

H, 4-C; H,8]-C
H AvB]-C
Tsbhoti. M, A4-C. H ,B]- C shartlardan deduksiya teoremasiga
] - x
asosan Hl-4-C, (8
H~B = C (15)

formulalar kelib chigadi. 5
111 aksioma H formulalar majmuasidan isbollanuvehi formula sifatida

keltirib chigariladi, ya'ni
H~(A—>C) = (B> C) = (AvBC). (1)

{143, (15) va (16) formulalarga murakkab xuloss goidasini qo*[lab
H|—AvB—)C {17

formulani hosil gilamiz. Endi kelcirib chigarishning 1V goidasini qo‘llab
H,Av B|-C formulaga ega bo'lamiz. u
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4.6, Ayrim mantiy qonunlarining isbofi
Maniiq qommiari. Shartlarni o vin alauashiivish gonnne. Shartharn go winsh

qonuni. Shartlarni ujratish qoimen.

Deduksiya 1eoremasi bir gator mantiq qonunlarini isbotlashga yordam
beradi.

4.6.1. Asaslarni {shartlaroi) o'rin almashtirish gonuni.
Fxo2 2Ny —= (- (n
Isboti.H ={x—3(y =) »x} fonmulalar magmuasidanx =»(y > 2),
¥,X.¥ = 2,z keltirib chigatish hiosil bo'ladi. Demak, H dan z {ormula

kelib chigadi. U holds umumlashgan deduksiya teoremasiga 2s0san N
formulz isbotlanuvchi ekanligini hosil qilamiz.

Asoslami o'rin almashtirish gonunidan isbotlanuvehi formulalar uchun

(x —=(y—>2) -
ushbu asoslarni o’rin almashtirish goidast \-L ) kelils chiqadi.
<y —(x->2)
Llaqiqatan ham. agar Fx—=(y—>2) {2)

bo'lsa, u holda (1) va (2) formulalardan xulosa qoidasiga asosan
l-» = (x - z) formula hosil qlinadi. =
4.6.2. Asoslarni go’'shish qonuni.
Fx> (@222 (xAy—2z). 3

Isboti. H={x—>(y—>z),xAy} formulalar majmuasidan
X=(y—2z), XAY, XAY=>X, XAY—Y. X. ¥, Y>>z, 2
keltitib chigarish ofinadi. Bu esa K dan z fonmula kelib chigishini
anglatadi. Bu 0’z navbatida umumiashgan deduksiya teoremasiga asosan
{3) formulaning isbotlanuvchi ekanligini ko’rsatadi.

Asoslami qo'shish gonunidan isbotlanuvchi formulalar uchun wshbu

asoslarni qo'shish qoidasi 2 (7 > 2)) kelib chigadi. Hagiqatan
|—I S e
ham, agar
|-x = (y—2) (4)
bo'lsa, u holda (3) va (4) formulalardan Xxulosa qoidalariga asosan
|=x Ay — z ekanligini hosil qilamiz. m
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4.6.3. Asoslarni ajratish gonuni.
- (xay = (x >y {(5)
Isboti. /M ={x,v,xav— 2z} formulalar majmuasidan kehb
chigadigan X, y.v A ¥ — 2, x A v, 2 keltinb chigarishni garaymiz. Bunda
f formulaiar majmuasidan z formulaning kelib chigishi ko'rinib turibdi.
U holda umumlashgan deduksiya teorcmasiga asesan (3) formula
isbotlanuvehi ekanligiga ishonch hosil gilamiz,
Asoslarmi wratish qonunidan isbotlanuvehi formulalar uchun ushbu

|——I’A_1‘ — ’ .
asoslarnt ajratish qoidasi hosil bo’fadi. Hagigatan ham,
[-x = (y—2)
agar
—XA) =z (6)

bo'isa, w holda (3) va (6) formulalardan xulosa qoidasiga asosan
]— X = ()* — z) ekanligi kelib chigadi. »
46.4. |-x = (X — ).
4 b
Ishati. [, valV, aksiomalarda quyidagi J[ll} va I(IV‘) 0"miga
2 Nl
qo'yishiarni bajarish natijasida ushbu
x> (7o x), )
[~(Fox) (X7 (8)
isbotlanuvchi formulalarnt hosil gilannz. S
(7) va (8) formulalardan sillogizm goidasiga asosan |-x > y)
formula kelib chiqadi. Asoslarni birlashtirish qonunidan l'oydala.u.lb,
|F-xAX—>5 formulani hosil qilamiz. Tkki kamalik inkorni tushirish
qoidasidan foydalanib, [—xA.? — y formulags ega bo’lamiz. Bu yerdal?
asoslarmi ajratish qonunini qo’Hab, isbollanishi ketak bo’lgan (5) formulani
keltirib chigaramiz. m
465 |[-XAFo>xvy.

Isboti.lll; aksiomada z ning ©’miga fA_? ni qo'yamiz:
Fx s TAP) S ((r 2 EAF) vy 2XAT). &)

I1, va [I; aksiomalardan
LEAF - X, (10)
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i

O E—_—

i —-

FEAT > ¥ (D

formulalar kelib chigadi. (10) va (11} lormulalarga kontrpozitsiya

goidasini go’llab, ushba formulatarni hosil gitammz:
R (12)

-F S 3A¥. (3
Bu formulalarga ikki karrahik inkorni tushirish goidasini yo'llab,
quyidagi formulalarni keltirib chigaramiz:

. ——

x> ¥A¥, (14)
t__): S TA 1 (13)
Endi {9), (14) va (15) formulalarga murakkab xulosa goidasini go’llab,
lxv v FAY (16)

formulaga ega bo*lamiz.
Nihoyal, (16) formulaga avval kontrpozitsiya qoidasini va 50 ‘ngea kKl

Karalik inkorni Lushirish qoidasini go'llab, |-X A ¥ — xv 1 isbotlanishi
kerak buileanformalani bosil gilamiz. m
Muammoli masalo va topshiriglar

Jm Quyirta berilgsn B foromlalar majmuasidan |- belgidan so'ng
Jangan fommulalami kelticb ch1qar|sh mumkinligini ko* rsatmg
m*';‘-—'{A}|—B——>A B H={4— B.B > C)=. 1-—>
M C} C—-nj e) H = {4— B,B}|-4
.. ' H {A-—)B}l—AA( —)B;\C

&1 {5 C),




A XX y); Bl X% d) fA?—-);/j’.

4. Sharttarni o'rin almashtirish, shartlarni qo’shisk va shartlami
ajratisk goidalaridan foydalanib, quyidagilarning to’g'riligint isbotlang:

3 l-x > (y = x Ay, 1) f—(A >BAB—o 4,

d) |-4 = (4 8).

Mustagil ishlasft uchun savollar

1. Keltrib chigariladigan va ishotlanuvchi fenmulalar sinfi deganda
mimani tushunasiz?

2. Formulalar majmuasidan formulani keltirib chigarish goidasini
bilasizmi?

3. Kelirib chigarish (isbotlash) tushunchasiga berilgan ta’rifda
nechta shart itodalangan?

4. Keltirib chiqarishning ganday xossalari va asosiy goidalarini
bilasiz?

5. Deduksiya teoremasi bilan umumtashgan deduksiya tecremas:
orasida qanday farg bor?

6. Kon’yunksiyani Kiritish va diz'yunksiyani kiritish qoidalarini
ifodalay olasizmi?

7. Asoslarni (shartlami) o’rin  almashticsh qonuaini ¢anday
ifodalanadi?

8. Asoslarni qo'shish qonuni bilasizni?

9. Asoslami ajratish gopuni asoslami go’shish qonunidan nimasi
bilan farq qiladi?

10. Yuqorida ifodalangan barcha mantig qonunlarini ifodalay
olasizmi?

4.7. Mulohazalar algebrusi va mulohazalar hisobt erasidagi
munosabatlar

Mulohazalar hisobi formulasining giymati. Mulohazalar hisobi formulalar bifan
nutdohazalar algebrasi formulalari orasidegi munosabatiar. Umumgiymatii

Jormula, Aynan chin fornula. Keltirib chigarish hagidagi tecrema.

4.7.1. Mulohazalar hisobi formulasining qiymati tushunchasi.
Mulohazalar hisobi formulalarini xuddi mulobazatar algebrasi formulalari
sifatida qarash wmumkin. Buning uchun mulchazalar hisobi o'z-
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garuvchilariga mulohazalar algebrasi o*zgaravehilari singari guraymz,
ya'ni o' zgaruvchilar chin yoki volgron (1 voki 03 yivenat gabul giladi deb
hisoblaymiz.
A, vV, = va — amallarini mulochazatar aleebrasidagdek aniglaymiz.
Mulohazalar hisobining har bir formulasi, o'zgaruvchilar uning
ifodasiga ganday kirishidan qat’i nazar, 1 voki 0 giymat gabul qiladi
Uning qiymati mulohazalar algebrasidagi goidalar bo*yicha hiseblanadi.
Mulohazalar hisobi formulasining giymati tushunchasim aniglaylik.
4 - mulohazalar hisobi formulasi, x.X......x, lar esa A [ormula

ifodasiga kiruvchi o'zgaruvechilar (x, #x ) bo'lsin. 0.0, .., lar

2]

orgali mos ravishda x,.x,....x, o zgaruvchilarning giymatlarini beigilay-
miz, &, € E,={0.1}. (&,.0;.....ct,) vekior 2" ta giymatlar satriga cga.

O'zgaruvchilaming bitta giymallar satri uchun A4 formulaning qiymall
o'a . ( 4) ni quyidapicha aniglaymiz:

1. A formulaning eng katta uzunlikdagi qismiy formulasi X
bo'lgands, R, , . (X)) =, boladi.

2. Agar k+1 uzunlikdagi hamma gismiy formulalar aniglangan
bo'lsa,uholda 4, AA,, A vA A — A4, A amallarning bajarilishi

nanjasida olmgan k uzunhkdagl q15mly formu]alar quyidagi qiymatlarga
¢ga be‘ladi:

Raa o (A A4 }=Raa ok YA R, o (4,),

(11 VA )h (.A)VRau_., D,A(A})"
{A —A)=R, . u(A)_)R,u,..a,(Af}'
Ra,a: ..u,(A )= atz 4t (4).

naa_

Masalan, x, v X, —>Jt1 AX, formula x,.x,,x,,x, o'zgaruvchilarning

(0, 1, 1, 0) givmatlar satrida R, ,{x, vX, = x, AX;)=1 giymatga ega.
Hagigatan ham, bu formula quyidagi gismiy formulalarga cga:

x, vX,, x, AX, — birinchi uzunlikdagi gismiy formulalar,

X, VX,, x, AX, - ikkinchi uzunlikdagi qismty formulalar,

X,, Xy, X, —uchinchi uzunlikdagi qismiy formulalar,

x, — to‘riinchi uzunlikdagi gismiy formula.
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Buyerdan R, {x)=1, R,m,.,[.'f,}zam(.l',)= 0, R, nix)=1,
Rl‘u =0, Rum.-(x: AN )= Rmm('rz)/‘gmm{fi) =0,

-—

Rﬂlll’-('?-‘ ] = Rlll Ix‘l('}‘-wi) =, R,_,”u[.\'l) =0 H

RU[IU{“.K b4 'f.i ) = RI‘II |IT('T| }V RI.I| l'fl(fi ] = I ]

Rom,(-"-_.» AX)= Rn| |r,|(-r: Af})zl-

Ry o (X, v E 2 X, AT = Ryl V8 2 Ryl aX3) =1
ekanligini topamiz,

4.7.2. Nnlohazalar hisobi Dilan mulohazalar algebrasi orasid_agi
munosabatlurni aniqlovchi tasdiglar, Endi mulchazalar hisobi bilan
mulohazalar algebrasi orasidagi munosabattami aniglovchi teoremalarga
vt lemmalarga to*xtalib o' tamiz,

1- teorema. Muohasalar hisobidagi har bir isbotfamechi for-
mula wmulohazalar algebrasida aynan chin (avielogiva, umumgivmaili)
Jormnede bo ludi. ;

Isboti, Teoremani isbot gilish uchun quyidagi uchta holni ko‘rib
chiqishpa to g 1i keladi: s

1) mulohazalar hisobidagi har bir aksioma mulohazalar algebrasidagi
aynan chin formuladir, .

2} aynan chin formulalarga o'miga go'yish qoidasini ‘I°‘"f'5h nai-
jasida hosil gilingan tormulalar ham aynan chio fermulalac bo‘iadli '

3} aynan chin fonnulalarga xulosa qoidasini qo'llash natijasida bosil
gilingan formulalar ham aynan chin formulalar bo'ladi.

1) helning isbeti. Mulohazalar hisobi aksiomalarining aynan

chinligini isbotlash uchun chinlik jadvalidan foyda- — TRET7
lanamiz: = T
a) ifodasida bitta o'zgaruvchisi bor aksiomalar — : 1 :
b) ifodasida ikkita o*zgaruvchisi bor aksiomalar — [ ¢
X ¥ 1 1 1L fil, T W,
| | I 1 1 I 1 1
[ 0 1 % ] } 1 1
0 | | ] 1 L ] !
0 0 | | i ) | |




d) (fadasida uchta o' zgaruvchisi bor aksiomalar -

X v z T A n,
\ ! 1 i I 1
1 1 0 ] ] 1 N
i 0 1 ! 1 F
R e - RN N T
a l I 1 ' 1
0 ! 0 el 9 1
0 ] 1 [ ) e N
0 0 0 1 1 I
1) hol isbot bo*1di.

2) holning ishoti. Avvat quyidagi lemmalarni isbot gilanmiz.

1- lemma. A va 8 formulalarning ifedasiga kiruvchi hamma
o'zgarwvchilar X, X, %,.X va bu o'zgaruvchilarning ixtivoriy qiy-
matlar satri €,,0,,....0 & bo'lsin. Agar Ru,an.u,.a{B):uB bo ‘sa, u

R
holda R.,..,.._,,,,,{jt,43]= Rew, o Bt bo'ladi
1- lemmaning isbetini, formula twzilishini hisobga oigan holda.

induksiya metodi bilan amalga oshiramiz.
a) A formula xdan farg giluvehi x, ofzgaruvchi bo‘lsin. U holda

8 a
Rﬂuﬂ:-ﬂ-ﬂ (x:)ex, j (x)=x, Rﬂ.az»u*"[l (A)]= - Rﬂﬂ:-.a,JB(A) =a,.ya'ni
lemmaning tasdig’i o' g ridir.

i)
b) A formula, x esa o‘zgaruvchi bo'lsin. U holda J(A) o‘rmiga

&
qo‘'yish Bni beradi va Ra,a:___anu[l( A) J: L e NS B

munosaballami olamiz, ya'ni lemmaning tasdig'i bu holda ham o’ g ndir.
d) A=A *4, hamda 4, va 4, formulalar uchun lemmaning

sharilari bajarilsin. U holda A formula uchun lemma tasdig'ining
to‘g'riligi quyidagi tengliklardan kelib chiqadi:
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,f,[f(z‘f)] e ,.,_{,[j(.-f,*A_,)J:

= Rios [Im* [(4:) ]— ,,,,[jm]*ﬂm ”[Ju,)]

5 quf{-_ L, ﬁ{ ‘I;I ) Ru_.:. ﬁ‘ ‘4 ) Rc‘ oy, ﬁ(“;l v AZ) = Rﬁ.ﬁ;nﬂ, ﬁ(/{) .

A= 4 be'lgan kol wuchun ham 1- lemmaning tasdig'i yugondagidek
ishotlanadi. i- lesnma ishatlandi.
- teorema tasdig'ining 2) hol uchun isboti quyidagi lemmaga
layanadt.
2- lemma. 4 - berilgan formla, x -~ o'zgorwvchi, B ~
mudohazatar hisobining istulgan formulasi bolsin. Agar A aynan chin
L)

Jormula baIsa, 1 holda I(A) formiuda ham aynan chin fornula bo 'ladi.

2- lemmaning isbeoti. x,x,,.,x,,x lat A va B formulalar

tfodasida ishtirok etuvchi o*zgaruvchilar bo'lsin. O'zgaruvchilaming ham-
2

&) qivmatlar satrida I(A) formula chin qiymat

]
ma 2™t (@, 0 .., O

o=

8
qabul gilishini ko*rsatish lozim. j‘ (A) fonnula aynan chin formula emas

\

deb faraz gilamiz, U holda shunday (cc’,2),....a°,&°) qiymatiar satr
loptlib, R ht g ‘.[j(A)] 0 bo‘ladi. Bundan o'z navbatida lemma sharti-

gaasosan R , , ., .3(4)=0 ekanligini topamiz. Ammo bu A ning aynan

AL o
chin formuia ckanligiga ziddir. Demak, hamma qiymatlar satrida ,[(A}

formula chin giymat qabul giladi va u aynan chindir. 2-lemma isbot bO' Idi.
1- teoremaning tasdig'i 2) hol uchun isbot bo‘idi,
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1- worema tasdigiining 3) hol uchum isboti quyidagi lemmags
layanadi.

3. temma. dgar C va C = 4 formulaiar avnan chin bo'lsa. it
hofda A ham aynan chin foruda bo lads.

3. lemmaning isboti. x,,x,,....x, lar ' va 4 formulalar ifodasiga
kiruvehi o'zgaruvchilar bo'lsin. .4 - aynan chin formnla S deb laraz
qilamiz. U holda o zgaruvchilaming shunday (0’1 O ) giymatlar

satri mavjud bo'ladiki, R $30s s (A) =0 bo'ladi. Bu )'crdan

u'.'(C =7 AJ = Ra:"cz';’ ol (C) = Rr;."r;'.“...rx'_' (A] sl'<s0=0

ekanligi kelib chigadi. Bu natia C — A4 formulaping aynan chin

ckanligiga ziddir. Bu garama-qarshilik. 4 aynan chin formula ckanligin
isbotlavdi. 3- lemma isbiot bu'ldi. =

2- teorema (kelirib chz‘qari.sh hagida). A -mudohazolar
hisobining biror formulasi: x,, x, — A formuda ifodasiga kirnivehi

o zgaruvchilar va o,,C,.....(, ozgamvdufaf wing ixtivoriy qiymatiar
satri bo'lsin. H orqali chekli formrdalar majmnosini helgilaymiz. Agaor
o | X o, =1bo'iganda;
(G {z. &, =0 bo'lganda,
bo'lsa, w holda H = {x" , x",.... X" } fornndalar majmuasi uchun:
) R, o {A)=1 bo'lgon holda H|-A4;
2) R, o (A)=0 bo'lgan holda H l—] ho‘ladi.

2- teoremaning isb o tini formula tuzilishiga garab induksiya metodi
bilan bajaramiz.

Baza. 4 formula fagat x, o‘zgaruvchidan tashkil Lopgan bolsin.

a) Agar R, . . (x)=a, =] bo'lsa, u holda x,.1—x, yoki X" |- X,
ya'ni x;" |—A Demak, H]— A

b) Agar R,, , (x)=0, =0 bo'lsa, uholda X|-% yoki x, -
ya'ni x*|-4 . Demak, H|-A4
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Induksion o'ush. Furaz qilaylik. B, va B, formulalar uchun teoréma
sdig’i W' g'ri deb qaralgan holda, 4 formula quyidagi to'rt ko'rinishning
biri bo'lsin: 1. B, A B,.11. B v B, 1. 8 — 8,,1V. B,

Har bir holni 2lotnda ko®rib o“tamiz.

[ A fonmula B, £, ko'rinishga cga bo'lsin,

a) Agar R, (B aB,)=1 bo'lsa, u holda R, o (B}=I va

e o AB:) =1 kelib chigadi. Bundan, qilingan farazimizga ko'ra,
Hi-B, va H ]— £, . Bu yerdan o‘z navbatida kon'yunksiyani kiritisi
goidasiga as -8B AB., ya'm H|-—A hosil be'ladi.

L) Agar R, (B, AB,)=0bolsa, uvaqda R, (5)= 0 yoki

Rewvon. {5y )—G; bo'ladi. Musalan, R, . . (B)-O ho Isin deylik, u

holda larazimizga Ko'ra

H|-B, . )
I, aksiomaga ko'ra |~B, AB, — B,. Bu yerdan kontrpozilsiya

qoudastga asosan

I-B, -3 B, A B, (2)
kelib chigadi. (1) va (2} formulalardan xulosa qoidasiga esosan
H|-B, ~ B, ui hosii gilamiz, ys'ni Hj-4.

{I. A formula B, v B, ko‘rinishga ega bo'lsin,
a) Agar R,, , (8 vB,)=1 bo'lsa, u holda hech bo'lmaganda

Rome o (B)=1 yoki R, , (8;)=]boladi R,&_.R_(B,)-l bo*lsin,

u holda (arazimizga ko‘ra

H|-8,. (3)

1

I11; zksiomaga asosan esa
|-3, — B, v B, (4)

kelib chigadi. (3) va (4) fonnulaiardan xulosa qoidasiga asosan
H|- B, v B, ni hosil gilamiz, ya'ni H|- 4
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b) Agar R, . (B v B)=0 bo'lsa, u holda R, L (B)=0 va

Rya. o (B,)=0 bo'ladi. Bu yerdan H|-B, va H|-B, kelib chiqadi
O‘z navbalida kon yvunksiyani kiritish qoidasiga asosan

HI-B, A B, {5)
ga kelinadi. Isbottanuvchi formuladan foydalanib,
|-B,AB, - B, v B, (6)

ni olamiz. {3) va (6) formulalardan xulosa qotdasiga asosan
H|-B, v B, ni hosil gilamiz, ya'ni H|-A.

Ill. A formula B, — B, ko'rinishda bo’lsin.
a) Agar R, (B —B8)=1 bo'lsa, yo R, (B,)=0, yoki
Rala]qﬂ‘ (8,)=1 bo'ladi. Masalan, Ralu:_ o~ (B,)=0 ho'lsa, u holda
H 1—§, (7
ni hosil gilamiz.
Isbotlanuvchi formuladan foydalanib !-Bl —{B, — B,) formulani
topamiz. Bu fermuladan aseslarning o'rin almashtirish goidasiga asosan
|-B, - (B. - B,) (8)
formulani hosit gilamiz. (7) va (8) formulalardan xulesa goidasiga binoan
H|~B, — B, formulani yozamiz, ya'ni I{ —> 4.
Agar R, . . (B,)=1 bo'lsa, uholda
H]-Bz. (%)
1, aksiomadan foydalanib,

1—-32 - (B, = B,) (10)
formulani keltirib chigaramiz, (9} va (10) formulalardan xulosa qoidasiga
ko'ra H|— B, — B, kelib chigadi, ya'ni H]— A.

b) Agar R,, . (B, — B,)=0 bo'lsa, u holda Rogroa (B)=1 va
R, .z, (B5) =0 bo'ladi. Bu yerdan Hi-B,, (11)
H|- B, {12)
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ckanhgi kelib chiqad. Isbotlanuveh formula la’rifiga asosan
[-(B, = 8,) > (8, > 8,).
Bu formuladan asoslarning o*rin almashtirish geidasiga ko‘ra
|- B, = ((B, — B,)—> B,) (i3)

:;Qrmu]ani keltirib chiqaramiz. {11) va (13) formulalardan xulosa goidasiga
inoan

H|-((8, = B,) = B,) (14)
ni hosik qilamiz, o‘z navbatida undan kontrpezilsiya goidasini qo*llab
-8, = (B, B,) (15)

formulani keltirib chigaramiz. (12) va (15) formulalardan xulosa goidasiga
asosan H|—(_6',TB:} formulaga ega bo‘lamiz, ya'ni Hl—- A

V. 4 formula El ko*rtnishga ega bo'lsin.

a) Agar R, .--,,(§|)=] bo'lsa, u holde &R, ., (8)=0 bo'ladi.
Demak, HJ—E,ya’ni H'—A.

b) Agar R, _a"(f—?,) =0 bo'lsa, u holda R, . (B)=1 bo'ladi va
bundan H|- 8, (16)
kelib chigadi. IV, aksiomadan foydalanib -

Hl-8 - B, (17)
formulani yozamiz. {16) va (17) formulalardan xulosa qoidasiga asosan
H’—E ni, ya'ni H[-EI ni hosil gilamiz. m

3- teoarema. Muivhazalar algebrasining har bir aynan chin

Jormulasi mulohozalar hisobida isbotlonevehi forpinta bo 'lad).
Isbati. A {formula lcorema shartiga asosan aynan chin formula

bo‘lganligi uchun R, . . (4)=1.Bundan 2-teoremaga asosan
H |-4 (18)

kelib chiqadi, bu yerda H, = {x" ... x,"} .
(0.05,...,x,) qiymatlar satrlarining soni 2." ga teng bo‘lgani uchun
(18) formula hamma 2" 1a qiymatlar satrida bajariladi.
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BN Hepmm S us®, .., xle )

bo'lsa, u holda. ravshanki. &f, .
s va [, f,,[—.-!l bo'ladi. Diz'yunksiyani Kiritish qodasiga
asosan bu haida A, . ¥, v T,|- 4 bo'ladi. Ammo x, v T, isbotlanuvehi
formula bo'lganligi uchun wni A, x, v ¥, fonunulalar majmuasidan
olib tashlash mumkin. Demak, ff__ [— A.

Xuadieehn -~ kabil “ 2L, =[x a0 H.,

H, ={x"} formulalar majmualati uchun kewma-ket H _|J-4,

Ho - 4. H-A4, H]- 4 ckaoligini isbotlash mumkin. Ma luniki,
H = {J’f"}|— A munosabat @, =1 va ¢, =0 hollar uchun to'g ridir.
ya'ni X||‘-A va 51]—.-'1. Bu verdan diz'yunksivani Kiritish qoidasiga
asosan x, v f,]— A ga ega bo'lamiz. Ammo x, v X, isbotlanuvchi formula

bo'lgani uchun uni tashlab yuborish mumkin. Shunday qilib, @l—r‘!-
Demak, A isbotlanuvchi formuladir. m

Muanunoli musala va topshiriglar

1. A=Xx;vx, = x, formula handa o‘zgaruvchilaming (0.0, 1)
va {l, 0,0) qiymailar satrlari berilgan. 4 va A formulalarni mos
formulalar majmuasidan keltirib chiqaring.

2, A=xivx, > x3 formula hamda o‘zgaruvchilaming (1. 1, 1},
(4,0, 1) va (0,1,0) qgiymatlar sawrlari berilgan bo'lsa, 4 va A
formulalami moes formulalar majmuasidan keltirib chigaring,.

3. A={xv y) = x Az formula hamda o‘zgaruvchilaming (1, (}, 0),
{0,1,}) va (0,1,0) qivmatlar satrlari benilgun bo‘lsa, 4 va A
fonnulalarni mos fonmulalar majmueasidao kelinb chiqaring.

4. Umumlashgan deduksiya teoremasidan foydalanib, quyidagi for-

mulalaming isbotlanuvehi va ular mulohazalar algebrasida aynan chin
(tavtalogiya) formulalar ekanligini isbotlang:

Ay{x-= =2 ({(r-oz2)->Ex—-2))
b) (x 2 )2 (xvz=yvi);
x>y =2{(z=2x)>2z-1).
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5. vy, oxoaAx;, formula x,x,,x,x; o'zgaruvchilarning

(0,1, 1.0y yiymatlar satrida R, ,.(x, vX, 2 x, AX,)=1 giymatga ega
ckanligini isbatlang.
Mustaqit ishilash uchun savollar

1. Mulohazalar hisobi formulasining qiymati deganda nimani tushu-
nusiz?
2, Mulohazalar algebrasi va maulohazalar hisobi orasidagi muno-

sabatlamni bilasizimi?
3. Umumgiymatli va aynan chin formulalarga bog‘hy ganday tasdig-

larni bilasiz?
4, Keltirib chigarish hagidagi tcorema ganday isbotlanadi?
5. Mulohazalar hisobidagi formulalar bilan mulchazalar algebra-

sidagi formulalar orasida qanday munosabatlar bor?

4.8. Mulchazalar hisabida yechilish, zidsizlik, to*liglilik va erkinlik
muammolari
Yechitish, zidsiziik, o ligtilik va erkinfik muammolart. Aksiomatik nezariya.
Tow ina ‘noda, keng ma 'noda to 'tiq aksiomatik nasariya, Erkin aksioma. Erkin
aksivmalar sistemasi. Teug kneldi fornmidatar,

Har ganday aksiomatik nazariyani asoslash uchun yechilish, zidslzlik,
to‘liglikik, erkinli% mupammalari deb ataluvchi o't muammeni hal
qilishga (o'g'1i keladi.

4.8.1. Mulohazalar hisobining yechilish muammesi. Mulobazalar
hisobidagi berilgan ixtiyoriy formulaning isbotlanuvchs yoki ishotlanuvchi
emasligini aniqlab beruvchi algoritmning mavjudiigini isbollash muam-
mosi mulohazalar hisobining yechilish muammosi deb atatadi,

1- teorema, Mulohazalar hisobi uchun yechilish muammosi hui
gilinuvchidiv (yechibuvchidir).

Isbotl. Oldingi paragrafda ta’kidlanganidek, mulohazalar hisobining
istalgan formulasiga mulohazalar algebrasining formulasi sifatida qarash
mumkin. Demak, bn formulaning mantiqiy giymatini o‘zgaruvchilaming
istalgan giymatlar satrida aniglash mumkin.

A — mulchazalar hisobining ixtiyoriy formulasi, x;,%,....X, tsa 4
formulaning tfodasiga kiruvchi o' zgaruvchilar bo'lsin.

R, q, o (A4) qiymatini hamma 2" ta (04,0,,.,&,) giymaliar satrida

hisoblab chtqam:z Agar hamma qiymatlar satrida R, , () =1 bo'lsa,
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n halda A4 formula aynan chin bo'ladi. Demak, ushbu bobning 8-
paragrafidagi 3- teoremaga asosan A4 nwlohazalar hisobining 1sbot-
lanuvechi formulasi bo Iadi L

Agar shunday (o) 0’, 0 Y qrvmatlar satri topilib, R, s {A)=0
bo'lsa, u holda .4 aynan chm formula ba*lmaydi, C3.I1umm_ uLhun ushbu
bobning 8-paragrafidagi 1- teoremaga asosan 4 ishotlanuvehi emas
formuladir.

Shunday qilib, mulohazalar hisobining istalgan formulasim isbotla-
nuvchi yoki isbotlanuvchi emasligini ko'tsawvehi vugaorida bayon ctilgan
algoritm mavjud vkan. Demak. mulohazalar hisebs algoritmik yechiluvchi
nazarivadir.

4.8.2. Mulohazslar hisebining zidsiztik moammoansi.

[- ta'rif. Agar muiohazalar hisobining ixtivoriy A va 4
formulalari bivgalikda isbotlunuyvchi foradatar bo 'tmasa, 1 hofda bundeny
mulvhazalar hisohr ziddiparsiz aksiomatik nazariya. aks holda esa Zid-
diyatga ega bo‘lgan aksiomatik riazariya deb atafadi.

Demak. ziddiyatsiz mulohazalar hisobida .4 va A4 birgalikda shot-
lanun chs formulalar bo'la olmavds.

Mulohazalar hisobida zidsizlik muaminesi quyidagicha go'yiladi:
berilgan mulohazalar hisobi ziddiyatlini yoki ziddivatsizmi?

2- tearema. dgar mulchazalar hisohida ishotlanuvehi A vo A
Jormulalar mavindligi aniglansa. w holdu bu mulohazalur  hisobida
isialgen B formuyla ham isbotlamnchi formula bo ladi.

1sboti. Bundan keyin har qanday isbotlanuvehi formulani R va
R = F bilan belgitaymiz.

I. Avval har qanday & formula uchun l— B—-R (1)
formulaning isbotlanuvchi ekanligini ko'rsatamiz. Haqigatan ham. |
aksiomadan o‘'miga qo*yish natijasida

|-R = (B —R) (2)
ni hosii qilamiz. Ammo shartga ko'ra R ilsbol.lanuvchi formula. ya'ni
-R. (3)

U holda {2) va (3) formulalardan xulosa qoidasiga asosan (1) [or-
mulaning to'g*riligi kelib chigadi.
2. Endi har ganday B uchun
-F—B8 4)
formulaning isbotlaauvchi ekanligini ko'rsatamiz, Hagigatan ham, IV,
aksiomadan o'rniga qo‘yish natijasida
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~(F = RY>(R - B) (5)
tormula kelib chigadi. Ammo ishotlaganimizga asosan
[~(B — R). (6)
O°z nuvbalida (6} va (3) dan xulosa qoidasi&a bincan
~R = 5) (7

formulant hosil yifannz. kki kacralik inkor amalini tushirish goidasidan
foydalamib va R ni F bilan almashtiriisa, !—F -» B farmulaga ega
ha’lamiz, ya'ni {4} isbotlanuvchi formuladir,

3. Har ganday A uchun |— ArA = F (8)

formula isbotlanivehi ekanligini ko'rsatamiz. Haqiqalan ham, I, va IV,
aksiomalarga asasan quyidagilar isbotlanuychi formulalar bo*ladi:

[~A=(R—4), (9)
|-(R = )= (4> F). (10)

(9) va (10) lardan sillogizim goidasiga binoan I—A — [; — ) formu-
lani kellidb chigaramiz. Bu formuladan asoslami birlashtitish qoidasini
gollasl natijasida ]—A — A4 — F lonnulaga kelamiz, ya'ni (8) ga ega
bo’lamiz, (4} va (8) dan sillogizm qoidasiga asosan

-AnA R on

formulani hosil gilamiz. Ammo leoremaning shartiga ko‘ra |- 4 va I—}.

uholda |-4 A A . Demak, B isbotlanuvehi formula bo‘ladi. m

3- teorema. \Mfohazalar hisobi ziddiyaisiz nazariyadir,

1sboti.Mulchazalar hisobida 4 va A birgalikda o'zida isbotlanuv-
chi bo'ladigan hech qanday 4 formula mavjud emasligini ko‘rsatamiz.

A mulohazalar hisobining ixtiyorty formulasi bo'lsin. Agar A
isbotlanuvehi formula bo'lsa, v holda ushbi bobning 7- paragrafidagi -
teoremaga asosan A4 aynan chin formuladir va, demak, A aynan yolg'on
formula bo‘iadi. Shoning uchun ham 4 isbotlanuvchi formula bo*lmaydi.

Demak, A va A bir vaqgtda isbotlanuvchi furmulalar bo'la almaydi.
Shuning uchun ham mulohazalar hisobi ziddiyatga ega emas. &
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4.8.3. Mulohazalar hisobining 1c*liglilik muammeosi.
- ca'rifl. Mulohazalar hisobining oksivmalar sistemasiga shn
hisobning bivor ixtiyoriy isbotlwmmmawlizon formlasini yangi aksioma
sifatida qo shishdan hosil bo ‘ladigan aksiomalar sistemasi ziddiyatee aga
bo'lgan muinhizalar hivobiga olib kelsa, bunden: mulohazalur misobiga tor
ma’noda to*liq aksiomatik nazariva deb ataludi.

3- ta’vif. Mar qanday mynan chin formulusi isbotlammvchi formuda

bo tadigan mulohoralar hisobiga keng ma’noda to'lig aksiomatik
nazariya deb atuladi,

Cemak, mulohazalar hisobitting to'liqlilik muammosi ikki savolga
javab wpishdan iborat:

1) yanpl aksioma sifatida biror isbotlanmaydigan formulasini
*aksiomalor  sistemasiga  qo'shish  natfjasida mwulohazalar
kengaytizish. numkinmi yoki yo‘qmi?

9) mulohazalar algebraqmmg har ganday aypan chin tfonnulasi
] mulohazalar hisobida isbotlanuvchi bo'ladimi yoki yo'qmi?

Bu savollarga javobni quyidagi tecremalardan ofish mumkin.

fusebimi

4- teovrema. Mulohazalar hisebi tor ma'noda to ‘ligdir.
H Isboti. 4 mulohazalar hisobidagi ixtiyoriy isbotlanmaydigan for-
I mula; x;,X;,..., X, esa 4 forroula tarkibipa kiruvehi o‘zgaruvchilar bo‘lsin.

A isbotlanmaydigan formula bo‘lganligidan u aynan chin formula
‘emas. Demak, x,,%,,..,x, o‘zgaruvchilaming shunday «,,«,,....¢,
Giffnatlarsatd mavjudki,

F ul ' '&%H—é’, (A(*uuxl«?!“-"’:'n)) =0 (2>

B*Bga, <R v 15k Xi»Xq 4 X, 0°2garuvchilarga bog'liq ixtiyoriy aynan
‘ﬁﬁ.ﬁ;wﬁjﬂﬂ%ﬂs)ﬂ 48"-’“'8.: sy BO¥ majimuani garaymiz, bu yerda

da : v B,, @ =1 Bo'lganda,




{12y {ormulaning aynan yolglon fermula ekamligini ko‘rsatamiz.
X, X5 X, @' zgaruvchilarning ixtiyoriy ©,.0,,....0, giymatiar satrini

olamiz. £,.8,.... B, ftormulalar aynan chin formulalar ekanligidan

R, +. «{B,)=1 bo'ladi. U holda R, aﬁ_ﬁ(g}fl-)zai o'rinli, Demak,

&,
Ron. o AR, B} v B ) = Ala, 0. 50, J= D

Bu yerdan A(A, By"...., B/ )ning aynan chin formula ekanligi kelib

chiqadi va u ushbu bobning 7- paragrafidagi 3- teoremaga asosan
isbotlanuvein formula bo'ladi.
Ikkinchi tomondan, agar mulohazalar hisobining aksiomalari gatoriga

A{Xx., ¥y, x, ) Tormutani yangi akstoma sifalida qo*shsak, u holda hosil
bo'lgan yangi mulohazalar hischida bu formula aksioma bo*lganligi uchun
ishotlanin chi tormula bo'ladi. Shu vagtning o‘zida yangi mulohazalac
hisobida 48 A#%,..., 8 ) fonnula ham isboilanuvchi formula bo‘ladi,
chunki u isbotianuvchi formuladan o'rniga go'yish goidasi yordamida
hosit qilingan.

Shunday gilib, vangi mulohazalar hisobida ikkita 4(8", B ..., 8)
va A(B",B7....,B.") isbotlanuvehi formulalarga ega bo‘lamiz. Demak,

yangl mulohazalar hisobi ziddiyatga ega bo‘lgan aksiomatik nrazariyadir,
Bu yerdan uning tor ma’noda to'ligligi kelib chigadi. =
5~ tearema. Mulohazalar hisobi keng ma’noda to ligdir.
Isbati. Ushbu bobning 7- paragrafida (3- teorema) mulohazalar
algebrasining har bir aypan chin formulasi mulohazalar hisobida ishot-

laruvchi formula ekanligi isbat gilingan edi. Demak, mulohazalar hisobi

keng ma'noda to‘ligdir. m

4.8.4. Mulohazalar hisobi aksiomalarining erkinlik muammosi.
Har ganday aksiomatik hisobda aksiomalaming erkinlik masalasi, ya’ni
biroria aksiomani sistemaning golgan aksiomalaridan keltirib chigarish
qoidasi orgalt hosil etish mumkinmi yoki yo‘qmi degan muammao mavjud
bo‘ladi. Agar biror aksioma uchun bu masala ijobiy hal etilsa, u holda bu
aksioma sistema aksiomalari ro‘yxatidan chigarib tashlanadi va mantigiy
hisob bu bilan o‘zgarmaydi, ya'ni isbotlanuvchi formulalar sinft o'z-
garmasdan qoladi.
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4- ta'rif. dgor biror aksiomani wdohazatar hisobining gqolgon
aksiomalaridan keltivib chigavish numnkin bo tmasa, 1 hotda b aksivma
shi mudohazalar hisobining boshga aksiomalavidan erkin aksiomu deb
ataladi,

5- ta'rif. dgor mulohazalar hisobi oksiomalar sistewmasining har
hir aksiomasi erkin bo'lsa, n holdu nndohazalar hisobining aksiomalar
sistemasi erkin deb oraladi.

6-tearema. Mdohazalur hisobining cksiomealar sistemuasi evkindir,

Isboti. 4 mulohazalar hisobining ixtivoriy aksiomasi bo'lsin, Bu
aksiomaning crkinligimi isbotlash uchun mulvhazalar misobiga nisbatan
quyidagi usulni qo'llaymiz: mulchazalar hisobi o‘zearuvchilarini ¢ yoki
f§ giymat qabul giluvehi o'zgaruvehilar sifatida qaraymiz. Bu yerda &
chin, B esa yolg'on rolini o*ynaydi.

A, Vv, = — amallami quyidagi uchta shart o'rinli bo'ladigan qilib
aniglaymiz:

1) A aksiomadan tashqari sisternaning hamma akstomalari tarkibidagi
o'zgaruvchilaming barcha qiymatlarida fagat & giymatni gabul qilsin;

2) A aksiomadan Dboshqa, aksiomalar majmuasidan  keltirib
chiqarilgan har qanday formula ham tarkibidam o'zgaruvehitarning baicha
qiymailarida fagat & giymatni gabul gilsin;

3) A aksioma tarkibidagi o‘zgaruvchilaming ayrim giymatlarida f3
giymatni gabul qgilsin.

Agar A akstomaga nisbatan yugorida keltirilgan interpretatsiya
(izohlash) o'rinli bo‘isa. u holda 4 aksioma boshqa aksiomalardan erkin
ekanligi kelib chiqadi. Haqigaidan ham, agar 4 aksiomani mulohazalar
hisobining boshqa akstomalaridan keltirib chigarish mumkin bo*lganda
edi, u shartlarning ikkinchisiga asosan tarkibidagi o'zgaruvchilaming bar-
cha qiymatlarida faqat @ qiymatni qabul qilib, bu gsa 3-shartga zid bo'-
lardt. Demak, 4 aksiomani mulohazalar hisobining boshga aksiomalari-
daa keltirib chigarish mumkin emas va u sistemadagi erkin aksiomadic. m

O'zgaruvchilarining o‘miga ulaming ayrim giymatlari qo'yilganda
ham formulalar ma’noga ega deb kelishamiz. Masalan, 2 A J . £ = 4.
& = {f -3 o} va boshqalar.

6- ta'rif. Tarkibidagi o'zgaruvchilurni ¢ ya [ bilan alnash-
tirganda bir xil givmat gabul gituvehi A va B formulalar teng kuchii
Sforndatar deb ataladi hamda bu A = B ke 'rinishda yoziladi.
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Tenglik belpisi A, v, — mantigiy bog'lovchilarga nisbatan sustrog
bog' laydi deb hisobiaymiz.

Endi I} aksiomaning erkinligim ishutlaymiz Buning uchun kon'yunk-
siyadan tashqari (olgan hanma mantigiy amatlarmni xuddi mantiq aigebra-
stdagidek va kon'yunksiya amalini x A ¥ =) tenglik orgali aniglaymiz:

T x STy S Xo¥ [ XAY
L@ £ @ (o @ i &
,{}' o | 'es }f 178 /5’ ﬂ
g o @ e« @
21 7.5 g A=y

Ushbu interpretatsiya uchun yugoride keltirilgan uchta shartning
bajarilishini ko'rsawamiz.

I, aksiomadan t(ashgari mulohazalar hisobining qolgan hamma
aksiomalari o' zgaruvehilaming barcha giymatlarida & qiymat gabul giladi
(bu holni chinlk jadvali orgali ko rsatish mumkin).

Hagigatan ham [, Il va 1V guruh aksiomalarida kon'yunksiya amalt
qamastmaydi. Qolgan mantigiy amallar xuddi mulohazalar algeb-
rasidagidek aniqlangan.

Mulohazalar algebrasida bu formulalar aynan chin fonnulalar bo®lga-
nidan, ushbg interpretatsiyada o'zgaruvehilaring barcha qiymatlarida uiar
& giymat qabul giladi.

{I,. l; va II; aksiomalami ko'raylik.

il va 1l; aksiomalar qabul qilingan interpretatsiyada y—y
formulaga teng bo'ladi va x =, y=u qiymadarda 8 qiymat qabul
qiladi, ya'nt hech gachon & qiymat qabul gilmaydi.

Endi aynan & ga teng formulalardan keltirib chigarish qoidasiga
asosan hosil gilingan formulalar ham o ga tengligini ko'rsatish qoldi,
ya'ni 2- shartning bajarilishini ko‘rsatish kerak.

Cldingi paragraflurda aynan chin formulalarga o‘miga qo'yish va
xulosa qoidatarini qo‘llash natijasida chiqarilgan fornmulalar aynaa chin
formulalar bo‘lishi ko‘rsatlgan edi. Demask, 2- shart ham bajaniladi.
Shunday qilib, mulohazalar hisobming U, aksiomasi erkin aksiomadir.

Xuddi shu sxemadan foydalanib, nitohazalar hisobining L I1. IIT va TV
guruhlaridagi har bir aksiomaning crkinligini ko'zsatish mumkin. Demak,
mulohazalar hisobining aksiomalar sisiemasi erkindir.
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Muammoli masala va topshiviglar

1. Af(x) va B(x) ixtiyoriy fomuialar bo'lsin, Quyidagi Turmu-

Jalarning gaysilari 4{x) = B{x) formulaga teng kuchli formula boli-
shini aniglang: - . I
a) A(x)v B{x), b) Al{x) v B(x): d) A(x) — Blx):

c) B{x) = A(x}; 1) A(x) A B(x): a) A A B(x):

h) B(x) = A(x).

2. Mulohazalar hisobining 1, 1L Il va 1V guwuhlandugr har bir
aksiomaning erkinligini ko"rsaling.

Maustaqgii isirlash wuchun savollar

1. Mulohazalar hisobining yechilish muammosi deganda nimant
tushunasiz?

2. Nima uchun mulohazalar hisobi uchun yechilish muammosi hal
qilinuvchidic?

3, Aksiomatik nazariya nima?

4. Ziddiyatsiz nazariyaga misol keliira olasizmi?

5. Mulohazalar hisobi ziddiyatsiz nazariya bo*la oladimi?

6. Mulohazalar hisobining to'ligtilik muammosini bilasizni?

7. Nima uchun mulohazalar hisobi tor ma‘'noda ham, kKeng ma noda
ham to°lig?

8. Nima uchun mulohazalar hisobining aksiomalar sistemasi erkin?

9. Qanday formulalar teng kuchli formulalar deb ataladi?
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ASOSIY BELGILASHLAR

Kitahda guyidagi asusiy belgilashlar gabnl gilingan.

N natural sonlar 10°plami,

Z - butun sonlar to*plami,

R - hagigiy sonfar 10*plami.

 —bo'sh o plam.

U - universal to'plam.

IA‘ A o' plamaing quu vanj,

LJ - birlashma belgisi,

[ —kesishma belgisi.

A\B - A o'plamdan B to'plamini ayirish nartijasida hosil bo'lgan 10°plam,
An ~ A two'plamni B twplamgacha to'Mdinivehi to*plam,

A-A lo'plamni U universal 10° plamgacha 10* Idiravchi 1o plam,
2'4 - A w0'plam uchun bulean,

R, -~ N la clemenili to'plam uchun o' rin almashtirishlar soni,
A” - nwekmentdan 77 wdan o'rinlashtirishiar soni,
C: — N 1. clementdan M2 tadan gruppalashlar soni,

C,(nl,nz,...,n*] ~ R 1z komponentali kertej uchun takrorli o'rin aimashticshlar
sont (Al + N, .. +H, = H),

-n
A, - matorli elementiardzn 777 tadan takrorli o' rinlashtirishlar soni,

C T ~ 1 1a elementdan 727 tadan taksorki groppalashlar sont,

Bln, k) - go'shiluvchilar tartibi ¢'liborea olingan holda naturai A7 sonning 4 1
qo'shilevchilarga ba’ lzklanishlari soni,

B(n) - go'shiluvchilar tartibi ¢'borga olingan holda natural 1 sooning kia
qo'shilevehilarga barcha bo'laklanishtarni soni.

R(n,k) - go'shiluvchilar ractibi ¢'tiborga olinmagan holda natural 72 senning k1a
qo'shiluschilarga bo’laklanishlari soni,

R{n) - qoshituvchilar 1anibi ¢tiborga olinmagan holda natural 7t soaning baccha
bu*lakianishlan soni,
= - Icorema, natija, lemma, xossaning isboti yoki misal, algositin lugaganligi.

286



MUNDARIJA

S0O°Z BOSIIL.
139 119 ] | FRINESEESI
I BOB. UMUMIY I'USHI YCH.\I AR

1.1. To plamlar nazariypsining asasiy tuShum:hn-an. bt

2. 1o plamlar us1ida aMALKT. .iiiiss. o omye iianmnssnssncta:csssacacsotl

3 ‘I'o*ptamlar atgehrasi

4. Koneylag....

|

|

|

.5, Fuzzi o plamiar
1.4, Munosabadar...
L.?

. Pzl lllutl(lbﬂb.]lta

11 BOB. KOMBINATORIKA ELE.’\iE\ITl..ARl

o o o

SV
A de Ur 2 —

. Fibonachehi soukar........
. Bo'laklushtar kombinatorikass...
. Htosil gilusehi funksiyalar., -

B
=

B
~J

111 BOB. MLLCHAZALAR AI,(.;},BHASI

3.1. Mulohaza. Mulokazalor usuda amallar...
3.2, Formula va teng kuchlilik 1u$hunchalan

3.3. Tavwolngiya, aynan yalg'on va bajanluvchl I'ormulnl:n'

. Kombinatorika hagicka windimy ashunchziar. ...
. Asosiy kambinatssvalar.. ... i conisnn

Paskal uchburchags. Nyuton hinami v s
. Takrarle Kombinasiyalar. ..o v e

3.4. Asasty teng kuchliliklae. Teng kuchli fonmulalarga deir

tearemalar...

S0 I-ormulalammg nomwl shakllnn masatLIaRTeY

3.6. Formutalaming mukammal normal shakllan

3.7. Fonutalami tiklash...
3.8. Formutaoing chinlik 1o plaun

3.9. Mulehazalar algebrasi I'unltslyalan Bul n[gebrw
3.10. Mantiq algebrasidagi ikki taraflama qonutt. .....ccmseciinereiinn
3.11. Mantiq olgebrasidagi arifmetik amailas, Jegalin ko'phadi.....

3.12. Manliq algebrasidagi monoton funksiyalar...... .

3,13, Funksional yepiy sinflar. Post 1eoremas
1Y dOB. MULOBAZALAR RISOR!
4.1. Mulohazalar hisobi formulasi ......

.............................

216

231
a33
216
293
243




4 2. Kelorb chigarish qoidatart... RIPTIUNBONEN . | oot < | BED

4.3, Kelinb chigarish qvlmslmm: lw:.:hlan .......... oo R - oM
4.4, Isbotlash weshunerasd o e S T |
4.5, Kehirib chigarishhing asosiv quidalasi. ... - .. g 25
4.6, Avnim mantig qonunlaninng shotl. L L S L
4.7. Mulohazalar alechrasi va mulohazalar hisebi orasidagi o
munasabailat,. ... .. . -
4.8. Mulohazalar hisobida yechilish, zidsizlik, 1o’ llqhhk va erlmllk =
muammalari SR T - .
ADABIYOTLAR.. R Ly WSS | . e a8
ASOSIY BELC[LASHL-\R el i 5 S 283

H. Y. To'rayev, 1. Azizov

MATEMATIK MANTIOQ VA
DISKRET MATEMATIRA

I ikl

Muhareir M S0 ‘duffayey
Tehntk ravharric A Safurafiyey

Litsenziya Ne AL 190, 10.05.20101 y

Bosishga ruxsat etildi 14.07.2011. Bichimi §0x84/16, Ofset «, ~ozi.
TimesUz gamiturasi- Shanli bosma 1. 18.0. Nashe t 18.0, Adadi 500 nnsya
Buyurima 16/03

“Falakkur —Bo*ston:" nashriyoti.
oshkent, Yunusobod, ®-mavze, 13-uy

«TAFAKKUR®» nashsiyoti bosmaxenasida chop ecldi,
Foshkent, Chilonzor kuchasi. 1-uy,







I

|

B ————~

I

|

N
€
e
g
O} ————
=)
-
Fa
z
=4}
&0

g

e TAFARR U STONTS
AASHRIYOTT




