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КИРИШ 

 

Математика ва физиканинг бир қатор муҳим йўналишларининг ривож-

ланишига Штурм-Лиувилл  

                            )0(,)(   xyyxqy  

                                     0)()(,0)0()0(   Hyyhyy  

чегаравий масаласи ва Штурм-Лиувилл оператори  

)(
2

2

xq
d х

d
L  ,        

1
Rх   

спектрал назариясининг усуллари катта ҳисса қўшди. Одатда  )( xq - функция 

Штурм-Лиувилл операторининг потенциали деб юритилади. 

 Бундай операторларни ўрганишга Бернулли ва Эйлернинг бундан 200 

йил илгари ёзган машҳур ишлари асос бўлди.  Бернулли, Даламбер ва Эйлер-

лар томонидан тор тебраниш тенгламасини интеграллашнинг бир нечта 

усуллари таклиф этилди. Кейинчалик Фурье иссиқлик тарқалиш тенгламаси-

ни интеграллаш масаласида  Штурм-Лиувилл операторининг хос қийматлари 

ва хос функциялари муҳим роль ўйнашини кўрсатиб берди. Натижада, диф-

ференциал операторларнинг хос қийматларини (спектрини),  хос функцияла-

рини топиш ва берилган ихтиёрий функцияни хос функциялар бўйича Фурье 

қаторига ёйиш масалаларига бўлган қизиқиш орта борди.  

Биринчи бўлиб, В.А.Стеклов чекли оралиқда берилган чегаравий маса-

ланинг хос функцияларидан тузилган система тўла система эканлигининг 

мукаммал исботини берди. Чексиз интервалларда берилган Штурм-Лиувилл 

оператори учун бу назария Г. Вейл [4] тамонидан умумлаштирилди. Кейин-

чалик бу масалага Е.Ч.Титчмарш [14], Н.Левинсон [7], Б.М.Левитан [8], 

В.А.Марченко [11], М.Г.Крейн [6] ва бошқа олимлар ўзининг улкан хиссала-

рини қўшдилар. 

Берилган потенциал бўйича Штурм-Лиувилл операторининг спектрал 

характеристикаларини топиш масаласига спектрал анализнинг тўғри масала-

си ва аксинча, спектрал характеристикалар бўйича Штурм-Лиувилл операто-



 4 

рини тиклаш масаласига спектрал анализнинг тескари масаласи дейилади. 

Турли хил чегаравий шартлардаги спектрлар, спектрал функция, сочилиш на-

зариясининг берилганлари ва шунга ўхшаш характеристикалар спектрал ха-

рактеристикалар бўла олиши мумкин. 

Тескари спектрал масалаларни ўрганиш ХХ аср бошларида бошланган 

бўлиб, бу йўналишнинг ривожига муҳим туртки бўлган илк натижа 1929 

йилда В.А. Амбарцумян [1] томонидан олинган: Амбарцумяннинг бу нати-

жаси муҳим эканлигига биринчи бўлиб швед математиги Г.Борг [2] эътибор 

берди. Умуман олганда Штурм-Лиувилл операторини битта спектр ягона ра-

вишда аниқлай олмаслигини ва Амбарцумян натижаси умумий қоидадан ис-

тисно эканини кўрсатди. У 1945 йилда иккита чегаравий шартга мос келади-

ган спектрлар Штурм-Лиувилл операторини ягона равишда аниқлашини ис-

ботлади. Борг ушбу ишида тенгламани иккита спектр ёрдамида қуриш алго-

ритмини ҳам берди, аммо 
n

 ва 
n

 сонлар спектр бўладиган Штурм-Лиувилл 

оператори мавжуд бўлсин деб фараз қилди. Боргнинг бу ишидан кейин тес-

кари масалалар соҳасида муҳим изланишлар Левинсон  томонидан олиб бо-

рилди ва бир қанча натижалар қўлга киритилди. 

Тескари масалалар назариясида яна бир муҳим қадам 1950 йилда 

В.А.Марченко[11] томонидан қўйилди. У биринчи бўлиб алмаштириш опе-

раторини тескари спектрал масалаларни ўрганишга тадбиқ қилди ва  спек-

трал функция Штурм-Лиувилл операторини ягона равишда аниқлашини ис-

бот қилишга мувоффақ бўлди. 

В.А.Марченко ягоналик теоремаси эълон қилингандан кейин спектрал 

функция бўйича Штурм-Лиувилл операторини тиклаш масаласи долзарб 

бўлди. Бу масала 1951 йилда И.М.Гельфанд  ва Б.М. Левитан [5] томонидан 

ечилди. Сўнгра Б.М. Левитан ва М.Г. Гасымов [9] томонидан мукаммаллаш-

тирилди.  

Бу соҳанинг кейинги ривожига Л.А. Чудов [17], В.А.Марченко [12], 

М.Г.Крейн [6], Ю.М. Березанский [3], И.М. Гельфанд, Б.М.Левитан [5], 
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Л.Д.Фаддеев [16],  М.Г. Гасымов [9] ва бошқа олимлар ўзларининг улкан 

ҳиссаларини қўшдилар. 

Ҳозирги кунда, бу соҳанинг квант физикасига, чизиқли ва ночизиқли 

хусусий хосилали тенгламалар назариясига, кристаллографияга, геолого-

разведка масалаларига  муҳим тадбиқлари топиганлиги боис бу мавзу дол-

зарблиги янада ортди. Бундай амалий боғланишлар Штурм-Лиувилл опера-

торидан бошқа дифференциал операторларнинг ҳам спектрал назариясини 

ўрганиш алоҳида аҳамиятга эга эканлигини кўрсатди. Мазкур ишда Штурм-

Лиувилл операторининг тескари масалалари учун ягоналик ва мавжудлик 

теоремалари ҳамда релятивистик физиканинг муҳим тенгламаларидан бири 

бўлган махсус кўринишдаги Дирак системаси учун ягоналик теоремаси 

ўрганилган ва умумий кўринишдаги Дирак системаси учун бу теорема 

ўринли эмаслигини кўрсатувчи мисоллар келтирилган. 

 

 

Диссертацияда бажарилган ишларнинг қисқача баёни. 

 

Қуйидаги чегаравий масалага Штурм-Лиувилл чегаравий масаласи 

дейилади 

],0[,)(   xyyxqyLy ,    (0.1) 









.0sin)(cos)(

,0sin)0(cos)0(





yy

yy
     (0.2) 

Бу ерда ],0[)( Cxq   ҳақиқий узлуксиз функция бўлиб,   ва   берилган 

ҳақиқий сонлардир,   эса комплекс параметр. )( xq  функцияга (0.1)+(0.2) 

Штурм-Лиувилл масаласининг потенциали дейилади.  

Таъриф.   параметрнинг (0.1)+(0.2) чегаравий масала нолдан фарқли 

ечимга эга бўладиган қийматларига хос қийматлар дейилади. Бу хос 

қийматларга мос келувчи нолдан фарқли ечимларга эса, хос функциялар дей-

илади.  
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(0.1)+(0.2) Штурм-Лиувилл масаласининг барча хос қийматларидан ту-

зилган тўпламга (0.1)+(0.2) масаланинг спектри дейилади. 

Теорема 1. ,...,...,,
10 n

  лар орқали  ушбу 

                                 )0(,)(   xyyxqy  

                                     0)()0(  yy  

чегаравий масаланинг хос қийматларини белгилаймиз. Бунда 

],0[)( Cxq  . Агар ,...2,1,0,
2

 nn
n

 бўлса, у ҳолда 0)( xq  бўлади. 

Амбарцумяннинг бу натижаси муҳим эканлигига биринчи бўлиб швед 

математиги Г.Борг [2] эътибор берди. Умуман олганда Штурм-Лиувилл опе-

раторини битта спектр ягона равишда аниқлай олмаслигини ва Амбарцумян 

натижаси умумий қоидадан истисно эканини кўрсатди. У 1945 йилда иккита 

чегаравий шартга мос келадиган спектрлар Штурм-Лиувилл операторини 

ягона равишда аниқлашини исботлади: 

Теорема.2. ,...,...,,
10 n

    лар орқали  ушбу 

                                 )0(,)(   xyyxqy  

                                     
1

,,0)()(

0)0()0(

RHhHyy

hyy






 

чегаравий   масаланинг   хос   қийматларини   белгилаймиз.   ,...,...,,
10 n

   

лар  орқали  

 ушбу 

                                 )0(,)(   xyyxqy  

                                     
1

1

1

1

,,,0)()(

0)0()0(

hhRHhHyy

yhy






 

чегаравий масаланинг хос қийматларини белгилаймиз. 
n

 ва 
n

 сонлар кет-

ма-кетлиги )( xq   потенциални ҳамда Hhh ,,
1

 сонларни ягона равишда 

аниқлайди. 

Борг ушбу ишида тенгламани иккита спектр ёрдамида қуриш алгорит-

мини ҳам берди, аммо 
n

 ва 
n

 сонлар спектр бўладиган Штурм-Лиувилл 

оператори мавжуд бўлсин деб фараз қилди. Боргнинг бу ишидан кейин тес-
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кари масалалар соҳасида муҳим изланишлар Левинсон  томонидан олиб бо-

рилди ва бир қанча натижалар қўлга киритилди. 

 Агар )( xq  потенциал  





0

)( dxxxq  шартни қаноатлантирса, у холда 

ушбу  

0)0(

0,)(
2





y

xykyxqyLy
 

тенгламанинг  қуйидаги ассимптотикага 




xekSekxu
ikxikx

,)(~),(  

эга бўлган ечими мавжуд эканлигини кўрсатиш мумкин. Бу ердаги )( kS  

функцияга Штурм-Лиувилл операторининг сочилиш функцияси дейилади. 

Агар Штурм-Лиувилл оператори хос қийматларга эга бўлмаса, унинг  )( kS -

сочилиш функцияси  )( xq -потенциални ягона аниқлаши мумкинлиги 1949 

йилда Левинсон томонидан исботланди. Кейинчалик Штурм-Лиувилл опера-

тори манфий хос қийматларга эга бўлса, унинг  )( kS -сочилиш функцияси  

)( xq -потенциални ягона аниқлай олмаслигига Баргман бир қанча мисоллар 

тузди. Баргман томонидан тузилган мисоллар В.А.Марченко томонидан 

чуқур таҳлил қилинди. Натижада, Марченко Штурм-Лиувилл операторини 

ягона аниқлаш учун, унинг  )( kS -сочилиш функциясини, Nj
jj

,1,
2

  -

хос қийматларни ва Njm
j

,1,  -нормалловчи ўзгармасларни билиш зарур-

лигини кўрсатиб берди. Бу натижа ҳозирги кунда сочилиш назариясининг 

ягоналик теоремаси деб юритилади.  

 Тескари масалалар назариясида яна бир муҳим қадам 1950 йилда 

В.А.Марченко[11] томонидан қўйилди. У биринчи бўлиб алмаштириш опе-

раторини тескари спектрал масалаларни ўрганишга тадбиқ қилди ва  спек-

трал функция Штурм-Лиувилл операторини ягона равишда аниқлашини ис-

бот қилишга мувоффақ бўлди: 

  Теорема 3. )(
1
  функция ушбу 

)0(,)(
1

 xyyxqy   
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0)0()0(
1

 yhy  

Штурм-Лиувилл масаласининг бирорта спектрал функцияси, )(
2
 функция 

эса ушбу 

)0(,)(
2

 xyyxqy   

0)0()0(
2

 yhy  

Штурм-Лиувилл масаласининг бирорта спектрал функцияси бўлиб,  

)(
2
 = )(

1
с  

тенглик бажарилса, у ҳолда 
2121

)()( hhваxqxq   тенглик ўринли бўлади. 

Бу ерда 
2121

,],,0[)(),( hhCxqxq  -ҳақиқий сонлар. 

 Ушбу               

  ),0(,)(   xyyx
dx

dy
B ,                                         (0.3) 

Дирак системасини қуйидаги  

 

 








0sin)(cos)(

0sin)0(cos)0(

21

21





yy

yy
                                        (0.4) 

чегаравий шартда қараймиз. Бу ерда  ,
01

10
















В   ,

)(0

0)(
)(
























xv

xv
x  

 

,
)(

)(

2

1
















xy

xy
y      0],,0[)(  Cxv . 

 

Теорема 5.    )(
~

)(  ва  спектрал фунциялар 


~

,
~

,
~

),(
~

,,),( xvваxv  ларга мос спектрал функциялар бўлсин. Агар 

1
),()(

~
R   бўлса, у ҳолда  tgtgtgtgxvxv 

~
,

~
,

~
),()(

~  

бўлади. 

Ягоналик теоремалари бузилишига доир мисол. 

 Ушбу чегаравий масалани қараймиз: 



 9 

),0(,
)()(

)()(

01

10

2

1

2

1

2

1

 

















































































x

y

y

y

y

xpxq

xqxp

y

y
                         (0.5) 

                 

 








.0sin)(cos)(

0sin)0(cos)0(

21

21





yy

yy
                                                     (0.6) 

0)( xp ,    0)( xq  бўлсин. Бу ҳолда (0.5)+(0.6) масалани хос кийматлари, 

хос функциялари ва нормалловчи ўзгармаслари мос равишда қуйидагиларга 

тенг бўлади: 

Znn
n




 ,



 , 

Zn
x

x
xy

n

n

n



















 ,

)cos(

)sin(
)(




, 

., Zn
n

   

Энди (0.5) тенгламани ушбу 









.0sin)(cos)(

0sin)0(cos)0(

1211

1211





yy

yy
                                        (0.7) 

чегаравий шартда қараймиз. (0.5)+(0.7) чегаравий масаланинг хос 

қийматлари, хос функциялари ва нормалловчи ўзгармасларини мос равишда 

n

~

, )(
~

xy
n

 ва  Zn
n

,
~
  лар орқали белгилаймиз. Агар    

1
   ва   

1
  ларни уш-

бу    
11

 тенгликни қаноатлантирадиган қилиб танласак 

ZnZn
nnnn

 ,
~

,,
~

  бўлади, яъни спектрал функциялар 

1
),()(

~
R   устма-уст тушади, аммо (0.5)+(0.6) ва (0.5)+(0.7) чегара-

вий масалалар айнан устма-уст тушмайди. 

Мазкур ишнинг ІІ-бобида қуйидаги теоремалар ўрганилган:  

 

Ушбу 

  ,0,)(  xyyxqy                                                    (0.8) 
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







RHhHyy

hyy

,,0)()(

0)0()0(


                                               (0.9)  

чегаравий  масалани  қараймиз. Бунда  )( xq   функция   ,0  да  интегралла-

нувчи  хақиқий функция.    (0.8) тенгламанинг   

 

                 hyy  )0(,1)0(                                                              (0.10) 

бошланғич  шартларини  қаноатлантирувчи  ечимини  ),(  x   орқали  белги-

лаймиз. ...,,
210

  сонлар (0.8)+(0.9)  чегаравий  масаланинг  хос қийматлари 

бўлсин.  У  ҳолда ...)2,1,0(),( nх
n

      функциялар  берилган чегаравий 

масаланинг хос функциялари бўлади. 

Ушбу   

                   





0

2
),( dxx

nn
                                                      (0.11)  

сонларга  нормалловчи сонлар дейилади.     
n

    ва     
n

     сонларга 

(0.8)+(0.9)  чегаравий   масаланинг    спектрал  характеристикалари  дейила-

ди.Теорема 2.1.         


 0nn
     ва     



 0nn
    сонлар  кетма-кетлиги   ушб                         















),0()(,0)()(

0)0()0(

0,)(

1




LxqHyy

hyy

xyyxqy

m

 

кўринишидаги  масаланинг  хос  қийматлари    ва  нормалловчи ўзгармаслари  

бўлиши  учун  қуйидаги  шартлар  бажарилиши  зарур ва етарлидир. 

1)     n
nn

a
n

n
),

1
(0

0
       

       n
n

n
),

1
(0

2


                                                                            (0.12) 

2)    
kn

    агар     kn   

       ,...2,1,0,0  n
n

                                                                                    (0.13) 
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3)





1
coscos

1
),(

00

0

 txtxF 















1 0

coscos
2

coscos
1

n

nn
ntnxtx





                                              

 (0.14) 

функциянинг        ,0,0     сохада    1m   тартибли  ҳосиласи  мавжуд. 

Теорема 2.2. Агар     


 0n n
     ва      



 0n n
    сонлар  кетма-кетликлари  учун  

ушбу    

1)       )(,),
1

(0
043

10

n
constan

nn

a

n

a
n         

            n
nn

b

n
),

1
(0

2
32

0


                                                                (0.15) 

2)       
kn

    агар   kn   

          ,...2,1,0,0  n
n

                                                                               (0.16) 

шартлар  бажарилса,  у  ҳолда     ,0    кесмада  абсалют  узлуксиз  бўлган   

)( xq   функция  топилиб    


 0n n
       ва     



 0n n
     сонлар  кетма-кетликлари   

)( xq  потенциалли  бирор  Штурм-Лиувилл   чегаравий  масаланинг  хос  

қийматлари  ва  нормалловчи  сонлари  бўлади. 

Теорема 2.3.          


 0n n
      ва        



 0n n
     сонлар  кетма-кетликлари ушбу   















),0()(,0)()(

0)0()0(

0,)(

1




LxqHyy

hyy

xyyxqy

m

                                  (0.17) 

кўринишдаги  масаланинг ҳос  қийматлари  ва  нормаловчи сонлари    

бўлиши  учун  қуйидаги  шартлар бажарилиши  зарур ва  етарлидир: 

1) ,
33

10

n

nn

a

n

a
n

n


         

32

0

2 nn

b
n

n


     ,   бу  ерда  constbconst 

00
,a . 

2)  


1

2

n

n
 ,     







1n

2

n
  

      )( kn
kn

    ва    ,...2,1,0,0  n
n

  
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Ушбу  

     










),0[)(),0()0(

0,)(

n
Cxqhyy

xyyxqy 
                                               (0.18) 

Штурм-Лиувилл  масаласини қараймиз. 

Теорема 2.3. Бирор монотон ўсувчи )(  функция (6.1) кўринишидаги 

Штурм-Лиувилл чегаравий масаласининг спектрал функцияси бўлиши учун 

ушбу иккита 

I.                                        




N

N
xdx )(cos)(   

 тенглик билан аниқланадиган функциялар кетма-кетлиги N  да бирор 

 


,0)(
1n

Cx  функцияга интилади. Бу ерда 














;0,)(

0,
2

)(
)(







  

II.   Ихтиёрий ),0()(
2

 Lxf  узлуксиз финит функция учун қуйидаги 







 0)()(
2

 dE  

тенглик ўринли бўлса, 0)( xf  бўлади. Бу ерда 







0

cos)()( xdxxfE  . 

шартнинг бажарилиши зарур ва етарли. 
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І-БОБ. 

Штурм-Лиувилл операторининг тескари масалалари 

учун ягоналик теоремалари. 

 

§1.1. В.А.Амбарцумян   ягоналик  теоремаси. 

 

Теорема  (Амбарцумян  1929).  Ушбу  

     yyxqy  )(                                                                          (1.1) 

                0)()0(  yy                                                                         (1.2) 

чегаравий  масаланинг    хос  қийматларини    ....,...,,
10 n

   лар  орқали  бел-

гилаймиз. Бунда  .,0)( Сxq     Агар  ,...2,1,0,
2

 nn
n

  бўлса,   у  ҳолда    

0)( xq ,   ,0 x    бўлади. 

Исбот.     Бизга      олдиндан    маълум  бўлган  ушбу  асимптотик  

       
nn

a
n

n

n


 

0     ёки      )
1

(0
20

2

n
an

n
 ,                           (1.3) 

                              0
n

  агар n .   



 0

0
)(

2

1
dttqa , 

формулага   кўра,    агар      ,...2,1,0,
2

 nn
n

     бўлса     



0

0)( dttq   (1.4) 

бўлади.   Иккинчи  томондан  хос  қийматларнинг экстремал  хоссасига  кўра  

(1.1)+(1.2)  масаланинг  биринчи  0
0
    хос  қиймати   

                                    





0

2
1),( dxxy    ва    0)()0(  yy   

 яъни       

                                  1)(,0)()0(:)(  xyyyxyD      

 функциялар   синфида  ушбу 

                                      



0

22
)(),( dxyxqyyLy   



 14 

функционалнинг    энг  кичик     қиймати  билан  устма-уст тушади. Ушбу     



1
)(

0
xy    функция   D  га  киради,    ҳамда (1.4) ни  ҳисобга  олсак  

0)(
0,0

yLy   бўлади,  бундан  эса    


1
)(

0
xy  функция 0

0
  да (1.1) тенг-

ламани     қаноатлантиради,   яъни     

                               0
1

)(0
0




xqLy .  

Бундан эса теорема исботи келиб чиқади, яъни  0)( xq ,   ,0 x . 

 Бу  теореманинг  бошқа  исботини келтирамиз. 

 Исбот. 
0

  га  мос  келувчи  хос  функцияни    )(
0

xу   билан белги-

лаймиз.  Осцилляция  теоремасига  кўра    .,0,0)(
0

 xxy   

   












 






















 


  

0 0 0

2

0

0

0

0

0

2

2

000

0 0

0

)(

)(

)(

)(

)(

)()()(

)(

)(
0 dx

xy

xy
dx

xy

xy
dx

xy

xyxyxy
dx

xy

xy
 

 

 
  












 














 





 


0

2

0

0

0 0

2

0

0

0 0

00

)(

)(
)(

)(

)(

)(

)()(
dx

xy

xy
dxxqdx

xy

xy
dx

xy

xyxq
, 

 












  

0 0

2

0

0
)(

)(

)(
dxxqdx

xy

xy
                                                   (1.5) 

(1.3)-асимптотикага    кўра, агар   ,...2,1,0,
2

 nn
n

   бўлса     



0

0)( dttq   

бўлади.  (1.5) га кўра     

.0
)(

)(

0

2

0

0

 












 

dx
xy

xy
 

Бундан эса .0)(0)(
00

 Cxyxy  Агар 0C бўлса, ягоналик теорема-

сига кўра 0)(
0

xy  бўлади. Бу эса  )(
0

xy  нинг хос функция эканлигига зид-

дир. Шунинг учун  .0)(
0

 Cxy  Буни  тенгламага қўйсак, 

CCxq  0)(0    0)( xq ,   ,0 x . 

 келиб чиқади.    Теорема исботланди. 
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§2. Борг  ягоналик   теоремаси. 

Ушбу 

            xyxqу 0,0))((                                       (1.6)           

0)0()0(  hyу                                                                       (1.7)           

0)()(   Hyy                                                                     (1.8)        

чегаравий   масаланинг  хос қийматлар  тўпламини, яъни спектрини 

),,( qHhS   орқали белгилаймиз.  Бунда     Hh ,     ва    )( xq  -  ҳақиқий  бўлиб,                                         

],0[)( Сxq  .   (1.6)   тенглама   билан  бирга  ушбу  

,0))((   xr    x0 ,         ,0)( Сxr                          (1.9) 

тенгламани  қараймиз.  (1.9)+(1.7)+(1.8)   чегаравий  масаланинг спектрини 

)r,,( HhS  орқали  белгилаймиз. (1.6)+(1.7)+(1.8) чегаравий масалада H  ни
1

H   

га ўзгартириш натижасида хосил бўлган чегаравий масаланинг спектрини 

),,(
1

qHhS оркали белгилаймиз. 

Теорема 2.1 (Борг).  Агар
1

HH     учун                                       

),,(),,( rHhSqHhS   

),,(),,(
11

rHhSqHhS   

бўлса,    у  ҳолда  )()( xrxq  ,  ,0 x  бўлади. 

Исбот.   ),,( qHhS    тўплам  элементларини  ...,...,,
21 n

   орқали    бел-

гилаймиз.  Теорема  шартига  кўра ),,(),,( rHhSqHhS  . бўлгани учун ушбу 

тенгликлар ўрили: 

                      0),())((),( 
nnn

xyxqxу                                            (1.10)  

                        0),0(),0( 
nn

yhy                                           (1.11) 

                      0),(),( 
nn

yHy                                                (1.12)    

       0),())((),( 
nnn

xxrx                                               (1.13) 

                      0),0(),0( 
nn

h                                                   (1.14)         

      0),(),( 
nn

H  .                                              (1.15) 
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(1.10)  тенглмани  ),(
n

x   функцияга, (1.13) тенгламани  ),(
n

xy    га  

кўпайтириб, (1)- тенгликдан  (2)-тенгликни айирамиз ва ),0(  оралиқда инте-

граллаймиз 

 









00

'
0),(),()]()([)(

0),(),())()(()(

dxxxyxqxrdxyy

xxyxqxryy

nn

nn

 

 











0

0

0),(),()]()([

)),(),(),(),((

dxxxyxqxr

xyxxxy

nn

nnnn

                                 

Бу тенгликдаги биринчи йиғинди (1.11),(1.12),(1.14),(1.15) ларга кўра нолга 

тенг.  Бунга  кўра  бу тенглик қуйидагича ёзилади:  

              





0

0dx),(),()]()([
nn

xxyxqxr                                         (1.16) 

Худди  шунга  ўхшаш  тенглик ),,(
1

qHhS  тўплам элементлари учун ҳам  

ўринли,   у  ҳолда   ушбу  


1n
),(),(

nn
xxy    функциялар системаси ),0( L  

фазода  тўла система ташкил қилганлиги  учун қуйидаги тенглик ўринли 

бўлади:   0)()(  xqxr ,  ,0 x .   Теорема исбот бўлди. 

Агар     Hh   ва  )()(),()( trtrtqtq                                        (1.17)      

бўлса,  у  ҳолда )( tq  ва )( tr  нинг  ),0(    да  устма-уст  тушиши  учун  битта 

спектрнинг    устма-уст   тушиши  етарли,   яъни  потенциал     симметрик 

бўлса,   у  ҳолда   битта   спектр потенциални  ягона  аниқлайди: 

Теорема 2.2. hH   бўлиб,  )()(),()( trtrtqtq   бўлсин. Агар 

),,(),,( rhhSqhhS   бўлса,  у ҳолда    )()( trtq  ,   ,0 x   бўлади.     

 Теорема  исботидан  олдин    ушбу  леммани  исботсиз  келтириб  ўтамиз. 

Лемма. ),(
h n

t   орқали  ушбу 

  

(1.18)   0)(
n

 ytqy 



 17 

 
.0)()(

0)0()0(





 hyy

hyy
                                       (1.19) 

чегаравий  масаланинг хос  функцияларини   белгилаймиз.Агар )()( tqtq   

бўлса, у ҳолда ),(
2

nn
t   функциялар системаси  ),0(  оралиқда )()( tftf   

шартни қаноатлантирувчи )( tf  функциялар  фазосида   тўла система  ҳосил 

қилади. 

Теорема  исботини  давом  қилдирамиз. ,...3,2,1),( nt
nn

     функ-

циялар   (1.18)+(1.19) нинг  хос  функциялари бўлса,  у  ҳолда   ушбу  

          ),(),(
nnnnn

tt                                      (1.20)    

муносабат  ўринли.   Бунда   1
)1(




n

n
  .    (1.16),(1.17)  ва (1.20)  дан 

 

   

   

  .0),(),()()(2

),(),()()(),(),()()(

),(),()()(),(),()()(

),(),()()(

2

0

2

0

2

0

2

0

2

0



 

 













 

















dttyttqtr

dttyttqtrdttyttqtr

dttyttqtrdttyttqtr

dttyttqtr

nn

nnnn

nnnn

nn

 











2
,0


 да    


1n
),(),(

nn
tty    функциялар системаси тўла система ташкил 

қилгани учун   0)()(  tqtr , 











2
,0


t  келиб чиқади. (1.17) га кўра    

0)()(  tqtr ,  ,0 t  бўлади. Теорема 2.2 исбот бўлди.  
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§3. Алмаштириш оператори. Марченко  ягоналик теоремаси. 

 

Қуйидаги Штурм-Лиувилл чегаравий масаласини кўриб чиқамиз: 









,)0()0(

)0(,)(

hyy

xyyxqy 
                                  (1.21) 

бу ерда )( xq  функция ),0[   оралиқда узлуксиз бўлган ҳақиқий функция, h  

ихтиёрий ҳақиқий сон ва   ҳақиқий параметр деб қаралади.  

Ушбу  

    















hy

y

xyyxqy

)0(

1)0(

)0(,)( 

                                 (1.22) 

Коши масаласининг ечимини ),(  x  орқали белгилаймиз. 

Теорема  (Г.Вейл, 1910 й.).  (1.21) чегаравий масала учун бутун ўкда 

аникланган, ўсувчи, чапдан узлуксиз, 0)0(   шарт билан нормалланган 

шундай )(  функция мавжудки, бунда ),0(
2

L  фазодан олинган ихтиёрий 

)( xf  функция учун 

 

 





0

22
)()()(  dFdxxf                                      (1.23) 

тенглик бажарилади. Бу ерда )(F  функция 

                                 

n

n
dxxxfF

0

),()()(   

кетма-кетликнинг ),(
2

)(



L  фазодаги лимитини билдиради. 

(1.23) тенгликка ярим ўкда берилган Штурм-Лиувилл   масаласи учун Пар-

севал тенглиги дейилади, )(  функцияга (1.21) масаланинг спектрал 

функцияси  дейилади, )(F  функцияга эса )( xf  функциянинг ),(  x  

ечимлар бўйича ёзилган Фурье алмаштириши дейилади ва у 

                                    





0

),()()( dxxxfF   
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каби белгиланади. 

Изох: Спектрал функция умуман олганда ягона эмас. 

Таъриф. Агар )( спектрал функция бирор 
0

  нуқтанинг кичик атрофида 

ўзгармас бўлса, 
0

  нуқта (1.21) масаланинг регуляр нуқтаси дейилади. Ре-

гуляр бўлмаган нуқталар тўпламига (1.21) масаланинг спектри дейилади ва у 

E  ҳарфи билан белгиланади. Спектрал функциянинг узилиш нуқталарига 

(1.21) масаланинг хос қийматлари дейилади. Спектрнинг ажралган  

нуқталари  тўпламига  спектрнинг  дискрет  қисми дейилади. 

      E  нормалланган чизиқли фазо бўлиб, A  ва B  унинг 
21

, EE  қисм  фазо-

ларида аниқланган чизиқли операторлар бўлсин. 

 Таъриф. Ўзи ва тескариси E  фазода узлуксиз бўлган, 

BXXA   ёки BXXA
1

  

шартни қаноатлантирувчи 
21

: EEX   чизиқли операторга A  ва B  опера-

торлар учун алмаштириш оператори дейилади. 

Лемма 1. Агар 
1

E  вектор A  операторнинг   хос қийматига мос ке-

лувчи хос вектори бўлса,  X  вектор B  операторнинг худди шу   хос 

қийматига мос келувчи хос вектори бўлади. 

Исбот.   XXXABXB .                                                                                   

Лемма 1 исботланди. 

Лемма 2. CBA ,,  операторлар мос равишда E  фазонинг 
321

,, EEE  қисм 

фазоларида аниқланган операторлар бўлиб, A  ва B операторлар учун алмаш-

тириш оператори X , B  ва C  операторлар учун алмаштириш оператори  Y  

бўлса, A  ва C операторлар учун алмаштириш оператори YX  бўлади. 

Исбот. Алмаштириш операторининг таърифига кўра ,BXXA   

CYYB   бўлади. Иккинчи тенгликдан CYYB
1

  ни топиб, биринчисига 

кўйсак, ушбу CYXYXA
1

  тенликка эга бўламиз, яъни  )()( YXCAYX   

тенглик келиб чиқади.  Лемма 2  исботланди. 

Энди ярим ўқда берилган Штурм-Лиувилл оператори  учун алмаштириш 

операторининг кўринишини топиш билан шуғулланамиз. 
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),0[
1

 CE  бўлиб, A  ва B  операторлар қуйидаги 

                    xxq
dx

d
A 0,)(

12

2

,                               (1.24) 

                    xxq
dx

d
B 0,)(

22

2

                                (1.25) 

кўринишга эга бўлсин. Бу ерда )(),(
21

xqxq  функциялар ),0[   оралиқда бе-

рилган узлуксиз функциялардир. 

k
E  орқали E  фазодаги )2,1(,)0()0(  kfhf

k
 шартни қаноатлан-

тирувчи, икки марта узлуксиз дифференциалланувчи функциялар тўпламини 

белгилайлик, 
1

h  ва 
2

h  сонлар иҳтиёрий чекли хақиқий сонлар бўлсин. 

Теорема 1. A  ва B  операторлар учун алмаштириш оператори мавжуд 

бўлиб, у  учун қуйидаги тасвир ўринли: 

               

x

dttftxKxfxXf

0

)(),()()( .                                            (1.26) 

Бу ерда  ),( txK   ядро қуйидаги  

              Ktq
t

K
Kxq

x

K
)()(

12

2

22

2










                                            (1.27) 

тенгламани ва  

               ,)()(
2

1
),(

0

1212  

x

dssqsqhhxxK                                 (1.28) 

            0
01















t
Kh

t

K
                                                     (1.29) 

шартларни қаноатлантиради. Аксинча, ),( txK  функция (1.27) тенгламанинг 

(1.28), (1.29) шартларни қаноатлантирувчи ечими бўлса, (1.26) тенглик билан 

берилган X  оператор A  ва B  чизиқли операторлар учун алмаштириш опе-

ратори бўлади. 

Исбот. 1.  
2

)( ExXf    бўлгани учун  

)0()(),()()()(
20

0

2020
fhdttftxKxfhXfhXf

x

x

xx















   
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тенглик ўринли бўлади. Иккинчи томондан, (1.26) тенгликдан ҳосила олиб, 

ушбу 

           





x

dttf
x

K
xfxxKxfXf

0

)()(),()()(                               (1.30) 

тенгликда 0x  десак, қуйидаги 

  )0()0,0(

)0()0,0()0()0()0,0()0()(

1

10

fKh

fKfhfKfXf
x






 

ифода ҳосил бўлади. 
1

Ef   функциянинг иҳтиёрий эканлигидан ушбу 

                             
12

)0,0( hhK                                                                  (1.31)                                                                

тенглик келиб чиқади. 

Энди )()( AfXXfB   шартни ишлатамиз. (1.30) тенгликдан ҳосила 

олиб, 
















x

xt
dttf

x

K
xf

x

K

xfxxKxxK
dx

d
xfxfXf

0

2

2

)()(

)(),(),()()()(

 

ушбу  

dttfKxq
x

K
xfxqxf

x

K
xfxxK

xxK
dx

d
xfxfXfxqXfXfB

x

xt
)()()()()()(),(

),()()())(()()(

0

22

2

2

2

 




























 (1.32) 

тенгликни ҳосил қиламиз. )( AfX  ифодада қуйидаги 





 




























x

t

xt

x

x x

dttf
t

txK
f

t

txK

xf
t

txK
fxKhxfxxKtdf

t

txK

fxKxfxxKtfdtxKdttftxK

0

2

2

0

1

0

0 0

)(
),(

)0(
),(

)(
),(

)0()0,()(),()(
),(

)0()0,()(),()(),()(),(

 

бўлаклаб интеграллашни ишлатсак, ушбу 
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   





















)0(
),(

),()()()(

)()()(),()()()()(

011

0

11

f
t

txK
txKhxfxqxf

dttftqtftxKxfxqxfAfX

t

x

 

 


























x

xt
dttfKtq

t

K
xf

t

txK
xfxxK

0

12

2

)()()(
),(

)(),(                    (1.33) 

тенглик келиб чиқади. 

(1.32) ва (1.33) ифодаларни бир-бирига тенглаб, ушбу 





































 )()()(
),(

)()(

)()()(
),(

),()(

1

0

22

2

2

xfxqxf
t

txK
dttfKxq

x

K

xfxqxf
x

txK
xxK

dx

d
xf

xt

x

xt

 

dttfKtq

t

K
f

t

txK
txKh

x

t
)()()0(

),(
),(

0

12

2

01  

































                     (1.34) 

тенгликка эга бўламиз. (1.34) тенгликда қуйидаги 

xtxt

t

txK

x

txK

dx

xxdK













),(),(),(
 

формуладан ва )( xf  функциянинг иҳтиёрий эканлигидан фойдалансак, 

ҳамда 
12

)0,0( hhK   тенгликни эътиборга олсак (1.27), (1.28), (1.29) 

тенгликлар келиб чиқади. 

Биз A  ва B  чизиқли операторлар учун алмаштириш оператори (1.26) 

қуринишда изланса, унинг ядроси (1.27), (1.28), (1.29) шартларни 

қаноатлантиришини исботладик.  

),( txK  функция (1.27), (1.28), (1.29) шартларни қаноатлантиришидан 

(1.26) тенглик билан бериладиган оператор A  ва B  операторларнинг алмаш-

тириш оператори бўлишини кўрсатиш учун қилинган ишларни тескари тар-

тибда бажариш етарли. 

2. Энди эса, (1.27)+(1.28)+(1.29) масала ечимининг мавжудлигини ва 

ягоналигини исботлаймиз. Бунинг учун аввало алмаштириш операторининг 

иккинчи хоссасидан фойдаланиб, бу масала ўрнига соддарок масалани 
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қараймиз, яъни умумийликни бузмаган ҳолда 0,0)(
12
 hxq ёки  0

2
h  

деб ҳисоблаш мумкин эканини кўрсатамиз: 

)(
2

2

xq
dx

d
A  ,   

2

2

dx

d
B   ,    )(

2

2

xr
dx

d
C   

бўлиб,  

 )0()0()(
11

fhfExfE  , 

                                   0)0()(
2

 fExfE , 

 )0()0()(
33

fhfExfE   

бўлсин. Бундан ташқари A  ва B  операторлар учун алмаштириш оператори 

ушбу  

            

x

dttftxKxfxXf

0

1
)(),()()( ,                                             (1.35)  

кўринишда, B  ва C  операторлар учун алмаштириш оператори қуйидагича  

            

x

dttftxKxfxYf

0

2
)(),()()(                                (1.36) 

кўринишда бўлсин. У ҳолда  A  ва C  операторлар учун алмаштириш опера-

тори ушбу 

 


























x t

xx

xfdtdssfstKtftxK

dssfsxKxfdttftxKxfYxfYX

0 0

12

0

1

0

1

)()(),()(),(

)(),()()(),()()()(

 

       

,)(),()(

)(),(),(),(),(

0

3

0

1221



 














x

x x

t

dttftxKxf

dttfdstsKsxKtxKtxK

 

кўринишда бўлади. Бу ерда 



x

t

dstsKsxKtxKtxKtxK ),(),(),(),(),(
12213

. 
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3. Демак, (1.27)+(1.28)+(1.29) масалани текширишни 0)(
2

xq  ва 
1

h  ёки 

2
h  нолга тенг бўлган ҳолда олиб бориш етарли. Биз 0

2
h  бўлган ҳолни 

кўриб чиқамиз, 0
1
h  бўлган ҳолда ҳам худди шундай бўлади. 

                   ,)(
2

2

2

2

Ktq
t

K

x

K










                                                           (1.37) 

                     ,)(
2

1

0




x

xt
dssqhK                                                         (1.38) 

0),(
),(

0















t
txhK

t

txK
                                                (1.39) 

масала ечими мавжудлигини ва ягоналигини кўрсатишимиз керак. 

     Агар бу масалада  ушбу  txtx   ,  алмаштиришни бажарсак, 

қуйидаги  

                       


KKK
x

 ,  

           


KKKKKKKK
xx

 2)()( , 

                       


KKK
t

 , 

                       


KKKKKKKK
tt

 2)()(  

формулалардан, ушбу 

                                      KqK 






 


24

1 


 

                                      ,)(
2

1 2

0

0 





dssqhK  

                                      0)( 


hKKK  

тенгликларни ҳосил қиламиз. 

Энди эса оҳирги масалага эквивалент бўлган интеграл тенглама тузамиз. 

Бунинг учун охирги масалада қуйидаги 

                                       ),(
2

,
2

),( 


AKtxK 






 
  

белгилашни киритиб, уни  



x

t

dssxsKxKtxKtxKtxK ),(,(),(),(),(
21123
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                    ,
24

1
AqA 







 





                                             (1.40)  

                   ,)(
2

1
)0,(

2

0





 dssqhA                                             (1.41) 

                   0)( 


hAAA                                                 (1.42)  

кўринишда ёзиб олиб, (1.40) тенгликни ],0[   оралиқда   бўйича интеграл-

лаймиз: 

        






 










0

),(
24

1
)0,(),( dAqAA .                       (1.43) 

(1.41) тенгликка асосан  









24

1
)0,(





qA  бўлгани учун ушбу 

       






 



















0

),(
24

1

24

1
),( dAqqA                         (1.44)  

тенглик ўринли бўлади. (1.44) тенгликни ],[   оралиқда   бўйича интеграл-

лаб, ушбу 

 


















 

























 ddAqdqAA

0

),(
24

1

24

1
),(),(     (1.45) 

айниятга эга бўламиз. 

Энди ),( A   ни хисоблаймиз. (1.42) тенгликка қура ушбу  
















d

dA
hAAAhAA

AAAAAA

),(
)()(

)(2

 

)),((),( 





AeehA
hh

                                                                    (1.46) 

айният бажарилади. (1.44) ва (1.46) тенгликлардан қуйидаги 

          















 









 









0

),(
222

1
)),(( dAqqeAe

hh
                (1.47) 

формула келиб чиқади. (1.47) айниятни  ,0   оралиқда   бўйича интеграл-

лаймиз ва (1.41) шартдан фойдаланиб, қуйидаги 
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







ddAqqeeheA

hhh
















 









 



00

),(
222

1
),(    (1.48) 

 тенгликни келтириб чиқарамиз. (1.48) ифодани (1.45) тенгликка қўйиб, ушбу 

          

 

 





















 



















 































 



























ddAq

ddAqee

dqeedqheA

hh

hhh

0

0 0

0

),(
24

1

),(
22

1

22

1

24

1
),(

            (1.49) 

айниятга эга бўламиз, яъни ),( A  функция (1.49) интеграл тенгламани 

қаноатлантирар экан. Аксинча, ),( A  функция (1.49) интеграл тенгламани 

қаноатлантирса ва )( xq  функция узлуксиз дифференциалланувчи бўлса, 

(1.49) интеграл тенгламадан фойдаланиб ),( A  функция 

(1.40)+(1.41)+(1.42) масаланинг ечими бўлишини тўғридан-тўғри текшириб 

кўриш мумкин. 

(1.49) тенглама Волтерра туридаги интеграл тенглама бўлгани учун 

унинг ечими мавжуд ва ягонадир. Буни кетма-кет  яқинлашишлар усули би-

лан кўрсатиш мумкин.  

)( xq  функция узлуксиз дифференциалланувчи бўлмаса, уни узлуксиз 

дифференциалланувчи )( xq
n

 функциялар билан яқинлаштириб, ),( txK
n

 

функциялар кетма-кетлигини  хосил қиламиз, бу кетма-кетликнинг  лимити 

),( txK  алмаштириш операторининг ядроси бўлади. Теорема 1 исботланди.  

Изох. Шуни айтиб ўтиш керакки, ),( txK  ядро   параметрга боғлик 

эмас. 

Мисол 1.  Агар теорема 1 нинг шартида A  ва B  операторлар қуйидаги 

                                         0,
12

2

 h
dx

d
A  

 ва 
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                                       hhxq
dx

d
B 

22

2

),(  

кўринишда берилган бўлса, алмаштириш оператори ушбу   

                                     

x

dttftxKxfxXf

0

)(),()()(  

кўринишда бўлади. Бу ерда ),( txK  ядро ушбу 

               
























0

)(
2

1
),(

)(

0

0

tt

x

ttxx

K

dssqhxxK

KKxqK

                                            (1.50) 

масаланинг ечимидир. 

),(  x  ва ),(
0

 x  орқали мос равишда қуйидаги 















hy

y

yyxqy

)0(

1)0(

)( 

        ва           















0)0(

1)0(

y

y

yy 

 

Коши масалаларининг ечимларини белгилайлик. Бизга маълумки 

xx  cos),(
0

  бўлади. Алмаштириш операторининг хоссасига кўра уш-

бу 



x

tdttxKxx

0

cos),(cos),(                                  (1.51) 

тенглик ўринли бўлади.  

Мисол 2. Агар теорема 1 нинг шартида A  ва B  операторлар ушбу  

                         hhxq
dx

d
A 

12

2

),(  

 ва 

                        0,
22

2

 h
dx

d
B  

кўринишда берилган бўлсин десак, алмаштириш оператори қуйидаги   
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                       

x

dttftxHxfxXf

0

)(),()()(  

кўринишда бўлади. Бу ерда ),( txH  ядро ушбу 

                     
























0)(

)(
2

1
),(

)(

0

0

tt

x

ttxx

hHH

dssqhxxH

HtqHH

                                                      (1.52) 

масаланинг ечимидир. 

Алмаштириш операторининг хоссасига кўра ушбу 



x

dtttxHxx

0

),(),(),(cos                                      (1.53) 

тенглик бажарилади.  

Изох. Бу ерда ҳам  ),( txH  ядро   параметрга боғлиқ эмас.  

Ушбу  

              ,
),(

2)(
dx

xxdK
xq                                                         (1.54) 

                     
dx

xxdH
xq

),(
2)(                                                        (1.55) 

ва 

                     )0,0()0,0( HKh                                                   (1.56) 

боғланишлар тескари масала ечишда муҳим аҳамият касб этади. 

Теорема 3.1 (В.А.Марченко,  1950 й.).  )(
1
  функция ушбу 

        








)0()0(

)0(,)(

1

1

yhy

xyyxqy 
                                (1.57) 

Штурм-Лиувилл масаласининг бирорта спектрал функцияси, )(
2
  функция 

эса ушбу  

       








)0()0(

)0(,)(

2

2

yhy

xyyxqy 
                              (1.58) 

Штурм-Лиувилл масаласининг бирорта спектрал функцияси бўлиб,                                
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const),()(
12

 СС   

тенглик бажарилса, у холда )()(
21

xqxq    ва  
21

hh   тенгликлар ўринли 

бўлади. Бу ерда )(
1

xq  ва )(
2

xq  функциялар ),0[   оралиқда узлуксиз 

хақиқий функциялар, 
21

, hh  эса хақиқий  сонлар. 

Исбот. ),(  x  орқали    yyxqy  )(
1

   тенгламанинг қуйидаги 

1
),0(,1),0( h   

бошланғич шартни қаноатлантирувчи ечимини, ),(  x  билан эса  

yyxqy  )(
2

 тенгламанинг қуйидаги     

2
),0(,1),0( h   

бошланғич шартларни қаноатлантирувчи ечимини  белгилаймиз. У ҳолда  

алмаштириш операторининг хоссасига кўра ушбу 



x

dtttxKxx

0

),(),(),(),(                             (1.59) 

тенглик ўринли бўлади. ),0[ b  ихтиёрий сон бўлсин ва )( xf  функция 

bx   бўлганда нолга айланувчи иҳтиёрий узлуксиз функция бўлсин. У ҳолда 

)( xf  функциянинг ),(  x  ечимлар бўйича Фурье алмаштириши 



b

dxxxfF

0

),()()(                                             (1.60) 

мавжуд бўлиб, Парсевал тенглиги ушбу 

 











b

dFCdFdxxf

0

1

2

2

22
)()()()()(                    (1.61) 

кўринишда бўлади. (1.60) тенгликда ),(  x  ўрнига унинг (3.39) тенглик би-

лан аниқланган қийматини қўйиб, интеграллаш тартибини ўзгартирсак, 

қуйидаги 



b

dxxxgF

0

),()()(                                         (1.62) 

тенгликка эга бўламиз, бу ерда  
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.)(),()()( 

b

x

dttfxtKxfxg  

Кўриниб турибдики, )( xg  функция ҳам bx   бўлганда нолга айланади. 

(1.62) тенгликдаги )(F  функция )( xg  функциянинг ),(  x  ечимлар 

бўйича ёзилган Фурье алмаштириши бўлади. Шунинг учун Парсевал тенгли-

гидан ва (1.61) тенгликдан қуйидаги 

  









b b

dxxf
C

dF
C

dFdxxg

0 0

2

2

2

1

22
)(

1
)()(

1
)()()(   

тенгликларга эга бўламиз. Бундан эса ушбу 

 

b b

dxxfdxxgC

0 0

22
)()(  

тенглик келиб чиқади. Шунинг учун қуйидаги  









 

b

x

dttfxtKxfCAf )(),()(  

оператор ),0(
2

bL  фазода унитар бўлади. A  унитар оператор учун эса 

AA 
 1

)(  тенглик ўринли бўлади, бу ерда 


A  оператор  A операторга 

қўшма бўлган оператор, яъни ушбу 

 




b b

dxxhAxfdxxhxAf

0 0

)()()()(  

шартни қаноатлантирувчи оператордир. 

   










b b b

x

dxxhdttfxtKxfCdxxhxAf

0 0

)()(),()()()(  

,)()(),()(

)(),()()()(

0 0

0 0

 

  






















b x

b b b

x

dxxfdsshsxKxhC

dtdxtfxtKxhdxxhxfC

 

яъни       












 



x

dsshsxKxhCxhA

0

)(),()()(                               (1.63) 
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бўлади. 


A  оператор Волтерра туридаги оператор бўлгани учун 

1
)(


A  оператор 

мавжуд ва у  ҳам Волтерра туридаги оператор бўлади: 

         








 


x

dtthtxHxh
C

xhA

0

1
)(),()(

1
)()( .                              (1.64)  

Ушбу AA 
 1

)(  тенгликка кўра 

























 

b

x

x

dtthxtKxhCdtthtxHxh
C

)(),()()(),()(
1

0

 

     











 

b

x

x

dtthxtKxhCdtthtxHxh )(),()()(),()(

0

                  (1.65) 

айният келиб чиқади. x  нуқтани тайинлаб, xt   қийматлар учун )( th  функ-

ция нолга тенг ва қолган жойларда ихтиёрий деб олсак, (1.65) айниятга асо-

сан қуйидаги 

)()(),()( xhdtthtxKxhC

b

x













                              (1.66) 

тенгликка эга бўламиз. Бунда bx   десак ва )(bh  нинг ихтиёрий эканлигини 

эътиборга олсак, 1C  келиб чиқади.  

Демак,  

 

b

x

dtthtxK 0)(),(                                            (1.67) 

бўлар экан. Агар охирги тенгликда ),()( txKth   десак, 0),( txK  

бўлишини кўрамиз. (3.39) формулага асосан  

),(),(  xx   

тенгликка эга бўламиз. Бошланғич шартлардан 
21

hh   тенглик келиб 

чиқади. (3.37) ва (3.38) масалалардаги дифференциал тенгламалардан  

  )(
1

xq  

  )(
2

xq  

хосил бўлади, яъни 
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  0),()()(
21

  xxqxq  

бўлар экан. )(
1

xq  ва )(
2

xq  функцияларнинг узлуксизлигини ва ),(  x  

функция нолларининг ажралганлигини эътиборга олиб, )()(
21

xqxq   айни-

ятни келтириб чиқарамиз.  Теорема 3.1 исботланди.   

 

Марченко  теоремасидан   фойдаланиб  2§ да келтирилган  Борг   тео-

ремасининг бошқача исботини келтирамиз. 

Ушбу 

           0)(   tq                                                (1.68) 

    0)0()0(   h                                                    (1.69)  

         0)()(   H                                                  (1.70)  

чегаравий  масаланинг  хос  қийматлар  тўпламини  ),,( HhqSS     орқали    

белгилаймиз. 

           0)(   tr                                                (1.71) 

         0)0(*)0(   h                                                 (1.72) 

        0)(*)(   H                                               (1.73)      

 чегаравий  масаланинг    хос  қийматлар  тўпламини   )*,*,( rHhS         

орқали  белгилаймиз. 

Теорема 3.1. Агар  )*,*,(),,( rHhSqHhS     ва  )*,*,(),,(
11

rHhSqHhS   

**,
11

HHHH  бўлса, у ҳолда  )()(*,*,*,
11

trtqHHHHhh       

бўлади.      

Исбот.    )*,*,(),,( rHhSqHhS        тўпламнинг   элементлари  кетма-

кетлигини    ...,...,
21 n

      орқали  белгилаймиз.   Агар  ),(
n

t     

(3.48)+(3.49)+(1.70)   масаланинг  хос   функциялари,    ),(
n

t       

(1.71)+(1.72)+(1.73)  масаланинг   хос  функциялари  бўлса,  у  ҳолда  

          




















n

dtt
n

1

0

2
),()( ,          





















n

dtt
n

1

0

2
),()(      
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бўлади. Шунинг учун биз  





0

2

0

2
,....2,1),(),( ndttCdtt

nn
            (1.75)    

эканлигини   исбот     қилсак,  у  ҳолда   Марченко  теоремасига  кўра    Борг  

теоремасининг  исботи  келиб  чиқади. ),(  t     орқали  (1.68) тенгламанинг  

             h )0(,1)0(                                                         (1.76) 

шартларни     қаноатлантирувчи   ечимини  белгилаймиз.    (1.68)  тенгламада    

   ни       га  алмаштириб  қуйидагини  ҳосил  қиламиз: 

                        0),()(),(   ttqt .                                                    (1.77) 

 (1.68) тенгламани   ),(  t    га  кўпайтирамиз,   (1.77) тенгламани  ),(  t   га  

кўпайтирамиз   ва   биридан  иккинчисини  айириб,  қуйидагига  эга  бўламиз: 

  ),(),()(),(),(),(),(  tttttt 


 . 

Охирги  тенгламани   ),0(     оралиқда  интеграллаймиз.  Натижада    

қуйидагига  эга  бўламиз:    

 


 






0

),(),(
),(),(),(),(

dttt
tt . 

Бу  тенгликда      да  лимитга  ўтамиз, натижада   

 






0

2
),(),(),(),(),(

tt
dtt                         (1.78) 

бўлади. Ҳар  бир  фиксирланган   t   да  ),(  t  ва     ),(  t
t
    лар  бутун  

функциялар  бўлади.  Шунинг учун  ),(),(  H
t

    функция   

қуйидагича       

         





















1

1111
)(1),(),(

n n

t
constСФCСH 




              (1.79) 

 чексиз  кўпайтувчига  ёйилади.    Худди  шундай,  агар    ),,(
1

qHhS
n

      

бўлса,   у  ҳолда      

  





















1

22221
,)(1),(),(

n n

t
constСФCСH 




                 (1.80) 

бўлади.   (1.79)-(1.80)   системаларни    ечиб,    
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HH

H ФСФCH

t






1

22111
                                                    (1.81) 

                
1

2211
),(

HH

ФСФC




                                                    (1.82) 

ларни  топамиз.   Бу  тенгламаларни    бўйича  дифференциаллаб   

қуйидагиларга  эга  бўламиз: 

              
1

2211
),(

HH

ФCФC




 


                                                 (1.83) 

           
HH

ФHCФCH

t






1

22111
),( 


 .                                        (1.84) 

(1.81), (1.82),(1.83)  ва  (1.84)  ларни  (1.78)  га  қўйиб,  содда  шакл  алмашти-

ришдан  кейин қуйидагига  эга бўламиз: 

                   








0

1221

1

212
)(),( ФФФФ

HH

CC
dtt .                               (1.85) 

Хусусан,  
n

    учун   

          








0

21

1

212
)()(),(

nn
ФФ

HH

CC
dtt                             (1.86) 

ўринли. Агар )*,*,(),,( rHhSqHhS    бўлса,  у ҳолда   қуйидаги  тенгликни  

ўринли  эканини  кўрсатиш  мумкин. 

                 








0

21

1

212
)()(

**

**
),(

nnn
ФФ

HH

CC
dtt                           (1.87) 

(1.86)-(1.87) дан (1.74)  келиб чиқади. Теорема 3.2 исботланди. 

Агар    (1.68) тенгламада q(x)    коэффициент   

                                                    





0

)1( dxq(x)х    

шартни қаноатлантирса, у ҳолда  ушбу 

                                       λyq(x)yy                                                        (1.88) 

                                   0sin)0(cos)0(   yy                                          (1.89) 
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Штурм-Лиувилл масаласи чеклита манфий хос қийматларга эга бўлиб, 0   

учун спектр узлуксиз бўлади, яъни спектрал  )(  функция  0 да узлук-

сиз  бўлади. Қуйидагича   s    белгилаш  киритамиз.  Ушбу   

                    






0

),()(
1cos

sin)( dttetq
ss

isM
ist







   

  функцияни  қараймиз.   Бунда  )t,( 


    функция  (1.88)  тенгламанинг  

(1.89) шартини  қаноатлантирувчи  ечими. 

  )( sM


 функция   қуйи ярим  текисликда  аналитик бўлиб,  ҳақиқий ўққа  уз-

луксиз  давом  қилади. 0   ва  t    учун 

                             )1(0))(sin()(),(  sstsMt


 . 

Бу  ерда  )(arg)( sMs


  ,     )( s


     функцияга  (1.88)  тенгламанинг   сочи-

лиш 

функцияси  дейилади. )(     функция қуйидаги  

              





































 

 


































k

k

0,

)(

1
),(

0,),(

)(

0

2

1

0

2

1

0

2

M

d
dtt

dtt

k

k

                     (1.90) 

формула  бўйича  аниқланади. 

Теорема (Левинсон).  )s(


  сочилиш функцияси,  ,...3,2,1,
2

j
 j

j
  

хос  қийматлар ва  





0

2
,1,),( nkdttm

kj
     нормалловчи   ўзгармаслар 

(1.88)  тенгламани  ва  (1.89) чегаравий  шартни  ягона  аниқлайди. 

Исбот. Марченко  теоремасига  кура   )(,
j

sm
j 
 лар  )( функцияни   

ягона  аниқлашини   кўрсатиш  етарли. 0   учун  бу  ўз-ўзидан  равшан.   

Энди   0  учун  кўрсатамиз.  Бунинг учун  )( s


   сочилиш  функцияси   

)( sM


   ни  ҳақиқий  s   ларда  бир қийматли аниқлашини  кўрсатиш етарли. 

Биз  қуйидагига эгамиз: 

                          )(arg)(ln)(ln sMisMsM


  
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Хақиқий  ўқда    )()(arg ssM


  маълум.  Шундай қилиб  )(ln sM


 анали-

тик функциянинг мавҳум қисми  ҳақиқий ўқда маълум. Ушбу 

                                            





 









dsM

-s

)(1
)(ln  

формулага кўра аналитик функциянинг мавҳум қисми бўйича  функциянинг 

ўзи ҳам тикланади. Бу формуладан ҳақиқий  s  лар учун  қуйидаги  

                       





 









dsM

-

)(1
)(ln                                                       (1.91) 

тенглик ўринли. Шундай қилиб  )(


M  функция  ҳақиқий   лар учун сочи-

лиш фазаси бўйича бир қийматли аниқланади. Бу эса теорема исботини бера-

ди. 

 

§4. Дирак   системаси  учун  ягоналик  теоремаси. 

 

Ушбу      Дирак   системасини      

                          








),0(,))((

))((

221

112





xUUxVU

UUxVU
                (1.92) 

   

куйидаги  чегаравий  шартда 

                          0sin)0(cos)0(
21

  UU                                               (1.93) 

0sin)(cos)(
21

  UU                                           (1.94) 

 

караймиз.  Бу  ерда    .,0,,0)( СCxV     (1.92) тенгламани қуйидаги 

кўринишда ҳам ёзиш мумкин: 

















































































 0

0

)(0

0)(

01

10

2

1

2

1

U

U

xV

xV

U

U




 

ёки 

     

yyx
dx

dy
B  )( ,   
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бунда   

















01

10
B ,  
















2

1

U

U
y ,  




















2

1

U

U

dx

dy
,   
























)(0

0)(
)(

xV

xV
x . 

(1.92)-(1.94)  масаланинг  спектрал  функцияси  қуйидаги   кўринишда  

бўлади.  

            




























0,
1

0,
1

)(

0

2

0

2













n

n

n

n

                                              (1.95) 

бунда    

                             .,),(),(

0

2

2

2

1

2

ZndxxUxU
nnn

 



  

 














),(

),(

2

1





xU

xU
  функция    (1.92)  тенгламанинг 

   












cos),0(

sin),0(

2

1

U

U
                                                       (1.96)  

шартни   каноатлантирувчи    ечими.     
),0(

),0(
)(

1

2






v

v
m      тенглик  ёрдамида   

m  функцияни  киритамиз. Бунда 














),(

),(

2

1





xv

xv
функция  қуйидаги  

 cos),(,sin),(
21

 vv .                                     (1.97) 

шартларни қаноатлантирувчи функция. 

Теорема 4.1.     )(  ва   )(
*
    спектрал  функциялар   ,,),( xV   ва    

**,*,),(* xV   ларга  мос  спектрал  функциялар  булсин.   Агар  

R   )()(*  

булса,  у  холда  tgtgtgtgxVxV  *,*,*),()(*    булади. 

Исбот. Бизга  (1.92)-(1.94) масаланинг  Грин  матрица  функцияси ке-

рак.  У куйидагича  аникланади: 

               








n

nn

n

T

n
yUxU

VyxG 



 ,

)(

),(),(
),,(

2
                             (1.98) 
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бу  ерда  

 













































2212

2111

21

2

1

2

1

,,





UU

UU
v

U

U
U

U

U
U

T ,     


 




N

N

n
N

aLimV . 

(1.98) катор  хар бир ),( yx   нуктада  якинлашувчи  булиб,  якинлашиш  yx    

диоганалдан  ташкарида  локал  текис     яқинлашувчи бўлади.  Шунинг  учун  

Грин  матрица   функцияси  yx    ва    yx    лар учун    узлуксиз  булади ва 

унинг йигиндисини    куйидагича    ёзиш  мумкин. 




















xyyUx
W

yxyxU
W

yxG

T

T

),,(),(
)(

1

),,(),(
)(

1

),,(







                                   (1.99) 

бу  ерда  















2

1




 ва  ),(),(),(),()(

1221
 xxUxxUW          W   функция   

x  га   боглик  эмас.  

.0)()(

)()(

2211

112212211221









UmVUmV

UmVUmVUUUUW
x

 

Лемма 4.1 





 



 ,

cossin)(

sin
cossin

)(
.sin),0,0(

2

11











mt

td
vpG     бунда   
















),,(),,(

),,(),,(
),,(

2221

1211






yxGyxG

yxGyxG
yxG   ва    






 




R

R
R t

td

t

td
vp







 )(
lim

)(
.. . 

Исбот.  Ушбу    айирмани    караймиз: ).,0,0(),00,0(
1111

 GG     Таърифга  

кура   

                                   



)(

),(
sin),,0(

2

1

11

nn

n
yU

VpyG



  

Ушбу  асимптотик    

),()(sin),(

Im

0

1




 xx
e

OdttVxxU 









                              (1.100) 











  






),()(cos),(

Im

0

2

xx
e

OdttVxxU                 (1.101) 
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)
1

1
(

2

n
n

n


 ,           0)(

2

 n
nn

                          (1.102) 

 

формулаларга   кўра  ушбу  йиғинди   

                    



 





0

0

))(sin(

..sin

n

y

n

n

dttVy

Vp




                                          (1.103) 

қандай  сакрашга эга бўлса,  
11

G    ҳам худди шундай  сакрашга эга бўлади 

(чунки  айирма узлуксиздир). 

Энди  хос  қийматлар асимптотикасидан  фойдалансак. 






y

n
dttVv

n

v
n

0

)(),
1

1
(0 


                                  (1.104) 

қуйидагига  эга бўламиз.   

                 

.)(

)
1

1
(0)(sin))(sin(

0

0






















y

y

n

Vdty
v

ya

n
yanydttVy






                                                 

Демак (1.103)  функция  ушбу   
 




0

))(sin(
sin

n n

yany
V


                      (1.105) 

функция  бир ҳил  сакрашга эга бўлади. 















10

sin2
)(cossin

))(sin(
sin

nn n

ny
ya

n

yany
V





              (1.106) 

Маълумки   


1

sin

n n

ny
  қатор     )2,0(    да берилган      

2

y
     функциянинг 

Фурье    қаторидир.  Бу  функция 0y   нуқтада 
2


  сакрашга  эга.  Шундай  

қилиб  (1.106) функция     cossin   сакрашга эга.   Шунинг  учун  (1.103) 

дан   ушбу  тенгликка  эга  бўламиз.  
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


















cos)(sin

sin

),0(cos),0(sin

),0(sin

),0(),0(),0(),0(

),0(sin

),0(),0(
)(

1
cossin),0,0(

cossin),00,0(),0,0(

12

1

1221

1

1111
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



















m

vv

v

vUvU

v

vU
W

G

GG

 

 

Лемма исботланди.  

Лемма  4.2       Ушбу  тенглик  ўринли     

           



 















cossin)(

cos)(
cossin

)(
cos),0,0(

2

11

m

m

t

td
vpG  

Исбот.  Худди  юқоридагидек  фикрлаш  юритамиз. 

),0,0(),00,0(
2222

 GG    сакрашни  топамиз.    Таърифга  кўра  

         










n

nn

nn
yUU

VpyG 



 ,

)(

),(),0(
),,0(

2

22

22
    яъни   

           


 
 ,

)(

),(
cos),,0(

2

2

22

nn

n
yU

VpyG



  

(1.101)+(1.102)  асимптотик  формулаларга  кўра ушбу  йиғинди   





 





0

0

))(cos(

cos

n

y

n

n

dttVy

V




                                                     (1.107) 

қандай  сакрашга  эга  бўлса,  ),,0(
22

yG    ҳам  худди  шундай    сакрашга  

эга  бўлади.(1.104) асимптотикага  кўра   

        





























 

n
yanydttVy

y

n

1

1
0)(cos))(cos(

0

 .     

Демак  (1.107)  йиғинди ушбу     

                                
 




0

))(cos(
cos

n n

yany
V


                                                                          

функция    билан бир ҳил  сакрашга эга бўлади. 
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










10

sin2
)(sincos

))(cos(
cos

nn n

ny
ya

n

yany
V





 . 

Бунда  сакраш     cossin   га  тенглиги  келиб чиқади. Шундай  қилиб  










cossin)(

cos)(

),0(cos),0(sin

),0(cos
cossin),0,0(

12

2

22









m

m

vv

v
G . 

Лемма исботланди. 

Натижа 4.1.      

А)      Агар   0sin      булса,   у холда    





 












cossin)(

1

sin

1)(

m
ctg

t

td
vp   

B)      Агар   0cos    булса ,  у  холда   

 

     



 
















cossin)(

)(

cos

1)(

m

m
tg

t

td
vp  

С)       

          



 















cossin)(

sincos)()(

m

m

t

td
vp .              

  Натижа 4.2. 

Спектрал  функция  tg    ва   )(m    функцияни  бир  қийматли  аниқлайди   

ва  аксинча  )(m    функция  ва  tg   спектрал  функцияни  бир  қийматли  

аниқлайди. 

Исбот.    Спектрал  функция   ни  бир  қийматли  аниқлайди ,  яъни  tg   ни  

бир    қийматли  аниқлайди .    4.1 с)  натижага  кўра  )(m   ни  ҳам  бир  

қийматли  аниқлайди .   )(m   ва   tg    

                                 



 


t

td
vp



 )(
   

  алмаштиришни  бир  кийматли  аниклайди  ва    стильтес  тескари  алмаш-

тиришидан  )( t     ни  бир  кийматли    аниклаши  келиб  чикади. 

Теорема 4.1 исботини давом қилдирамиз. Чегаравий  шартни  0   да  

караймиз,  у  холда  4.1 в)  натижага  кура   
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                              



 


t

td
vpm






)(
)(  

Стильтес  тескари  алмаштиришини      куллаб  )(  ни  топамиз.  )(    

буйича  )( xV ва  tg ни  топамиз.   Теорема 4.1 исботланди.  

Ягоналик теоремалари бузилишига доир мисол. 

 Ушбу чегаравий масалани қараймиз: 
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2
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 




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
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
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









































x

y

y

y

y

xpxq

xqxp

y

y
                         (1.108) 

         








.0sin)(cos)(

0sin)0(cos)0(

21

21





yy

yy
                                                   (1.109) 

0)( xp ,    0)( xq  бўлсин. Бу ҳолда (1.108)+(1.109) масалани хос кийматла-

ри, хос функциялари ва нормалловчи ўзгармаслари мос равишда 

қуйидагиларга тенг бўлади: 

Znn
n




 ,



 , 

Zn
x

x
xy

n

n

n



















 ,

)cos(

)sin(
)(




,  ., Zn

n
   

Энди (1.108) тенгламани ушбу 









.0sin)(cos)(

0sin)0(cos)0(

1211

1211





yy

yy
                                        (1.110) 

чегаравий шартда қараймиз. (1.108)+(1.110) чегаравий масаланинг хос 

қийматлари, хос функциялари ва нормалловчи ўзгармасларини мос равишда 

n

~

, )(
~

xy
n

 ва  Zn
n

,
~
  лар орқали белгилаймиз. Агар    

1
   ва   

1
  ларни уш-

бу    
11

 тенгликни қаноатлантирадиган қилиб танласак 

ZnZn
nnnn

 ,
~

,,
~

  бўлади, яъни спектрал функциялар 

1
),()(

~
R   устма-уст тушади, аммо (1.108)+(1.109) ва (1.108)+(1.110) 

чегаравий масалалар айнан устма-уст тушмайди.  

 

ІІ. БОБ 
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Штурм-Лиувилл операторининг тескари масалалари 

учун мавжудлик теоремалари. 

 

§2.1.  
n

   ва   
n

    сонлар  кетма-кетлиги буйича тескари масаланинг 

мавжудлиги. 

 

Ушбу параграфда    
n

   ва   
n

    сонлар  кетма-кетлигининг    спектрал  ха-

рактеристикалар      булиши  учун  зарур ва етарли  шартлар келтириб 

чиқарилган. Ушбу 

  ,0,)(  xyyxqy                                          (2.1) 

                                                                                                                                                                                                           









RHhHyy

hyy

,,0)()(

0)0()0(


                                          (2.2)  

чегаравий  масалани  қараймиз. Бунда  )( xq   функция   ,0  да  интегралла-

нувчи  хақиқий функция.    (2.1.1) тенгламанинг   

 

                            hyy  )0(,1)0(                                                            (2.3) 

бошланғич  шартларини  қаноатлантирувчи  ечимини  ),(  x   орқали  белги-

лаймиз. ...,,
210

  сонлар (2.1.1)+(2.2)  чегаравий  масаланинг  хос 

қийматлари бўлсин.  У  ҳолда ...)2,1,0(),( nх
n

      функциялар  берилган 

чегаравий масаланинг хос функциялари бўлади. 

Ушбу   

                   





0

2
),( dxx

nn
                                                      (2.4)  

сонларга  нормалловчи сонлар дейилади.     
n

    ва     
n

     сонларга 

(2.1.1)+(2.2)  чегаравий   масаланинг    спектрал  характеристикалари  дейи-

лади. 
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Ушбу  параграфда  олдиндан  берилган   
n

   ва    
n

    сонлар   кетма-

кетлаги (2.1.1)+(2.2) кўринишидаги  бирорта  чегаравий  масаланинг  спек-

трал  характеристикалари бўлиши  учун  зарурий  ва  етарли  шартлар  келти-

рилади. 

Бизга  теорема  исботида  керак  бўладиган  ушбу  асимптотик  формулалар-

ни  исботсиз  келтириб  ўтамиз.  Исботи билан    ...   иш  иловасида таниши-

шингиз  мумкин. 

Агар    ),0()(
1

)(
Lxq

m
   бўлса,   у  ҳолда  

                        
1

2
21

2
2

20
...


































m

n

m

m

n

nn

a

n

a
n


                                         (2.5)  

                        
1

2
21

2
2

2

2

0
...

2 
































m

n

m

m

n

nn

b

n

b 
                                       (2.6) 

бўлади.    Бу  ерда   

                                    















 




0

0
)(

2

11
dttqHha                                          (2.7)  

   











2

1
,...,

m
aa    ва    











2

1
,...,

m
bb     ўзгармас  сонлар,  x      белги   x   сонининг   бу-

тун  қисмини    билдиради. 

Агар   m   жуфт  сон  бўлса, у  ҳолда    )1(0
n

    ва   









n
n

1
0        ёки   

            






0

2

n

n
       ва       







0

2
)(

n

n

n


     ёки     )

1
(0),

1
(0

2
nn

nn
      

бўлади. 

Агар    m     ток  сон  бўлса,  у  ҳолда   )
1

(0
n

n
   ва    )1(0

n
       ёки     

            






0

2
)(

n

n

n


  ва   







0

2

n

n
     ёки    )

1
(0),

1
(0

2
nn

nn
   бўлади. 
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Теорема 2.1.         


 0nn
     ва     



 0nn
    сонлар  кетма-кетлиги   ушбу 















),0()(,0)()(

0)0()0(

0,)(

1




LxqHyy

hyy

xyyxqy

m

 

кўринишидаги  масаланинг  хос  қийматлари    ва  нормалловчи ўзгармаслари  

бўлиши  учун  қуйидаги  шартлар  бажарилиши  зарур ва етарлидир. 

1)     n
nn

a
n

n
),

1
(0

0
       

       n
n

n
),

1
(0

2


                                                                            (2.8) 

2)    
kn

    агар     kn   

       ,...2,1,0,0  n
n

                                                                                    (2.9) 

3)





1
coscos

1
),(

00

0

 txtxF  

                          















1 0

coscos
2

coscos
1

n

nn
ntnxtx





                         (2.10)      

функциянинг        ,0,0     сохада    1m   тартибли  ҳосиласи  мавжуд. 

Исбот. зарурийлиги. 

 
n

   ва    
n

   сонларнинг  таърифлари  ҳамда  (2.5)ва (2.6)асимптотик  фор-

мулаларга   асосан   зарурийлик    қисмини  исбот  қилиш  учун    ),( txF    

функция   1m   тартибли  ҳосилага  эга  бўлишини  кўрсатиш  лозим. 

xt    деб  ҳисоблаймиз.    (2.8) ва  (2.9)  асимптотик формулаларга  кўра   

(2.10)  қатор  барча  tx     қийматларда  яқинлашувчи  бўлади.  Шунинг учун   

  

  

   



 
















1 0 0

0 0 0 0

00

coscos
2coscos

coscos
1

),(

n

x t

n

nn

x t x t

n

dudvnvnu
vu

xt
vdudvududvvuF









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бўлади.    Ушбу     

x

dtttxHxx

0

),(),(),(cos      тасвирдан  фойдала-

ниб  охирги  тенгликни  қуйидагича  ёзиб  оламиз. 

                                                                                                                                        



    

   

    



































1

2

0 0 0 0

212

0

121

0 0 0 0

0 0 0 0 0

nn

sinsin2

),(),(),(),(

),(),(),(

)v,()u,(
1

),(

n

n

x t u

n

v

n

n

x t u

nn

x t

n

x t

n

n

nynxxt

dtdttttvHtuHdvdu

dsssuHdudvx

dudvdudvvuF










 

 

Бу  ерда  Парсевал  тенглигини  исботласак,     

                 

  

     





t x

s

t

s

x t x t

u

t x

u

dvsvHdusuHds

dsusHdudsusHdududvvuF

0

0 0 0 0

.),(),(

),(),(),(

 

келиб  чиқади.   Охирги  тенгликнинг  иккала  томонига  ҳам  
tx

2




   опера-

торни  қўллаб   

                          

t

dsstHsxHtxHtxF

0

),(),(),(),(                         (2.11)              

тенгликни  ҳосил  қиламиз.    Бунда  xt     да  0),( xtH    бўлишини  эъти-

борга  олдик. ),( txH    функция 1m       тартибли   ҳосилага  эга  бўлганида,  

(2.11)га  кўра   ),( txF    функция  хам  1m  тартибли ҳосилага эга бўлиши 

келиб чиқади. Зарурлик қисми исботланди.  

Исбот. Етарлилиги. Айтайлик бизга (2.8) ва (2.9) асимптотикаларни  

қанотлантирувчи  турлича бўлган ,...,
10

  сонлар ва ,...,
10

   мусбат сонлар 

берилган бўлсин.  (2.10) формула ёрдамида аниқланган ),( txF  функция 1m  
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тартибли ҳосилаларга эга бўлсин. )0(  xt  Худди юқоридаги каби 

),( txK  ядро учун  

 

x

xtdttsFsxKtxKtxF

0

0,0),(),(),(),(                      (2.12) 

тенгламани келтириб чиқариш мумкин  ( xt   да 0),( txK )   

(2.12) тенгламани ечими мавжуд ва ягоналигини исботлаймиз. Бунинг учун 

Фредголъм теоремасига кўра қуйидаги бир жинсли тенглама  

 

x

0

0)(),()( dssgtsFtg                                                 (2.13)    

фақат ноль ечимга  эга бўлишини кўрсатиш етарли. (2.13) тенглама   0)( tg     

ечимга эга бўлсин  деб фараз қилайлик.  (2.13) тенгламани    )( tg        га 

кўпайтириб  x,0    оралиқда интеграллаймиз. 

 

   

x x x

dsdttgsgtsFdttg

0 0 0

2
0)()(),()(  . 

 

(2.10) ифодага асосан охирги тенгликни қуйидаги тарзда ёзиш мумкин: 

 

 





0

2

0n

2
0)cos)((

1
tdttg

n

x




 

барча   0
n

  бўлгани учун  

 

,...2,1,0cos)(

0

 ntdttg

x

n
                               (2.14) 

 

бўлади. 

(2.8) асимптотик формулалардан Левинсон теоремасига  мувофиқ  t
n

cos   

функциялар  системаси  ),0(
2

L   фазода тўла ва чизиқли эркли бўлади. 



 48 

 .....   қаранг. Шунинг учун (2.14) тенгликлардан 0g(t)    бўлиши келиб 

чиқади. 

Бу  эса  фаразимизга  зиддир. 

Худди    ...     ишдаги  каби    ушбу    



x

tdttxKxx

0

cos),(cos),(                                     (2.15)  

  функция     қуйидаги   

  0)(   xq                                                  (2.16) 

 

тенгламани  ва ушбу 

        hFKx  )0,0()0,0(),0(,1),0(               (2.17) 

бошланғич  шартларни  қаноатлантириши  кўрсатилади.  Бу  ерда   

                             
dx

xxdK
xq

),(
2)(                                                   (2.18) 

бўлиб,         ),0()(
2

)(
Lxq

m
 . 

Энди  ,...2,1,0),( nx
n

 функциямиз  ортаганаллигини  кўрсатиш  ва     

нуқтадаги  чегаравий  шартни  тенглаш  қолди  ҳолос. 

Худди   ...   ичидаги  каби  Парсевал  тенглиги  келтириб  чиқарилади: 

Иҳтиёрий    ),0()(),(
2

Lxgxf    функциялар  учун  ушбу     

        






  




0 0 00

),()(),()(
1

)()( dtttgdxxxfdxxgxf

n n

                              (2.19) 

айният  бажарилади. 

(2.19) Парсевал  тенглигидан  фойдаланиб,   

                        



















0 0

),(),()(
1

n

nn

n

xdtttf 




                                            (2.20) 

қатор    ,0   кесмада  яқинлашувчи  бўлган  ҳолда  ушбу 

                                 

                                ),()(

0

n

n

n
xcxf 





                                                (2.21) 
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тасвир  ўринли  бўлишини  келтириб  чиқариш  мумкин.   Бу  ерда     

                  









0

),()(
1

dtttfс
n

n

n
                                                                (2.22) 

Хусусан,   Грин  айнияти  ва  
n

 ,  
n

     кетма-кетликларнинг  асимптотикаси-

дан     ,...2,1,0),,()(  kxxf
k

       бўлган  ҳолда  (2.20)  қатор     абсолют  

ва  текис  яқинлашиши  келиб  чиқади.  Шунинг  учун   

                 ),(),(),(
1

),(

0 0

n

n

kn

n

k
xdtttx 






 



 














                               (2.23) 

ҳосил  бўлади. 

 x
n

cos     функциялар  системаси     ,0
2

L     фазода  чизиқли  эркли  

бўлганидан   (2.15)  формулага  асосан   ),(
n

x     функциялар  системаси  

ҳам   ,0
2

L   фазода  чизиқли  эркли  бўлиши  келиб  чиқади.  Шунинг  учун   

               







 kn

kn
dttt

n

nk

,

,0
),(),(

0






                                                        (2.24) 

Бу  эса   (2.19)  Парсевал  тенглиги  билан  бирга      ),(
n

x     система 

 ,0
2

L   фазода  тўла  ортогонал  система  эканлигини  билдиради.    

нуқтадаги  чегаравий  шартни   чиқариш  учун  ушбу  

  0),()(),( 
nnn

xxqx   

  0),()(),( 
kkk

xxqx   

 тенгликлардан   фойдаланамиз. 

Биринчи тенгламани ),(
k

x  га  ва  иккинчи  тенгламани  ),(
k

x  га  

кўпайтириб  ҳосил  бўлган  тенгликларни   бир-биридан  айирсак     

          ),(),()(),(),(),(),(
knnknkkn

xxxxxx  


       

айният  келиб  чиқади.  Бу  айниятни   ,0    оралиқда  интеграллаб,  (2.24)  

ортоганаллик    шартлари  ва   (2.17) бошланғич  шартларни  ҳисобга  олсак  

0),(),(),(),( 
nkkn

 , 

 яъни     
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),(
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k

k

n

n







 



 

 келиб  чиқади.    

Шундай   қилиб    
),(

),(

n

n



 
      нисбат     n   га  боғлик  эмас,  уни    H  билан  

белгилаймиз:     

),(

),(

n

n
H



 
 . 

Теорема 2.1 тўла  исботланди. 

Теорема 2.2. Агар     


 0n n
     ва      



 0n n
    сонлар  кетма-кетликлари  учун  

ушбу    

1)       )(,),
1

(0
043

10

n
constan

nn

a

n

a
n         

            n
nn

b

n
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1
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2
32

0


                                                                (2.25) 

2)       
kn

    агар   kn   

          ,...2,1,0,0  n
n

                                                                               (2.26) 

шартлар  бажарилса,  у  ҳолда     ,0    кесмада  абсалют  узлуксиз  бўлган   

)( xq   функция  топилиб    


 0n n
       ва     



 0n n
     сонлар  кетма-кетликлари   

)( xq  потенциалли  бирор  Штурм-Лиувилл   чегаравий  масаланинг  хос  

қийматлари  ва  нормалловчи  сонлари  бўлади. 

Исбот.   Теорема 2.1га    асосан  ушбу    

                             




 















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0
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1
coscos

1
),(

n n

nn
ntnx

t

txtxF










                                            

функция         ,0,0      соҳада  биринчи  тартибли  абсолют  узлуксиз  

ҳосилаларга  эга  бўлишини  кўрсатиш    кифоя.   Бунинг  учун  эса  ушбу   
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                     


 









1n n

cos
2

cos
1

)( nxxxa
n





       

функция    20  x     оралиқда  биринчи  тартибли  абсолют  узлуксиз  

ҳосилага  эга  бўлишини  кўрсатиш етарли.    Агар  (2.25) ва  (2.26)  асимпто-

тик   формулаларни   )( xa     учун     ёзилган    ифодасига  қўйсак    биринчи  

томондан,  икки  марта  ҳадлаб  дифференциалланувчи   қаторлар  ажралиб  

чиқади.   Чунки   икки  марта  ҳадлаб  ҳосила  олиш    натижасида   

),0(L
2

     фазонинг нормаси  бўйича  яқинлашувчи  қаторлар  ҳосил  бўлади.  

Иккинчи  томондан,  биз  ушбу  


1n n

sinnx
   қаторнинг  формал  ҳосилалари  

ёрдамида  тузилган  қаторларни  ажратиб  оламиз.(  ... ) 

 Ушбу  


1n n

sinnx
= 


20,
2

x



x       тенгликка  асосан  бу  қатор  формал  

ҳосилаларига    оралиқда  узлуксиз  бўлган  функциялар мос  келади.    

Теорема  2.2  исботланди. 

Теорема 2.3.          


 0n n
      ва        



 0n n
     сонлар  кетма-кетликлари ушбу   

       















),0()(,0)()(

0)0()0(

x0,λ)(

1




LxqHyy

hyy

yyxqy

m

                                              (2.27) 

кўринишдаги  масаланинг ҳос  қийматлари  ва  нормаловчи сонлари    

бўлиши  учун  қуйидаги  шартлар бажарилиши  зарур ва  етарлидир: 

1) ,
33

10

n

nn

a

n

a
n

n


         

32

0

2 nn

b
n

n


     ,   бу  ерда  constbconst 

00
,a . 

2)  


1

2

n

n
 ,     







1n

2

n
  

      )( kn
kn

    ва    ,...2,1,0,0  n
n

  

Исбот.   Зарурийлик  қисми. 

(2.5) ва  (2.6)  асимптотик  формулалардан  келиб  чиқади.(  ...  қаранг)  
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Етарлилигини  исботлаймиз. 

Бизга  теореманинг  етарлилик  шартларини  қаноатлантирувчи    
n

   ва   

 
n

   сонлар  берилган  бўлсин.  (2.27)  ва  (2.28)  асимптотик  формулаларни  

),( txF   функциянинг  ифодасига  қўйсак,   ),( txF      функциянинг  учунчи  

ҳосилалари   ),0(
2

L      фазога  тегишли  бўлиши  кўринади.  Бундан  улар  

),0(
1

L  фазога қарашли бўлиши келиб чиқади. Шунинг учун  теорема 2.1 да-

ги фикрлаш  бу  ҳолда  ҳам  ўринли бўлади. 

                                          
dx

dK(x,x)
q(x) 2      

функциянинг  иккинчи тартибли ҳосиласи  ),0(
2

L   га тегишли  бўлиши   ...  

да келтирилган. 

Теорема 2.3 исботланди. 
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2.2§. Спектрал  функция бўйича тескари масала мавжудлиги. 

 

Ушбу 

                           




N

N
tdxtxF )(coscos),(                           (2.28) 

формула ёрдамида ),( txF
N

 функциялар кетма-кетлигини аниқлаймиз. 

),( txF
N

 функциялар кетма-кетлиги мавжуд, чунки бу ҳолда спектр қуйидан 

чегараланганлиги сабабли (5.1) интеграл чекли оралик бўйича олинади.  

Таъриф. Хар бир тайинланган ),( tx  жуфтликда яқинлашувчи ва ),( tx   

текисликнинг ҳар бир чегараланган соҳасида чегараланган ),( txF
N

 функ-

циялар кетма-кетлигига чегараланиб яқинлашувчи функциялар кетма-

кетлиги дейилади.  

Лемма 1. )( xq  функциянинг  ,0  оралиқда n - тартиблигача 

ҳосилалари мавжуд бўлиб, улар ҳар бир чекли оралиқда жамланувчи бўлсин. 

У ҳолда ушбу 

               




N

N
xdx )(cos)(                                              (2.29) 

функциялар кетма-кетлиги )0,()( xHx   функцияга чегараланиб 

яқинлашади, ҳамда )( x  функция  )1( n - тартиблигача ҳосилалари мавжуд 

бўлиб, улар ҳар бир чекли оралиқда жамланувчи бўлади. 

Исбот. Аввало )( x
N

  кетма-кетликни ушбу 

 



N

N
xdxdx

0

0

)(cos)(cos)(                              (2.30) 

кўринишда ёзиб оламиз. Сўнгра x  ўзгарувчининг иҳтиёрий қийматларида  




0

)(cos  xd                                                        (2.31) 

интеграл мавжуд эканлигини исботлаймиз. 

Ушбу 
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

x

dtttxHxx

0

),(),(),(cos                              (2.32) 

тенгликни ),0( x  оралиқда интеграллаб, интеграллаш тартибини ўзгартирсак, 

қуйидаги 

 










x x

t

dttdstsH
x

0

),(),(1
sin





 

айниятга эга бўламиз. Кўриниб турибдики, 


 xsin
 функция  
















xt

xtdstsH
tg

x

t

,0

,),(1
)(  

функциянинг ),(  t  ечим бўйича ёзилган Фурье алмаштириши бўлади. Шу-

нинг учун Парсевал тенглигига кўра  




















 x

dttgd
x

0

2

2

)()(
sin





 

тенглик ўринли бўлади. Бу тенгликдан ушбу 

)(
sin

2
0





d

x

















 

итегралнинг x  ўзгарувчининг ихтиёрий қийматларида мавжуд эканлиги ке-

либ чиқади. Бундан эса, (2.31) интеграл мавжуд бўлиши кўринади. Агар  



x

tdttxKxx

0

cos),(cos),(   

тенгликни эътиборга олсак, 






N

dxNx )(),(),(                                                   (2.33) 

интеграл мавжудлигини кўрамиз. ),( Nx  функцияга Штурм-Лиувилл маса-

ласининг спектрал ядроси дейилади. ),(
0

Nx  функция ушбу 

0)0()0(,  hyyyy   



 55 

масаланинг спектрал ядроси бўлсин. Маълумки, 0h  бўлганда (соддалик 

учун шундай деб хисоблаймиз) 















N

d
h

x
hxNx

0

20

sin
cos

1
),( 











                          (2.34) 

бўлади. Бошка томондан, x  ўзгарувчининг ихтиёрий чекли ўзгариш 

оралиғида қуйидаги асимптотик формула ўринли бўлади: 

)(),1(),(),(
0

 NoNxNx  .                                          (2.35) 

Шунинг учун  

 )(),1(),(),(),(),(

0

0

0

  NodtNttxHdtNttxH

xx

                     (2.36) 

тенглик ўринли. 

(2.35) ва (2.36) тенгликларни бир-бирига қўшсак ва ),( Nx  функциянинг 

(2.33) тенгликдаги ифодасини эътиборга олсак,  

                  

)(),1(),(),(),(

)(),(),()(),(

0
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





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dtdttxHdx
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x NN





 

тенгликка эга бўламиз.  

Бу тенгликнинг чап томонида интеграллаш тартибини ўзгартирсак 

((2.33) интеграл мавжуд бўлганлиги учун бу амални бажариш мумкин)  ва 

(2.32) формулани эътиборга олсак, ушбу 

                     


),()(cos
0

Nxxd

N

  

               + )(),1(),(),(

0

0
 NodtNttxH

x

                                           (2.37) 

тенгликка эга бўламиз. Бу тенгликнинг хар иккала томонидан 

                         


N

xd )(cos
0
  

функцияни айирсак,  
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            (2.38) 

тенгликка эга бўламиз. (2.34) ва (2.38) формулалардан ушбу 
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тенглик келиб чиқади. Бу ерда 
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Қуйидаги 

                 

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xh

x
xU                                                         (2.41) 

белгилашни киритайлик. )( x
N

  функция N  да )( xU  функцияга чега-

раланиб яқинлашади. Хакикатдан ҳам, агар 0x  бўлса, N  да 
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Агар 0x  бўлса, h
N

)0(  бўлади. 

)( x
N

  функциянинг чегараланганлиги куйидаги 
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бахолашдан келиб чиқади. 

Энди  
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
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интегрални қараймиз. Бу ёйилмадан,  bx0  қийматларда ушбу 
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2

)0,(),(2sin
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00

bCdt
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xHtxH
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t
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xN
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
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


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


 

тенгсизлик келиб чиқади. Бу ерда )(bC  – ўзгармасни билдиради. 

Демак, x  ўзгарувчининг иҳтиёрий чекли ўзгариш оралиғида )( xV
N

 функ-

циялар кетма-кетлиги чегаралаган бўлади. Агар  







0 2

sin 
ds

s

s
 

тенгликни эътиборга олсак, (2.42) тасвирдан 
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
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 0,0

0),0,(
)(lim

x

xxH
xV

N
N

 

тенглик ҳосил бўлади. 

)( x
N

  ва )( xV
N

 функциялар кетма-кетлиги чегараланиб 

яқинлашишидан (2.39) тенгликка асосан )( x
N

  функциялар кетма-кетлиги 

чегараланиб яқинлашиши келиб чиқади ҳамда  










 .0,

0),0,(
)(lim

xh

xxH
x

N
N

 

hH )0,0(  

 эканини эьтиборга олсак, )( x
N

  функциялар кетма-кетлиги )0,( xH  функ-

цияга чегараланиб яқинлашишини топамиз.  

Лемма 1 исботланди. 
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Лемма 2.  x  нинг ҳар бир тайинланган қийматида ташувчиси ),0( x  интер-

валда бўлган иҳтиёрий узлуксиз финит функция )( tg  учун  
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                                   (2.43) 

 тенглик ўринли. 

Исбот. Ёйилма ҳақидаги теоремага асосан )( tg  финит функция 

бўлганлиги учун ушбу 
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

 


































































x

N

s
N

Nt

N

dtxtHtg

dsdsxdtstHtg

dtdsdsxstHtg





 

чунки  xt   қийматлар учун .0)( tg      

Қуйидаги     

x

sdssxKxx

0

cos),(cos),(   

формуладан фойдаланиб, ушбу 
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 





















Nx N

NN

tdxdsdxsxK

tdxtdx

)(coscos)()(coscos),(

)(coscos)(cos),(

0

0





 

   









  


x NN

dssdtsxKtdx

0

0
)(coscos),()(coscos   

    












x N

dssdtsxK

0

)(coscos),(   

айниятни келтириб чиқарамиз. Уни )( tg  функцияга кўпайтирамиз ва  ,0  

оралиқда t бўйича интеграллаб, N  да лимитга ўтамиз: 

       

.),(),()(lim

)(),(),()(lim)(0

0 0

0 0

 

 





















dtdstsFsxKtg

dssgsxKdttxFtgxg

N

x

N

x

N
N

                           (2.44) 

Бу тенгликда 0)( xg  эканлигини этиборга олсак (2.43) айният ҳосил 

бўлади.    Лемма 2 исботланди. 

 

Теорема 1. Алмаштириш операторининг ядроси ),( txK  ушбу 

              )0(,),(),(),(),(

0

xtdstsFsxKtxFtxK

x

                    (2.45) 

интеграл тенгламани қаноатлантиради. Бу ерда ),( txF  ядро  






N

N
tdxtxF )(coscos),(                               (2.46) 

 кетма-кетликнинг N   даги лимитини билдиради ва 

                        














0)(

0
2

)(
)(







                                                 (2.47) 

тенглик билан аниқланади. 
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Агар )( xq  функция  ,0  оралиқда n  марта узлуксиз дифференциалла-

нувчи бўлса, ),( txF  функция xt 0  тўпламда 1n  марта узлуксиз диф-

ференциалланувчи бўлади.  

Исбот. Теореманинг биринчи қисми лемма 2 дан келиб чиқади. Диффе-

ренциалланувчанлигини исбот қилиш қолади холос.  

Алмаштириш операторини ўрганганимизда, ),( A  учун ёзилган Волтерра 

туридаги интеграл тенгламадан )( xq  функция n  марта узлуксиз дифферен-

циалланувчи бўлса, ),( txK  ядронинг tx   тўпламда 1n  марта узлуксиз 

дифференциалланувчи бўлиши келиб чиқади.  

Энди Гельфанд-Левитан  интеграл тенгламасида ),( txK   функция маълум 

деб, бу тенгламани ),( txF  функцияга нисбатан қараймиз. У ҳолда бу тенг-

лама Волтерра туридаги интеграл тенглама бўлади ва шунинг учун унга кет-

ма-кет  яқинлашишлар усулини қуллаш мумкин бўлади. Бу йул билан ҳосил 

қилинган қаторни 1n  марта ҳадлаб дифференциаллаш мумкин бўлади.    

Теорема 1 исботланди. 

Изох. Қуйидаги белгилашларни  

)(lim)(),(cos)( xxdx
N

N

N

N





   

 эътиборга олиб, xt 0   қийматлар учун  

         )()(
2

1
),( txtxtxF                                               (2.48) 

       )0()2(
2

1
),(  xxxF                                                     (2.49) 

тенгликлар ўринли бўлишини кўриш мумкин.  

(2.49) тенгликка кўра, агар ),( txF  функция tx   бўлганда 1n  тартиб-

ли узлуксиз ҳосилаларга эга бўлса, у ҳолда )( x  функция 0x  бўлганда 

1n  тартибли узлуксиз ҳосилаларга эга бўлади. (2.48) формуладан эса, ак-

синча )( x  функция қанча марта узлуксиз дифференциалланувчи бўлса, 
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),( txF   функция ҳам шунча марта узлуксиз дифференциалланувчи бўлиши 

келиб чиқади. 

Бизга кейинчалик спектрал функциянинг қуйидаги оддий хоссаси  керак 

бўлади. 

Теорема 2. ),0()(
2

 Lxf  иҳтиёрий узлуксиз финит функция бўлиб, 

қуйидаги 

                                         





0

cos)()( xdxxfE   

тенглик ўринли бўлсин. Агар ушбу 

                                    





 0)()(
2

 dE                                                      (2.50) 

тенглик бажарилса, 0)( xf  бўлади. 

Исбот. Қуйидаги  

 














0 0

),(),(),()()( dxdtttxHxxfE

x

  

 













0 00

),(),()(),()( dxdtttxHxfdxxxf

x

  

тенгликнинг ўнг томонидаги иккинчи интегралда интеграллаш тартибини 

ўзгартирамиз: 

 

 













00

),(),()(),()()( dttdxtxHxfdtttfE

t

  

 

 













0 0

.),()(),(),()()( dtttgdttdxtxHxftf

t

  

Демак, )(E  функция )( tg  функциянинг ),(  x  ечимлар бўйича 

 Фурье алмаштириши экан. Парсевал тенглигига кўра ушбу  







0

2

0

2
)()()(  dEdttg  
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тенглик ўринли бўлгани учун (2.50) шартга биноан қуйидаги 

                       0)(

0

2




dttg  

тенглик ўринли бўлади. Бундан эса 0)( tg  эканлиги келиб чиқади, яъни  

                            0),()()(  



t

dxtxHxfxf                               (2.51) 

айният бажарилади. )( xf  финит функция бўлганлиги учун (2.51) тенгликда-

ги интеграл чекли оралиқда олинади, шунинг учун (2.51) тенглама Волтерра 

туридаги интеграл тенглама бўлади, бундан эса 0)( xf  эканлиги келиб 

чиқади.  Теорема 2 исботланди. 

Олдинги параграфда ушбу  











),0[)(),0()0(

0,)(

n
Cxqhyy

xyyxqy 
                            (2.52) 

Штурм-Лиувилл  масаласининг спектрал функцияси )(  учун қуйидаги 

иккита шарт бажарилиши кўрсатилди: 

I.                                




N

N
xdx )(cos)(   

 тенглик билан аниқланадиган функциялар кетма-кетлиги N  да бирор 

 


,0)(
1n

Cx  функцияга интилади. Бу ерда 














;0,)(

0,
2

)(
)(







  

II.   Ихтиёрий ),0()(
2

 Lxf  узлуксиз финит функция учун қуйидаги 







 0)()(
2

 dE  

тенглик ўринли бўлса, 0)( xf  бўлади. Бу ерда 







0

cos)()( xdxxfE  . 
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Энди, бирор монотон ўсувчи )(  функция учун юкоридаги I ва II шартлар 

бажарилса, у бирор бир Штурм-Лиувилл чегаравий масаласининг спектрал 

функцияси бўлиб, ),0[)( 
n

Cxq   бўлишини кўрсатамиз. 

Ушбу 

 )()(
2

1
),( txtxtxF   

тенглик ёрдамида ),( txF  функцияни аниқлаймиз ва қуйидаги  

)0(,0),(),(),(),(

0

  xtdstsFsxKtxFtxK

x

                (2.53) 

интеграл тенгламани тузамиз.  

Теорема 1. Хар бир тайинланган 0x  учун (2.53) интеграл тенглама-

нинг ечими мавжуд ва ягонадир. 

Исбот. (2.53) интеграл тенгламанинг ечими мавжуд ва ягона эканлигини 

кўрсатиш учун Фредгольм теоремасига кўра x  параметрнинг ҳар бир тайин-

ланган мусбат қийматида, ушбу  

0)(),()(

0

 

x

dssgtsFtg                                             (2.54) 

бир жинсли интеграл тенглама фақат нол ечимга эга бўлишини кўрсатиш 

етарли. 

Тескарисини фараз қилайлик, яъни (2.54) тенгламани қаноатлантирувчи 

нолдан фарқли узлуксиз ),0()(
2

 Ltg  функция мавжуд деб фараз 

қилайлик. (2.54) тенгликни )( tg  функцияга кўпайтириб, ),0( x  оралиқда  t  

бўйича интеграллаймиз:  

0)()(),()(

0 00

2
  

x xx

dsdttgsgtsFdttg .                            (2.55) 

),( tsF функциянинг ифодасини (2.55) тенгликка қўйиб, интеграллаш тарти-

бини ўзгартирсак, ушбу  

  















 )(coscos)()()(

0 00

2
 dtdsdtstgsgdttg

x xx
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0
2

coscos)()(

0 0


















   








 dtdsdtstgsg

x x

                  (2.56) 

айният ҳосил бўлади. Уни қуйидаги  

0
2

cos)(

)(cos)()(

2

0

2

00

2
































 

 
















ddtttg

dtdttgdttg

x

xx

                               (2.57) 

қуринишда ёзиш мумкин.  

Парсевал тенглигидан фойдалансак, ушбу 

 















0)(cos)(

2

0

 dtdttg

x

 

тенглик ҳосил бўлади. II шартга кўра бу ҳол фақат 0)( tg  бўлганда бажа-

рилади. Фаразимиз нотўғри экан, яъни (2.54) тенглама фақат нол ечимга эга.      

Теорема 1 исботланди. 

 Гельфанд-Левитан  интеграл тенгламасидан, ),( txF  функция t  бўйича 

қанча ҳосилага эга бўлса, ),( txK  функция ҳам t  бўйича шунча ҳосилага эга 

бўлиши кўринади. Ҳақиқатан ҳам, ушбу  

)0(,0),(),(),(),(

0

xtdstsFsxKtxFtxK

x

   

тенглик ўнг томони t  ўзгарувчи бўйича қанча марта дифференциалланувчи 

бўлса унинг ўнг томони ҳам t  ўзгарувчи бўйича шунча марта дифференци-

алланувчи бўлади. 

),( txK  функциянинг x  бўйича дифференциалланувчанлигини текши-

риш куйидаги леммага асосланади.  

Лемма 1.  Ушбу  

 

1

0

),(),(),,(),(  xfdtttxHx                                   (2.58) 

интеграл тенглама берилган бўлиб, унинг ),,( txH  ядроси ва ),( xf  озод 

ҳади   параметрга ва x  ўзгарувчига нисбатан узлуксиз бўлсин. У ҳолда, 
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агар бир жинсли тенглама   параметрнинг 
0

  қийматида фақат нол ечимга 

эга бўлса, 
0

  нуқтанинг бирор атрофида (2.58) интеграл тенгламанинг ечими 

x  ва   га нисбатан узлуксиз функция бўлади. Агар ),,( txH  ва ),( xf  

функциялар m  марта   бўйича узлуксиз дифференциалланувчи бўлса, (2.58) 

тенгламанинг ечими ҳам   бўйича m  марта узлуксиз дифференциалланувчи 

бўлади.  

Исбот. 1.  (2.58) тенгламанинг ),,( txH  ядроси узлуксиз бўлганлиги 

учун, уни қуйидагича 

HHtxHtxHtxH
~

),,(
~

),,(),,(
00
   

кўринишда ёзиб оламиз. Бу ерда   параметрнинг 
0

  нуқта атрофидаги 

қийматлари учун   

 ),,(
~

txH  

тенгсизлик бажарилади. Қулайлик учун (2.58) тенгламани ушбу  

fHH  
~

0
 

символик кўринишда ёзиб оламиз. Фредгольм теоремасига кўра  

1

0
)(


 HI оператор мавжуд. Охирги тенгликка  
1

0
)(


 HI  операторни 

таъсир қилдирамиз:  

1

0

1

0
)(

~
)(


 HIfHHI                                          (2.59) 

HHI
~

)(
1

0


  оператор нормасини хохлаганча кичрайтиш мумкин 

бўлганлиги учун (2.59) тенгламага кетма-кет яқинлашишлар усулини қўллаш 

мумкин, бундан эса ),(  x  ечимнинг 
0

  нуқтада узлуксизлиги келиб 

чиқади.  

2. Дифференциалланувчанлигини исботлаш учун ),,( txH  функцияни 

HHH
m

~
  кўринишда ёзиб оламиз. Бунда  

.)(
!

1
...)(),,(

000 00

m

m

m

m

H

m

H
txHH 





















 

Бу ерда   параметрнинг 
0

  нуқта атрофидаги қийматлари учун 
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 
0

),,(
~

txH  

тенгсизлик бажарилади. Лемма исботининг биринчи қисмига кўра 

1
)(



m

HI  оператор мавжуд. Демак, ушбу 

11
)(

~
)(




mm
HIfHHI   

тенгамага кетма-кет яқинлашишлар усулини қўллаш мумкин. Бундан эса 

),(  x  ечимнинг   бўйича 
0

  нуқта атрофида m  марта дифференциалла-

нувчилиги келиб чиқади.     Лемма 1 исботланди. 

Келтирилган леммани Гельфанд-Левитан интеграл тенгламасига қўллаймиз.  

Бунинг учун  

)0(,0),(),(),(),(

0

xtdstsFsxKtxFtxK

x

   

интеграл тенгламада x , us   ва  t  алмаштириш бажарамиз: 

).10(,0),(),(),(),(

1

0

   duuFuKFK       (2.60) 

Агар, қуйидаги 

),(),(

,),(),,(

,),(),(







Ff

uFuH

K







 

белгилашларни киритсак, (2.60) тенглама (2.58) кўринишни олади. ),,(  uH  

ядро ва  ),( f  озод ҳад узлуксиз эканлигидан юқоридаги леммага кўра 

),(   функция узлуксиз бўлиши келиб чиқади. Демак, ),( txK  функция x  

бўйича узлуксиз экан.  

Худди шу леммага асосан ),( txF  функция x  бйича 1n  марта диффе-

ренциалланувчи эканлигидан ),( txK  функциянинг x  буйича 1n  марта 

дифференциалланувчилиги келиб чиқади. 
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ХУЛОСА 

Мазкур битирув иши  Штурм-Лиувилл ва Дирак операторлари учун яго-

налик ва мавжудлик теоремаларини ўрганишга бағишланган. Битирув иши 

иккита бобдан иборат бўлиб, биринчи бобда қуйидаги ягоналик теоремалари  

ўрганилган: 

1) Амбарцумян теоремасининг иккита исботи келтирилган. 

2) Иккита спектр Штурм-Лиувилл операторини ягона аниқлаши 

ўрганилган. 

3) Спектрал функция Штурм-Лиувилл операторини ягона аниқлаши 

ўрганилган. 

4) Умумий кўринишдаги Дирак оператори учун Борг теоремаси ўринли 

эмаслигини кўрсатувчи мисол кўрсатилган. 

 Иккинчи бобда мавжудлик теоремалари ўрганилган: 

      1)  
n

  ва  
n

   сонлар  кетма-кетлигининг спектрал  характеристикалар                    

бўлиши  учун  зарур ва етарли  шартлар келтириб чиқарилган. 

    2)  Спектрал  функция бўйича тескари масала мавжудлиги кўрсатилган. 
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